M4 OSCILLATEUR HARMONIQUE

Travaux Dirigés (2)

Exercice 1 : Etude du systéme masse-ressort horizontal amorti

Considérons une masse m supposée ponctuelle reliée a un ressort horizontal de constante de raideur
k et de longueur a vide [,, la masse pouvant se déplacer horizontalement sans frottements (par
exemple a l'aide d’un systéme d’air pulsé venant compenser son poids). L'axe (0Ox) sera pris
horizontal selon I'axe du ressort, avec pour origine O le point d’accroche du ressort.

On tient compte de la présence de frottements dont la puissance est : P,, = —hv?, avec v vitesse du
point matériel et h coefficient positif indépendant de cette vitesse.

1)  Appliquer le théoréme de la puissance mécanique et en déduire I'équation différentielle liant x et
t.

2) La mettre sous forme canonique en ramenant a 1 le coefficient devant la dérivée d’ordre le plus
élevé. Il apparait alors deux coefficients constants devant les deux autres termes ; déterminer la
dimension de chacun d’entre eux.

Systeme : point M de masse m étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

BAME

E

pp; force de rappel du ressort : E,,, réaction normale du support, orthogonale au déplacement : W(T) =0.

Energie potentielle : E,, = Ej,, + Ep,, = %k({’ —4y)? + mgz, + cte = %k(x —£9)% + cte

D 1
Energie cinétique : Ec = mez

Energie mécanique : Em = Ec + Ep = %m}'cz + %k(x —40)% + cte

2

Théoreme de la puissance mécanique : (i—tm =mxxX + kx(x —4,) = —hx soit x[mik+k(x—4y) +

hx] =0
On s’intéresse au mouvement de la bille, donc x # 0

On obtient donc une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants liant x et t :

2

. ) d“x dx
mi + hx + kx = k€, ou mﬁ+ha+kx=k{’o

ATéquilibre, x., = 0 et X = 0, soit xgg = €

Mise sous forme canonique : On commence par ramener a 1 le coefficient du terme de plus haut degré :

L R Kk k k
it+t—x+-—x=—0y=—
m m m

x/
m” ¢

) . . h .k [h _ k _
Dimensions des coefficients — et — : [—] = s let [—] =572,
m m m. m
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Exercice 2 : Equation différentielle d’'un oscillateur harmonique amorti

Un oscillateur harmonique amorti vérifie I'équation différentielle : mi + Ax + kx = kxg

Il peut se mettre sous I'une de ses formes canoniques :

" Wo
¥+ 6x+w§x=w(2,xéq

1) Quelles sont les dimensions de w,, appelée pulsation propre, et Q, appelé facteur de qualité ? a
quoi correspond la grandeur x,, ? Etablir leurs expressions.
2) Donner I'équation caractéristique associée, ainsi que les expressions du discriminant et du
discriminant réduit associés a cette équation caractéristique.
3) Pour chacun des trois régimes possibles :
a) Donner le nom de chaque régime ainsi que les différentes conditions associées.
b) Donner la forme usuelle de la solution générale a I'équation homogéne.
4) Etablir 'expression compléte de x(t) en supposant qu’a l'instant initial : vitesse initiale vy = 0,

élongation initiale Xo = xo — x4
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Exercice 3 : Analyse d’un tracé ; régime pseudo-périodique

On réalise le relevé expérimental ci-contre.

Déterminer la période propre, la fréquence propre, le facteur de qualité et le temps de relaxation de
cet oscillateur amorti.

X(#) (mm)
o o pseudo-période o
\1\-\ > I
‘l _“;-‘Q_ 0205 -
A - -
gy 7N
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0 ] Vi ¥l i 21
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Exercice 4 : Exploitation d’un portrait de phase

On considére (ci-dessous) le portrait de phase d'un
oscillateur harmonique amorti composé d'une
masse m = 500 g, soumise & une force de rappel
élastique (ressort de raideur k) et a une force de
frottement fluide dont la puissance est P, = —Av?, v
étant la vitesse de la masse m.

On note x I'écart a la position d'équilibre ; I'étude est
réalisée dans le référentiel galiléen du laboratoire.

1) Déterminer la nature du régime de l'oscillateur.

2) Déterminer, par lecture graphique :

e Lavaleur initiale de la position x,.
e Lavaleur finale de la position x,.
e La pseudo-période T.

e Le décrément logarithmique 6.
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Exercice 5 : Analyse d’un régime transitoire a partir d’un enregistrement temporel

On s’intéresse a un systéme masse-ressort horizontal 1
immergé dans un fluide, formant un oscillateur harmonique x(t)(cm)
amorti.

L’enregistrement de sa position repérée a partir de sa position

d’équilibre est donnée ci-contre.
x()

1) Déterminer les conditions initiales avec lesquelles on a laché la 2
masse.

2) Donner les caractéristiques du régime permanent atteint.

3) Définir le type de régime observé en justifiant la réponse. 19

4) Donner I'allure du portrait de phase correspondant. 0
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Exercice 6 : Circuit RLC paralléle soumis a un échelon de courant

On considere le circuit ci-contre. A linstant t = 0, le générateur de courant impose un courant i(t)
passantde 0 a =10 mA.Ona: R =50, C =400 nF, L =10 mH.
1. Etablir 'équation différentielle vérifiée par u(t) pour t > 0.
2. Mettre cette équation sous forme canonique et donner I'expression de la pulsation propre ay
et du facteur de qualité Q en fonction de R, L et C.
3. Quel est le type de régime obtenu pour I'évolution de u(t) : apériodique, critigue ou
pseudopériodique ?

4. Justifier qu’a l'instantt =0, i,(0) =0 et u(0) =0
5. En déduire I'expression de u(t) pour t > 0. 3 PR
6. Représenter I'allure de u(t) pour t > 0. R L @Ci
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Exercice 7 : viscosimeétre oscillant

Une bille de rayon r et de masse m est suspendue a un ressort de raideur k et de longueur au repos
lo. Déplacée dans un liquide de coefficient de viscosité 7, la bille est soumise & une force de

frottement f donnée par la formule de Stokes f = —6mnrv, ol ¥ est la vitesse de la sphére dans le
liquide. On néglige la poussée d’Archiméde.

1. Etablir 'équation du mouvement de la sphére plongée dans le liquide et en déduire
I'expression de la pseudo-période T des oscillations, en fonction de m, k, netr.

2. Dans lair, ou les frottements fluides sont négligeables, la période des oscillations est T.
Déterminer le coefficient de viscosité 7 du liquide, en fonction de m, r, T et T,.
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Exercice 8 : Suspension de voiture

On modélise 'amortisseur d'une roue de voiture a I'aide d’un ressort de raideur k véhicule automobile
et de longueur a vide ¢, en paralléle avec un amortisseur de coefficient de
frottement fluide h, correspondant a une puissance des forces de frottement
P, = —hv?.

Une masse % est posée sur ce dispositif et peut se déplacer verticalement sur

l'axe (0z) lié au référentiel terrestre R, supposé galiléen.

On donne m =1 200 kg.

1) Lors du changement d’une roue, on souléve la masse % d’'une hauteur d = 25

cm, ce qui correspond au moment ou la roue (de masse négligeable) ne touche plus le sol : la
longueur du ressort vaut alors 40 cm, et on peut alors considérer qu’aucune force ne s’exerce plus
sur le ressort (alors qu’a I'équilibre, le ressort est comprimé par le poids du véhicule). Montrer que

la constante de raideur du ressort vaut k = %.

2) Déterminer et calculer h afin que le dispositif fonctionne en régime critique (la roue étant sur le sol
a l'arrét et la masse % en mouvement vertical).
3) On enfonce la masse % d’'une hauteur d'= 5 cm et on lache le systtme a t = 0 sans vitesse

initiale. Déterminer I'évolution de I'altitude z de la masse %.

4) On charge maintenant 'amortisseur au maximum : la masse totale du véhicule vaut m = 1 700 kg.
Déterminer les parametres Q et w, de 'amortisseur.

5) Tracer l'allure de sa réponse lorsqu’on enfonce de xo = 5 cm la masse % et qu’on lache sans
vitesse initiale. Conclure.
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Exercice 9 : Portraits de phase

Attribuer a chaque portrait de phase le bon facteur de qualité parmi les valeurs suivantes : 0,1; 0,2 ;

0,5;1:;5;50.
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Les portraits de phase 2, 3 et 5 présentent des oscillations : moins d’une oscillation compléte pourle 2,5 0u 6
oscillations nettes pour le 3, un nombre trés élevé (nettement supérieur a 20) pour le 5, or les oscillations se
manifestent pour des facteurs de qualité supérieurs a 0,5, et le nombre d’oscillations visibles donne un ordre
de grandeur du facteur de qualité.

Onadonc:

Portrait de phase N°2 N°3 N°5

Facteur de qualité Q=1 Q=5 Q =50

Par ailleurs, si on considére les portraits de phase 1, 4 et 6 sans oscillations, on constate au niveau des allures
que le portrait de phase 1 est intermédiaire entre le 4 et le 6 ; il s’agit donc de celui correspondant au facteur
de qualité intermédiaire restant, soit Q = 0,2.

Si I’'on compare les portraits de phase extrémes 4 et 6, on constate que pour le 4, la vitesse chute beaucoup
plus rapidement (pour des positions ayant encore trés peu varié), ce qui correspond a un amortissement plus
important donc un facteur de qualité plus faible ; de plus, la vitesse maximale sur le portrait de phase 6 est
beaucoup plus élevée que celle du portrait de phase 4 : c’est bien pour la figure 6 que la pente initiale de la
courbe x(t) est la plus élevée, ce qui correspond au retour le plus rapide vers la valeur asymptotique, soit au
cas critique (Q = 0,5).

Onadonc:

Portrait de phase N°1 N°4 N°6

Facteur de qualité Q=02 Q=01 Q=05
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