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CPGE ATS 

Programme de colles – Semaine 13 (13 au 18 janvier 2025) 

Chapitres étudiés et questions de cours : 

M5 : Oscillations forcées et résonance 

T4 : Réaction chimique (début) 

Réponses attendues en bleu ou manuscrit. 

1ère question de cours : questions 1 à 7. 

2ème question de cours : questions 8 à 11. 

 

1) Donner l’amplitude complexe temporelle 𝑿(𝒕) et l’amplitude complexe 𝑿𝒎 associées à 

la grandeur sinusoïdale 𝑿(𝒕)  = 𝑿m 𝐜𝐨𝐬(𝒕 + ). 

 Amplitude complexe temporelle 𝑿(𝒕)  

L’amplitude complexe temporelle 𝑿(𝒕)  associée à la grandeur sinusoïdale 𝑋(𝑡)  = 𝑋m cos(𝑡 + )  est 

par définition  

𝑿(𝒕) =  𝑿𝒎𝒆𝒊(𝝎𝒕+𝝋) ;   on a donc  𝑿(𝒕)  = 𝓡𝒆(𝑿(𝒕)) 

En pratique, pour retrouver les caractéristiques de la grandeur réelle, on utilise : 

𝑿𝒎 =  |𝑿(𝒕)|     et  𝑨𝒓𝒈 (𝑿(𝒕)) = 𝝎𝒕 + 𝝋 

 

 Amplitude complexe 𝑿𝒎 

On pose  𝑿(𝒕) =  𝑿𝒎𝒆𝒊𝝎𝒕    soit   𝑿𝒎 =  𝑿𝒎𝒆𝒊𝝋     

On a alors     𝑿𝒎 =  |𝑿𝒎|     et  𝑨𝒓𝒈 (𝑿𝒎) = 𝝋 

L’amplitude complexe 𝑿𝒎 contient l’ensemble des informations recherchées : l'amplitude du signal 

recherché est égale à son module et la phase à son argument. 

 

2) Donner les analogies électromécaniques, les définitions de l’impédance électrique et 

de l’impédance mécanique, ainsi que les impédances complexes des 3 dipôles R, L et 

C. 

Mécanique Electricité 

 
Elongation x (m) 

 
Charge q (C) 
 

 
Vitesse v (m.s-1) 

 
Intensité i (A) 
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Masse m (kg) 

 
Inductance L (H) 
 

 
Raideur k (N.m-1) 

 
1

𝐶
 avec Capacité C (F) 

 

 
Frottement h (N.m-1.s) 

 

Résistance R () 
 

 
Force F (N) 

 
Tension u (V)  

 

Impédance complexe d’un dipôle en convention récepteur en électrocinétique : 𝒁 =
𝒖

𝒊
  

Impédances complexes de 𝑹, 𝑳 et 𝑪 : 

𝑹 𝑍𝑅 =  𝑅 𝑳 𝑍𝐿 =  𝑗𝑳𝝎 𝑪 𝑍𝐶 =  
𝟏

𝒋𝑪𝝎
 

Impédance mécanique complexe :   𝑍𝑚é𝑐𝑎 =  
𝑭

𝒗
 

3) Donner l’expression mathématique de la décomposition en série de Fourier d’un signal 𝑠(𝑡) 

périodique de période 𝑇 ; définir les différents termes. 

Toute fonction 𝒔(𝒕) périodique de période 𝑇, de fréquence associée (fréquence fondamentale) 𝑓1 =

 
1

𝑇
 et de pulsation associée 𝜔1 =  

2𝜋

𝑇
 peut être écrite ou décomposée sous la forme d’une somme 

(appelée série de Fourier) de fonctions sinusoïdales de pulsations 𝜔𝑛 multiples de 𝜔1  : 

𝒔(𝒕) =  𝑽𝟎 +  𝑽𝟏𝒄𝒐𝒔(𝝎𝟏𝒕 + 𝝋𝟏) + 𝑽𝟐𝒄𝒐𝒔(𝟐𝝎𝟏𝒕 + 𝝋𝟐) + ⋯ + 𝑽𝒏𝒄𝒐𝒔(𝒏𝝎𝟏𝒕 + 𝝋𝒏) + ⋯

=  𝑽𝟎 +  ∑ 𝑽𝒌𝒄𝒐𝒔(𝒌𝝎𝟏𝒕 + 𝝋𝒌)

∞

𝒌=𝟏

 

Avec : 
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• Terme 𝑉0 : valeur moyenne du signal = < 𝒔(𝒕) >.  

• Pulsation 𝜔1 du signal périodique 𝑠(𝑡) : pulsation de la 1ère 

composante sinusoïdale (quand elle existe) = harmonique de 

rang 1 ou terme fondamental ou fondamental. = période la plus 

grande visible 

• Termes de la forme 𝑉𝑘𝑐𝑜𝑠(𝑘𝜔1𝑡 + 𝜑𝑘) : harmoniques de 

rang 𝒌 (ou d’ordre 𝒌) 

 

 

 

 

4) Représenter l’allure du spectre d’une onde pure (sinusoïdale) liée à un diapason, d’une 

onde carrée, d’une onde liée à un instrument de musique. 

 

5) Donner les allures des courbes de gain des principaux filtres et indiquer leur bande 

passante. 
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Ω = bande passante = intervalle de pulsations 𝜔 

 

6) Ecrire et équilibrer les réactions chimiques suivantes : 

a) Les ions Ag+ réagissent avec le cuivre (Cu) pour donner de l’argent (Ag) et des 

ions Cu2+. 

b) Le butane (C4H10) brûle dans le dioxygène (O2) pour donner du dioxyde de carbone 

(CO2) et de l’eau (H2O). 

 

a) 2Ag+ + Cu = 2Ag + Cu2+ (Equilibre des éléments chimiques Ag et Cu et des charges) 

 

b) C4H10 +  
13

2
 O2 = 4 CO2 + 5H2O  (Equilibre des éléments chimiques C puis H puis O) 

 

 

7) Compléter le tableau d’avancement suivant, définir l’avancement de réaction 𝜉, la 

notion de proportions stœchiométriques et de réactif limitant. 

 

   𝑆2𝑂8
2−  +  3𝐼−   =      𝐼3

−   +   2𝑆𝑂4
2−                 𝑆2𝑂8

2−   +    3𝐼− =   𝐼3
−   +  2𝑆𝑂4

2− 

E.I. 
(mol) 

1 3 0 0 E.I. 
(mol) 

 

3 3 0 0 

E à t 

(mol) 

    E à t 

(mol) 

    

          

 
E.I. 

(mol) 

1 3 0 0 E.I. 
(mol) 

 

3 3 0 0 

E à t 

(mol) 

 

1-ξ 3-3ξ ξ 2 ξ E à t 

(mol) 

 

3-ξ 3-3ξ ξ 2 ξ 

1)  

 

 

 

 

 

 

 

Si réaction totale : 

1-ξmax = 0 ou 3-3ξmax = 0 d’où : 

ξmax = 1 mol 

Les 2 réactifs ont disparu en fin de 

réaction. 

Réactifs en proportions 

stœchiométriques (ou mélange 

stoechiométrique) : ces 2 réactifs 

arrivent à épuisement ensemble (si 

réaction est totale). 

Si réaction totale : 

3-ξmax = 0 ou 3-3ξmax = 0 d’où : 

ξmax = 1 mol (ξmax = 3 mol impossible car 

quantité de 𝐼− insuffisante) 

Le  𝐼− a disparu en fin de réaction : 

réactif limitant. 
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Avancement de réaction 𝝃 = nombre de moles d’un réactif ou d’un produit de coefficient 

stœchiométrique 1 qui aurait été consommé ou produit. 

8) Déterminer la Solution Particulière de l’équation différentielle suivante : 

�̈� +
𝜔0

𝑄
 �̇� + 𝜔0

2 𝑥 = 𝜔0
2 𝑋0 cos(𝜔𝑡) 

 Déterminer l’expression de l’amplitude réelle Xm de la solution. 

On cherche une Solution Particulière du type : 𝑥(𝑡)  = 𝑋𝑚𝑐𝑜𝑠 ( 𝑡 + ).    

Passage aux complexes : 

 �̈� +
𝜔0

𝑄
 �̇� + 𝜔0

2 𝑥 = 𝜔0
2 𝑋0 exp(𝑖𝜔𝑡)           −𝜔2 𝑥 +

𝜔0

𝑄
 𝑖𝜔 𝑥 + 𝜔0

2 𝑥 = 𝜔0
2 𝑋0 exp(𝑖𝜔𝑡) 

(−𝜔2 +
𝜔0

𝑄
 𝑖𝜔 + 𝜔0

2) 𝑥  = 𝜔0
2 𝑋0 exp(𝑖𝜔𝑡) 

(−𝜔2 +
𝜔0

𝑄
 𝑖𝜔 + 𝜔0

2) 𝑋𝑚 exp(𝑖𝜑) exp(𝑖𝜔𝑡)  = 𝜔0
2 𝑋0 exp(𝑖𝜔𝑡) 

(−𝜔2 +
𝜔0

𝑄
 𝑖𝜔 + 𝜔0

2) 𝑋𝑚 exp(𝑖𝜑)   = 𝜔0
2 𝑋0 

On établit l’amplitude complexe de l’élongation : 

𝑋𝑚 exp(𝑖𝜑) = 𝑋𝑀 =
𝜔0

2 𝑋0

(−𝜔2 +
𝜔0
𝑄  𝑖𝜔 + 𝜔0

2)
 

On introduit la pulsation réduite :  𝒖 =
𝝎

𝝎0
=

𝒇

𝒇0
 

En divisant Numérateur et Dénominateur par 𝜔0
2, on obtient :  

𝑋𝑚 exp(𝑖𝜑) = 𝑋𝑀 =
𝑋0

1 − 𝑢2 + 𝑖
𝑢
𝑄

 

On en déduit l’amplitude réelle du mouvement oscillant forcé : 

𝑋𝑀 = |𝑋𝑀| = |𝑋𝑚 exp(𝑖𝜑)| = |
𝑋0

 1 − 𝑢2 + 𝑖
𝑢
𝑄 

| =
𝑋0

| 1 − 𝑢2 + 𝑖
𝑢
𝑄 |

 

On obtient :  𝑿𝑴(𝒖) =
𝑿𝟎

√(𝟏 −  𝒖𝟐)𝟐+  (
𝒖

𝑸
)

𝟐

 

9) Résonance en élongation : A partir de l’expression de l’amplitude de l’élongation 𝑋𝑀 

en fonction de la pulsation réduite u : 
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 𝑋𝑀 =
𝑋0

√(1 −  𝑢2)2+  (
𝑢

𝑄
)

2
 

Déterminer la condition de résonance en élongation. 

Tracer l’allure de la courbe 𝑋𝑀 en fonction de u. 

On s’intéresse aux variations de 𝑋𝑀 avec 𝑢. 

Le numérateur de 𝑋𝑀 est une constante positive, on peut donc simplifier l’étude en étudiant le 

dénominateur de 𝑋𝑀, et même le carré de celui-ci.  

On définit  𝐷(𝑢) = (1 − 𝑢2)2 + (
𝑢

𝑄
)

2
 ;  de sorte que  𝑋𝑀 =

𝑋0

√𝐷(𝑢) 
 

L’amplitude est alors maximale pour une fréquence telle que le dénominateur 𝐷(𝑢) est 

minimal. 

Il faut donc chercher la pulsation réduite 𝑢 telle que    
𝑑𝐷

𝑑𝑢
= 0      

𝑑𝐷

𝑑𝑢
 =     2 × (−2𝑢) × (1 − 𝑢2) +

2

𝑄
  

𝑢

𝑄
= 4𝑢 (𝑢2 − 1 +

1

2𝑄2) 

𝑑𝐷

𝑑𝑢
=  4 𝑢 (𝑢2 − (1 − 

1

2𝑄2
)) = 0 

𝑑𝐷

𝑑𝑢
  s’annule en 𝑢 = 0 et, éventuellement, selon le signe de 1− 

1

2𝑄2, en 𝑢 = √1− 
1

2𝑄2  : 

Si 1− 
1

2𝑄2 <  0   1 − 
1

2𝑄2 < 0   1 <
1

2𝑄2 
  2𝑄2 < 1   𝑄2 <

1

2
 𝑸 <

1

√2
 alors 𝑢 =

√1− 
1

2𝑄2 impossible  Pas de résonance en élongation 

Si 1 − 
1

2Q
2 >  0   1 − 

1

2𝑄2 > 0   1 >
1

2𝑄2 
  2𝑄2 > 1   𝑄2 >

1

2
 𝑸 >

1

√2
 alors 𝑢 =

√1− 
1

2𝑄2 possible  Résonance en élongation 

 Asymptote à basse fréquence : 𝒖 ≪ 𝟏  𝑋𝑀 ~ 𝑋0  

 Asymptote à haute fréquence : 𝒖 ≫ 𝟏    𝑋𝑀 ~ 
𝑋0

𝑢2  ou  𝑋𝑀 ~ 
𝜔0

2

𝜔2 . 𝑋0 tend vers 0 lorsque 𝑢 → ∞ 
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10) Résonance en vitesse : A partir de l’expression de l’amplitude complexe de 

l’élongation 𝑋𝑀 en fonction de la pulsation 𝝎 : 

 

𝑋𝑚 exp(𝑖𝜑) = 𝑋𝑀 =
𝜔0

2 𝑋0

(−𝜔2 +
𝜔0
𝑄

 𝑖𝜔 + 𝜔0
2)

 

 

Déterminer l’expression de l’amplitude complexe de la vitesse 𝑉𝑀. 

Déterminer la condition de résonance en vitesse. 

Tracer l’allure de la courbe 𝑉𝑀 en fonction de la pulsation réduite 𝑢 =
𝜔

𝜔0
. 

Vitesse : dérivée de la position du point par rapport au temps, soit :  �̇� =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

En notation complexe :     𝒗 = �̇� = 𝒊𝝎𝒙        

Amplitude complexe de la vitesse :   𝑉𝑀 = 𝑉𝑀 exp(𝑖𝜑′) = 𝑖𝜔𝑋𝑀 = 𝑖𝜔𝑋𝑚 exp(𝑖𝜑)  

𝑉𝑀 = 𝑖𝜔𝑋𝑀 = 𝑖𝜔
𝜔0

2 𝑋0

(−𝜔2 +
𝜔0
𝑄  𝑖𝜔 + 𝜔0

2)
 

En divisant au numérateur et au dénominateur par 𝑖𝜔𝜔0, en exploitant 
1

𝑖
=

𝑖

𝑖2 = −𝑖 , et en introduisant 

la pulsation réduite 𝑢 =
𝜔

𝜔0
 :  

𝑉𝑀 = 𝑖𝜔𝑋𝑀 = 𝑖𝜔
𝜔0

2 𝑋0

(−𝜔2 +
𝜔0
𝑄  𝑖𝜔 + 𝜔0

2)
=

𝜔0𝑋0

𝑖
𝜔
𝜔0

1 +
1
𝑄 − 𝑖

𝜔0
𝜔

 

 

𝑉𝑀(𝑢) = 𝑉𝑀 exp( 𝑖𝜑′) =
𝜔0𝑋0

1
𝑄 + 𝑖 (𝑢 −

1
𝑢)

=
𝜔0𝑋0𝑄

1 + 𝑖𝑄 (𝑢 −
1
𝑢)

 

 Etude de la résonance en vitesse 
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𝑉𝑀 = |𝑉𝑀(𝑢)| = |𝑉𝑀 exp( 𝑖𝜑′)| = |
𝜔0𝑋0𝑄

1 + 𝑖𝑄 (𝑢 −
1
𝑢)

| =
𝜔0𝑋0𝑄

√1 + 𝑄2 (𝑢 −
1
𝑢

)
2

 

𝑉𝑀 maximale pour 1 + 𝑄2 (𝑢 −
1

𝑢
)

2
 minimale : solution évidente : 𝑢 = 1 soit 𝜔 =  𝜔0 

La résonance en vitesse a toujours lieu pour 𝝎 =  𝝎𝟎 

 Asymptote à basse fréquence : 𝒖 ≪ 𝟏  𝑉𝑀 ~ 0  

 Asymptote à haute fréquence : 𝒖 ≫ 𝟏    𝑉𝑀 ~ 0 

 

11) Calculer la valeur moyenne 〈𝑠(𝑡)〉 du signal suivant : 

 

 

 

 

〈𝑠(𝑡)〉 =
1

𝑇
∫ 𝑠(𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0

=
1

𝑇
(2𝑎.

𝑇

3
− 𝑎.

2𝑇

3
) = 0 

Puis : de 1 à 2 exercices proposés par le colleur. 

Programme ATS  

 


