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CPGE ATS 

Programme de colles – Semaine 16 (3 au 8 février 2025) 

Chapitres étudiés et questions de cours : 

MF1 : Statique des fluides  MF2 : Mécanique des fluides 

Réponses attendues en bleu ou manuscrit. 

1ère question de cours : 3 questions du formulaire méca flu ci-dessous (questions 1 à 

13). 

2ème question de cours : questions 14 à 18 

Rappel : les expressions de la divergence et du gradient doivent être connues, en 

coordonnées cartésiennes. Elles sont fournies en coordonnées cylindriques. 
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  Données de la divergence et du rotationnel en coordonnées cylindriques : 

     Vecteurs de base : 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗  , 𝑢𝜃⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑢𝑧⃗⃗⃗⃗  

𝑑𝑖𝑣(𝑎 ) =
1

𝑟

𝜕(𝑟. 𝑎𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕(𝑎𝜃)

𝜕𝜃
+

𝜕(𝑎𝑧)

𝜕𝑧
 

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑎 ) = [
1

𝑟

𝜕(𝑎𝑧)

𝜕𝜃
−

𝜕(𝑎𝜃)

𝜕𝑧
] . 𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ + [

𝜕(𝑎𝑟)

𝜕𝑧
−

𝜕(𝑎𝑧)

𝜕𝑟
] . 𝑢𝜃⃗⃗ ⃗⃗ +

1

𝑟
[
𝜕(𝑟. 𝑎𝜃)

𝜕𝑟
−

𝜕(𝑎𝑟)

𝜕𝜃
] . 𝑢𝑧⃗⃗⃗⃗  

 

1) Force de pression subie par une particule sur sa frontière : 

   𝒅𝑭𝑺
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝒑. 𝒅𝑺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝒑. 𝒅𝑺. 𝒏⃗⃗  

2) Relation Fondamentale de la Statique des Fluides : 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝒑) = 𝝆𝒈⃗⃗  

𝒅𝒑

𝒅𝒛
= −𝝆.𝒈 si z orienté vers le haut (verticale ascendante) 

𝒅𝒑

𝒅𝒛
= +𝝆.𝒈 si z orienté vers le bas (verticale descendante) 

3) Relation Fondamentale de la Statique des Fluides incompressibles (𝜌 = 𝑐𝑡𝑒) : 

𝒑𝒃𝒂𝒔 = 𝒑𝒉𝒂𝒖𝒕 + 𝝆.𝒈. 𝒉 

𝒑𝟏 + 𝝆.𝒈. 𝒛𝟏 = 𝒑𝟐 + 𝝆.𝒈. 𝒛𝟐 (si axe 𝑧 orienté vers le haut) 

𝒑𝟏 − 𝝆.𝒈. 𝒛𝟏 = 𝒑𝟐 − 𝝆.𝒈. 𝒛𝟐 (si axe 𝑧 orienté vers le bas) 

4) Ligne de courant : Ligne orientée tangente (en chacun de ses points) à la vitesse 

eulérienne à la date 𝑡. 

5) Tube de courant : Ensemble des lignes de courant s’appuyant sur un contour fermé. 

 

6) Vecteur densité de courant de masse 𝑗𝑀⃗⃗⃗⃗ (𝑀, 𝑡) : 

𝒋𝑴⃗⃗ ⃗⃗  (𝑴, 𝒕) = 𝝆(𝑴, 𝒕). 𝒗⃗⃗ (𝑴, 𝒕) 

Unités : 𝜌 masse volumique du fluide en kg.m-3 

  𝑣 = ‖𝑣 ‖ en m.s-1 

  𝒋𝑴 = ‖𝒋𝑴⃗⃗ ⃗⃗  ‖ en kg.m-3. m.s-1 = kg.s-1.m-2 
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7) Débit massique 𝑫𝑴 à travers une surface () : 

𝑫𝑴(𝑴, 𝒕) =
𝒅𝒎

𝒅𝒕
(𝑴, 𝒕) = ∬ 𝒋𝑴⃗⃗ ⃗⃗  (𝑴, 𝒕). 𝒅𝑺⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝚺
= ∬ 𝝆(𝑴, 𝒕). 𝒗⃗⃗ (𝑴, 𝒕). 𝒅𝑺⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝚺
  Unité : kg.s-1 

8) Débit volumique 𝑫𝑽 à travers une surface () : 

𝑫𝑽(𝑴, 𝒕) =
𝒅𝑽

𝒅𝒕
(𝑴, 𝒕) = ∬ 𝒗⃗⃗ (𝑴, 𝒕). 𝒅𝑺⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝚺
 Unité : m3.s-1 

9) Equation locale de conservation de la masse : 

𝒅𝒊𝒗(𝒋𝑴⃗⃗ ⃗⃗  ) +
𝝏𝝆

𝝏𝒕
= 𝟎 (cas général) 

𝝏𝒋𝑴

𝝏𝒙
+

𝝏𝝆

𝝏𝒕
= 𝟎 (à une dimension) 

10) Ecoulement compressible / incompressible : 

𝑑𝑖𝑣(𝑣 ) ≠ 0 : Ecoulement compressible 

𝑑𝑖𝑣(𝑣 ) = 0 : Ecoulement incompressible 

11) Ecoulement rotationnel / irrotationnel : 

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑣 ) ≠ 0⃗  : Ecoulement rotationnel ou tourbillonnaire 

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑣 ) = 0⃗  : Ecoulement irrotationnel 

12) Donner une des 3 relations de Bernoulli ci-dessous, dans le cas d’un écoulement sans 

machine hydraulique et sans perte. Préciser les conditions d’application. Préciser 

l’unité des différents termes. 

Conditions : fluide en écoulement stationnaire et incompressible, sans machine 

hydraulique et sans perte, sur une ligne de courant : 

𝒑𝒔

𝝆
+

𝟏

𝟐
𝒗𝒔

𝟐 + 𝒈. 𝒛𝒔 =
𝒑𝒆

𝝆
+

𝟏

𝟐
𝒗𝒆

𝟐 + 𝒈. 𝒛𝒆   (1) Unités : J.kg-1 

𝒑𝒔 +
𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝒔

𝟐 + 𝝆𝒈𝒛𝒔 = 𝒑𝒆 +
𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝒆

𝟐 + 𝝆𝒈𝒛𝒆   (2) Unités : Pa ou J.m-3 

𝑫𝒎 (
𝒑𝒔

𝝆
+

𝟏

𝟐
𝒗𝒔

𝟐 + 𝒈. 𝒛𝒔) = 𝑫𝒎 (
𝒑𝒆

𝝆
+

𝟏

𝟐
𝒗𝒆

𝟐 + 𝒈. 𝒛𝒆)    (3) Unités : W 

𝑝𝑒  , 𝑝𝑠 : pressions du fluide en entrée , sortie (Pa) 

𝑣𝑒 , 𝑣𝑠 : vitesses du fluide en entrée , sortie du système (m.s-1) 

𝑧𝑒 , 𝑧𝑠 : altitudes du fluide en entrée , sortie du système (m.s-1) 

𝜌 : masse volumique du fluide (incompressible) (kg.m-3)  

𝑔 : accélération de la pesanteur (m.s-2) 

𝐷𝑚 : débit massique lors de l’écoulement stationnaire (kg.s-1) 



CPGE ATS  Page 4 

𝐷𝑣 : débit volumique lors de l’écoulement stationnaire incompressible (kg.m-3) 

13) Donner une des 4 relations de Bernoulli ci-dessous, dans le cas d’un écoulement avec 

machine hydraulique et avec perte de charge. Préciser les conditions d’application. 

Préciser l’unité des différents termes. 

Conditions : fluide en écoulement stationnaire et incompressible, avec machine hydraulique 

et avec perte de charge, sur une ligne de courant : 

(
𝒑𝟐

𝝆
+

𝟏

𝟐
𝒗𝟐

𝟐 + 𝒈𝒛𝟐) = (
𝒑𝟏

𝝆
+

𝟏

𝟐
𝒗𝟏

𝟐 + 𝒈𝒛𝟏) + 𝑬𝒎 𝒎𝒂𝒄𝒉 − 𝑬𝒎 𝒄𝒉     (1) 

Unités : J.kg-1 

𝑬𝒎 𝒎𝒂𝒄𝒉 : Energie massique utile de la machine hydraulique (J.kg-1), > 0 si pompe, < 

0 si turbine 

𝑬𝒎 𝒄𝒉 : Pertes de charge massique lors de l’écoulement (J.kg-1) 

(𝒑𝟐 +
𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝟐

𝟐 + 𝝆𝒈𝒛𝟐) = (𝒑𝟏 +
𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝟏

𝟐 + 𝝆𝒈𝒛𝟏) + 𝑬𝒗 𝒎𝒂𝒄𝒉 − 𝑬𝒗 𝒄𝒉 (2) 

Unités : Pa ou J.m-3 

𝑬𝒗 𝒎𝒂𝒄𝒉 : Energie volumique utile de la machine hydraulique (J.m-3) ), > 0 si pompe, < 

0 si turbine 

𝑬𝒗 𝒄𝒉 : Pertes de charge volumiques lors de l’écoulement (J.m-3) 

𝑫𝒎. (
𝒑𝟐

𝝆
+

𝟏

𝟐
𝒗𝟐

𝟐 + 𝒈𝒛𝟐) = 𝑫𝒎. (
𝒑𝟏

𝝆
+

𝟏

𝟐
𝒗𝟏

𝟐 + 𝒈𝒛𝟏) + 𝑷𝒎𝒂𝒄𝒉 − 𝑷𝒄𝒉 (3) 

Unités : W 

𝑷𝒎𝒂𝒄𝒉 : Puissance utile de la machine hydraulique (W) ), > 0 si pompe, < 0 si turbine 

𝑷𝒄𝒉 : Pertes de charge lors de l’écoulement (W) 

(
𝒑𝟐

𝝆𝒈
+

𝒗𝟐
𝟐

𝟐𝒈
+ 𝒛𝟐) = (

𝒑𝟏

𝝆𝒈
+

𝒗𝟏
𝟐

𝟐𝒈
+ 𝒛𝟏) + 𝑯 𝒎𝒂𝒄𝒉 − 𝒛𝒄𝒉  (4) 

Unités : mCF, mètre de colonne de fluide 

𝑯 𝒎𝒂𝒄𝒉 : Puissance utile de la machine hydraulique exprimée en mCF, > 0 si pompe, 

< 0 si turbine 

𝑷𝒄𝒉 : Pertes de charge lors de l’écoulement, en mCF 
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14) Statique des fluides : A partir d’un Bilan des Actions 

Mécaniques Extérieures sur un l’élément de fluide 

ci-contre, établir l’expression de la Relation 

Fondamentale de la Statique des Fluides. 

Elément de volume d’axe vertical, de section dS et de 

hauteur dz : 

Hypothèse : dz << z 

𝜌(𝑧) masse volumique à l’altitude z 

𝜌(𝑧) = 𝑐𝑡𝑒 dans le cyclindre 

𝑝(𝑧) pression à l’altitude z 

Bilan des Actions Mécaniques Extérieures (BAME) s’exerçant sur le cylindre : 

• Poids du cylindre :  

𝑑𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑑𝑚. 𝑔 = 𝜌. 𝑑𝑉. 𝑔 = −𝜌. 𝑑𝑆. 𝑑𝑧. 𝑔. 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ 

• Les forces de pression sur les surfaces latérales se compensent 

• Forces de pression sur les surfaces haute et basse : 

 

𝑑𝐹𝑆
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑧) = 𝑝(𝑧). 𝑑𝑆. 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ 

𝑑𝐹𝑆
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑧 + 𝑑𝑧) = −𝑝(𝑧 + 𝑑𝑧). 𝑑𝑆. 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ 

• Principe Fondamental de la Statique : 

𝑑𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑑𝐹𝑆
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑧) + 𝑑𝐹𝑆

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑧 + 𝑑𝑧) = 0⃗  

−𝜌. 𝑑𝑆. 𝑑𝑧. 𝑔. 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ +  𝑝(𝑧). 𝑑𝑆. 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ − 𝑝(𝑧 + 𝑑𝑧). 𝑑𝑆. 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

• Projection sur l’axe z : 

−𝜌. 𝑑𝑧. 𝑔 +  𝑝(𝑧) − 𝑝(𝑧 + 𝑑𝑧) = 0 

𝑝(𝑧 + 𝑑𝑧) −  𝑝(𝑧) = −𝜌. 𝑔. 𝑑𝑧 

𝑑𝑝 = −𝜌. 𝑔. 𝑑𝑧 

• Différenciation : 

𝑑𝑝

𝑑𝑧
. 𝑑𝑧 = −𝜌. 𝑔. 𝑑𝑧 

𝒅𝒑

𝒅𝒛
= −𝝆.𝒈   Relation Fondamentale des la statique des Fluides (pour 

axe z gradué vers le haut) 

 

15) A partir de la Relation Fondamentale de la Statique des fluides 
𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −𝜌. 𝑔, établir 

l’expression de la pression 𝑝 en fonction de l’altitude 𝑧 dans le cas d’un liquide 

incompressible. 

Fluide incompressible = Fluide dans lequel la masse volumique 𝝆 est indépendante de la 

pression p et de l’altitude z. 

Hypothèse : 𝝆 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆 =  𝝆𝟎 
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𝑑𝑝

𝑑𝑧
(𝑧) = −𝜌0. 𝑔 

On intègre : 

𝑝(𝑧) = −𝜌0. 𝑔. 𝑧 + 𝑐𝑡𝑒 

Condition aux Limites (C.L.) :  

𝑝(0) = 𝑐𝑡𝑒 = 𝑝0 

D’où :  

𝒑(𝒛) = −𝝆𝟎. 𝒈. 𝒛 + 𝒑𝟎 

Ou on intègre par variables séparées : 

 

𝑑𝑝 = −𝜌0. 𝑔. 𝑑𝑧 

∫ 𝑑𝑝
𝑝

𝑝0

= ∫ −𝜌0. 𝑔. 𝑑𝑧
𝑧

0

 

[𝑝]𝑝0

𝑝
= −𝜌0. 𝑔. [𝑧]0

𝑧 

𝒑 − 𝒑𝟎 = −𝝆𝟎. 𝒈. 𝒛 

 

Autres écritures possibles : 

𝒑𝟏 + 𝝆.𝒈. 𝒛𝟏 = 𝒑𝟐 + 𝝆. 𝒈. 𝒛𝟐 

𝒑𝒃𝒂𝒔 = 𝒑𝒉𝒂𝒖𝒕 + 𝝆.𝒈. 𝒉 

avec 𝝆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 (fluide incompressible) 

16) A partir de la Relation Fondamentale de la Statique des fluides 
𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −𝜌. 𝑔, établir 

l’expression de la pression 𝑝 en fonction de l’altitude 𝑧 dans le cas d’un gaz parfait 

isotherme. Définir la hauteur caractéristique 𝐻 et vérifier l’homogénéité du résultat. 

Hypothèse : 𝑻 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆 =  𝑻𝟎 

𝑝𝑉 = 𝑛𝑅𝑇 d’où : 𝑉 =
𝑛𝑅𝑇

𝑝
=

𝑛𝑅𝑇0

𝑝
 

Masse volumique du gaz : 𝜌 =
𝑚

𝑉
=

𝑚𝑝

𝑛𝑅𝑇0
=

𝑀𝑝

𝑅𝑇0
  avec 𝑀 =

𝑚

𝑛
 masse molaire du gaz 

𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −𝜌. 𝑔 devient : 

𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −

𝑀𝑝𝑔

𝑅𝑇0
= −

𝑀𝑔

𝑅𝑇0
𝑝  

En séparant les variables : 
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𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑀𝑔

𝑅𝑇0
𝑑𝑧  

Intégration par variables séparées : 

∫
𝑑𝑝

𝑝

𝑝

𝑝0
= ∫ −

𝑀𝑔

𝑅𝑇0
𝑑𝑧 =

𝑧

0
−

𝑀𝑔

𝑅𝑇0
∫ 𝑑𝑧

𝑧

0
  

[𝑙𝑛𝑝]𝑝0

𝑝
= −

𝑀𝑔

𝑅𝑇0
[𝑧]0

𝑧  

𝑙𝑛𝑝 − 𝑙𝑛𝑝0 = 𝑙𝑛 (
𝑝

𝑝0
) = −

𝑀𝑔

𝑅𝑇0
𝑧  

𝒑 = 𝒑𝟎. 𝐞𝐱𝐩 (−
𝑴𝒈

𝑹𝑻𝟎
𝒛) = 𝒑𝟎. 𝐞𝐱𝐩 (−

𝒛

𝑯
) 

avec 𝑯 = 
𝑹𝑻𝟎

𝑴𝒈
 Hauteur caractéristique 

Homogénéité : 

[𝐻] =  [
𝑅𝑇0

𝑀𝑔
] = [

𝑚𝑅𝑇0

𝑀𝑚𝑔
] = [

𝑛𝑅𝑇0

𝑚𝑔
] =

𝐽

𝑁
=

𝑁.𝑚

𝑁
= 𝑚  

17) Soit le champ de vitesse      𝑉⃗ =
𝑉𝑜

𝐿
. (𝑥. 𝑢⃗ 𝑥 + 𝑦. 𝑢⃗ 𝑦) 

Où 𝑉𝑜 et 𝐿 sont des constantes. Représenter quelques lignes de courant. 

Calculer sa divergence 𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ ) et son rotationnel 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ). Conclure. 

 

18) Soit le champ de vitesse      𝑉⃗ =
𝑉𝑜

𝐿
. (−𝑦. 𝑢⃗ 𝑥 + 𝑥. 𝑢⃗ 𝑦 ) 

Où 𝑉𝑜 et 𝐿 sont des constantes. Représenter quelques lignes de courant. 
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Calculer sa divergence 𝑑𝑖𝑣(𝑉⃗ ) et son rotationnel 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑉⃗ ). Conclure. 

 

 

 

Puis : de 1 à 2 exercices proposés par le colleur. 

Programme ATS  
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