CPGE ATS

Programme de colles — Semaine 23 (21 au 26 avril 2025)

Chapitres étudiés et questions de cours :
M6 : Ondes mécaniques transversales
EM3: Ondes électromagnétiques
Réponses attendues en bleu ou manuscrit.
1°® question de cours : questions 1a 11
2°M® question de cours : questions 12 & 18

1) Donner le modéle mathématique d’'une onde plane progressive se propageant a la
célérité ¢ dans le sens des x croissants.

y(x,t) = F(x —ct) avec F fonction quelconque
Pourt =0, y(x,0) = F(x)
La fonction F correspond a la représentation spatiale a t = 0.
Autre expression :
y(x, t) = f(t— f) avec f fonction quelconque
Pour x =0, y(0,t) = f(t)
La fonction f correspond a la représentation temporelle en x = 0.

2) Donner le modéle mathématique d’une onde plane progressive se propageant a la
célérité ¢ dans le sens des x décroissants.

y(x,t) = G(x+ct) avec G fonction quelconque
Pourt =0, y(x,0) = G(x)
La fonction G correspond a la représentation spatiale a t = 0.
Autre expression :
y(x, t) =g(t+ f) avec g fonction quelconque
Pour x =0, y(0,t) = g(t)
La fonction g correspond a la représentation temporelle en x = 0.

3) Donner le modéle mathématique d’'une Onde Progressive Harmonique OPH y de
pulsation w se propageant a la célérité ¢ dans la direction x. Définir les différents
termes.
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y(x,t) =Y, cos(wt + kx + @)
Y > 0 est 'amplitude de 'onde
w > 0 est la pulsation de I'onde (rad.s™)
k > 0 est la norme du vecteur d’onde (rad.m™)
@ est la phase a l'origine (rad)

4) Donner les caractéristigues de la «double périodicité » de I'OPH y(x,t) =
Y,,cos [wt T kx + ¢] .

L’OPH Yy, cos [wt * kx + ¢] est une fonction « doublement sinusoidale » :

e A x fixé, elle une fonction sinusoidale de t (représentation temporelle =
chronogramme), de pulsation temporelle w.

o At fixé, elle est une fonction sinusoidale de x (représentation spatiale = photo), de
pulsation spatiale k.

L’OPH possede donc une double périodicité, spatiale et temporelle.

Pulsation Fréquence Période
Temporel W f T
Spatial k=2 _f A=S=cT
c =7 e

5) Donner le modéle mathématique d’'une Onde Stationnaire Harmonique (OSH).
Forme mathématique générale d’'une Onde Stationnaire Harmonique (OSH) :
y(x,t) = Y,cos(wt + ¢@)cos(kx + )

Pour une Onde Stationnaire Harmonique (OSH), les termes dépendant du temps cos(wt +
@) et de I'espace cos(kx + ) sont découplés, contrairement a 'OPH.

Le terme Y,,|cos(kx + )| représente 'amplitude de vibration locale en x.

6) Donner les 4 équations de Maxwell dans le vide en I'absence de charges (p = 0) et
de courants (f = 0) :

Maxwell Gauss : divE = eﬁo =0 (1)

Maxwell Faraday : rotE = —';—l: (2)

Maxwell Thomson : divB = 0 (3)

Maxwell Ampere : rotB = pu j + uoeo‘;—f = uoeo‘;—f (4)
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7) Cas d'une Onde Plane Progressive Harmonique OPPH (= une seule fréquence) ou

Monochromatique OPPM (= une seule couleur), avec propagation selon I'axe x, dans
le sens des x croissants :

Ecrire mathématiquement E(M, t) et B(M, t).
Définir les différents termes introduits.

Onde Plane Progressive Harmonique (OPPH) :
EM, t) = E(x,t) = fo cos(wt — kx + @) avec E, = cte
B(M,t) = B(x,t) = By cos(wt — kx + ¢,') avec B, = cte’
w : pulsation temporelle (rad.s™)
2 ;.
T = — période temporelle (s)
®o, Yo' : phases a l'origine des temps et des espaces (rad)

k = ||k| avec k= ||k|.7i = ||k|; vecteur donde (m?) dans le sens de la
propagation

A= 27" . période spatiale ou longueur d’onde (m)

8) Pour une Onde Plane Progressive Harmonique (OPPH) :
E(M, t) = E(x, t) = EO cos(wt — kx) avec E, = cte
B(M,t) = B(x,t) = B, cos(wt — kx) avec B, = cte'

. - - a_) a_) 1 — -/ 3 - .
Ecrire E(M,t),B(M, t),a—f,a—f,dwE, divB,rotE, et rotB en notations complexes.

E(M. t) = E(x, t) = EO expj(wt — kx)
E(M. t) = E(x, t) = §0 expj(wt — kx)

Dérivées temporelles :

||§'1Jl
[
|

= jwE = joB

D

~
=)
~

Dérivées spatiales :

—

divE = —jk.

—

rotE = —jk A

151
[tm)

—

divB = —jk.

—

rotB = —jk A

I
I%9]

9) Onde électromagnétique : Quels sont les relations reliant B a E ?

rorE OB

rotk = ——
ot

B oF

TOtE = Up&p E
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—  KkAE
Ou: B = — dans le cas d’'une OPPM

10) Définir le vecteur de Poynting et la puissance rayonnée par une onde
électromagnétique.

Le vecteur de Poynting R représente la densité surfacique de puissance rayonnée :

EN . ,
—_— Unité : W.m
Ho

|

R

La puissance rayonnée par le champ électromagnétique a travers une surface correspond
au flux du vecteur de Poynting a travers cette surface :

Pray = [f; R.dS =[], EM—BE Unité : W

11) Donner le modéle mathématique d'une Onde Stationnaire Harmonique (OSH)
électromagnétique.

Er(x,t) = 2Ey; sin(wt) sin(kx) uy,
— _ EOL —
Br(x,t) =2 Tcos(wt) cos(kx) u,
12) Une Onde Progressive Harmonigue mécanique se propage suivant les x croissants.
Elle est définie par la fonction :
y(x,t) = Ypcos [wt — kx + ¢]
Deux capteurs placés a 2 positions X; et x, > x; enregistrent 2 signaux s;(t) et s,(t).

» Exprimer les signaux s;(t) et s,(t).

» ldentifier leur phase a lorigine, en déduire le déphasage Ag,; et I'exprimer en
fonction de A.

» Etablir une condition sur x;, X, et A pour que les signaux soient en phase. Méme
question pour l'opposition de phase.

51(t) = Ypcos [wt — kx, + @] Phase a l'origine : ¢ = —kx; + ¢

Sy(t) = Y, cos [wt — kx, + @] Phase a l'origine : ¢, = —kx, + ¢

W 21
Ay = 02— 01 = —kxy+ @ +kxy — @ = —k(x; —x1) = —?(xz —x1) = —C—T(xz —x1)

21
== —x)

Signaux en phase : A,/ =2nmt  ou —%"(x2 — x;) = 2nm , on obtient : x; — x, = ni

2n+1

> A

Signaux en opposition de phase : Ap,/; = 2(n+ D , On obtient : x; —x, =
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13) Etablir I'équation de
propagation d'une onde

transversale sur une corde y+dy
inextensible, sans raideur,
homogeéne et tendue
horizontalement. y

X x+dx

Systeme étudié : Brin de corde compris entre les points P et P’, soit entre les abscisses x et

x + dx, de longueur élémentaire df et de masse dm.
—_—

ds

Ona:dx =dfcosa = df (aveca « 1), et dm = ud? soit dm = pu dx

Bilan des forces exercées sur le systéeme :

. Tension du reste de la corde coté gauche : F(x,t) = —F(x,t) , en x
. Tension du reste de la corde coté droit,  Fy (x + dx, t) = +F(x + dx, t) en
x + dx

. Le poids de la corde est négligé.

Relation fondamentale de la dynamique (seconde loi de Newton) dans le référentiel du

laboratoire supposé galiléen :

_— —

dma= Fg + Fd
soit, avec dm = u dx avec u masse linéique de la corde (kg.m™)
pdxd=—F(xt)+ F(x + dx, t)

En coordonnées cartésiennes, I'accélération a s’écrit dans le cas général :

0%x__, 0%y_, 0%z_,

a= _atz U, + _6t2 Uy + Fuz

Projection sur Ox de vecteur unitaire u,,
Le mouvement étant par hypothése considéré transversal (mouvement vertical seulement,
pas de mouvement selon uy) :

%x

2z =0

Projection de la relation issue du principe fondamental de la dynamique :
0=—-F(x,t) cos(a(x, t)) + F(x +dx,t) cos(a(x + dx, t))
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soit dans I'approximation des petits angles, en limitant les calculs a I'ordre 1 (soit cos(a) =
1) :
0=—-F(x,t)+ F(x+dx,t)

F(x,t) = F(x + dx,t)
La tension du fil est uniforme (indépendante de la position x le long de la corde).
F(x,t) = F,, indépendante de x et t

Projection sur Oy de vecteur unitaire u,

2%y(x,t
pdx % = —F(x,t) sin(a(x, t)) + F(x + dx,t) sin(a(x + dx, t))
Soit avec F(x,t) = F(x + dx,t) = F,
’y
udx F o —Fy sin(a(x,t)) + Fy sin(a(x + dx, t))

Dans I'approximation des petits angles, en limitant les calculs a I'ordre 1 (soit sin(a) = «) :

9%y

pdx == = —Fya(x,t) + Fyalx +dx,t) = Fo [a(x +dx, t) — a(x, t)]

Or alx+dx,t) —alx,t) = g—zdx

y s %y da . %y da
D’ou [ldXﬁ—Foadx, Solt Mﬁ—Fga

]

En remarquant que a = tana = % est la pente de la corde, on a
da _ %
dx  9x?

Et on obtient une équation qui régit I'évolution de la déformation de la corde y(x, t) :
0%y 2%y
Hoe = fog

Equation d’onde de d’Alembert :

a? a2
9Y_EIY _ o

P F,
Célérité de 'onde : ¢ = /—" .enm.s 1.
dx2 Fo at? n

14) Soit une onde stationnaire modélisée par la fonction suivante :
y(x,t) = Acos(wt)cos (kx)

a) Définir lamplitude locale de vibration A(x).

b) En déduire la position des ventres de vibration en fonction de la longueur d’'onde A et
d’'un nombre entier n. Quelle distance sépare 2 ventres ?

c) Méme question pour les nceuds de vibration. Quelle distance sépare 2 nceuds ?
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d) Quelle distance sépare un ventre et un nceud ?

a) A(x) = Alcos(kx)]|
b) Ventre: |cos(kx)| =1 oucos(kx) = +1ou kx = nm, on obtient x = % =—= =

w 21
na P . A
5 deux ventres séparés par >
c) Noeud :|cos(kx)| = 0 ou cos(kx) = 0 ou kx = g + nm, on obtient x = % + %ﬂ =
(2n+1)4 | , , y
; deux noeuds séparés par >
L 2
d) Un ventre et une noeud séparés par "
15) Modes propres retrouver les modes propres de la corde de Melde.
el L .
o B
Vers G.B.F

Hypothese : la corde est soumise a une onde stationnaire d’écriture mathématique :
y(x,t) = Acos(wt + @)cos (kx + )
On utilise les conditions aux limites (CL) :

e CL 1: L’amplitude de vibration est nulle au niveau de la poulie en O : le point
d’abscisse x = 0 est un nceud :

v(0,t) = Acos(wt + @)cos(P) =0 V¢t

cos(P) =0
4
¢:E+n1r

e CL 2: L'amplitude de vibration est négligeable au niveau du vibreur en B : le point
d’abscisse x = L estun nceud :

y(L,t) = Acos(wt + p)cos(kL+ ) =0Vt

cos(kL+y) =0

Cos(Lx+g+nn)=O
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KL+ + Ziw
TN =—-TNT
2 2

kL =(n'"—n)m =Nn

K= ke = Nm
= ky =
En utilisant k = % Ou w = k.c, on obtient :
_ N.m.c
wN = L

Pour la corde le Melde, les modes propres N sont quantifiés par un entier N positif :
lls s’écrivent mathématiquement :

yy(x,t) = Acos(wyt + @y)cos (kyx + Uy) ou:

yy(x,t) = Acos (?t + (pN) cos (#x + g)

16) Etablir 'équation de d’Alembert ou de propagation de E dans le vide.
rot (rotE) = grad(divE) - &(E) (5)  (fourni)

A(E) = V2(E) Laplacien vectoriel de E (voir Analyse Vectorielle) :

‘appli . %A, + 924, + d2A,

Laplacien S appaque a dx? dy? 02 . R

vectoriel un vecteur AA; 2 2 o Rq : on trouve parfois la notation A4, qui insiste
AAy = Ay A, 074 sur le fait que le laplacien vectoriel retourne un

- retourne un dx? oy? 922 vecteur.
AA vecteur A4, 9%A, " 9%A, + 9%A,
oz* Iy? 922

Maxwell Faraday : rotE = —‘;—f (2)

Maxwell Ampére : rotB = MOSOZ—f (4)

=75t (rotE) = 7ot(—2B) = — 2 (701B) = —y & LE
(2) =>rot (rotE) = rot( 0t) = (rotB) = —Ho€0 57
On a aussi :

En 'absence de charges :

(5) => 70t (rotE) = grad(divE) — A(E) = grad(0) — A(E) = ~4(E)
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D’ou :

=

—#OSOW: —A(E)
— —> azf — — —> 1 aZE —
A(E)—MOE()E:O ou A(E)—Cjﬁ:()

avec poeqc? = 1 avec c célérité (vitesse) de la lumiére dans le vide (c = 3,0.10%8 m.s™1)
17) Etablir 'équation de d’Alembert ou de propagation de B dans le vide.
r_ot’(rotl_?)) = grad(divB) — A(B) = —A(B) (fourni)

A(B) = V2(B) Laplacien vectoriel de B (voir Analyse Vectorielle) :

sanoli . %A, %A, %A,
. s’applique a 5 P %

Lap]af:len un vecteur AA; Oz By 0z

vectoriel %4, 94, 824,

Rq : on trouve parfois la notation 5‘4‘, qui insiste

A4, = sur le fait que le laplacien vectoriel retourne un
AA retourne un AA dx? doy? 022 vecteur.
vecteur = %A, " 924, + %A,
Ox? ay? 922
T3 9B
Maxwell Faraday : rotE = —— (2)

N oF

Maxwell Ampére : rotB = uoeoa—f (4)

el — (B — OE\ _ o (T .3\ _ d (0B _ o’F
(4) =>rot (TOtB) =rot (HOSO E) = ‘UOSOE(TOTIE) = _‘MOEOE(E) = —HOEOW

On a aussi :
D’ou :

?B .,
—Mogow = —A(B)

A(B) ~mogo ot =0 ou A(B)-22=3

avec pyegoc? = 1 avec c célérité (vitesse) de la lumiére dans le vide (c = 3,0.108 m.s™?1)

18)Montrer que le champ B(M,t) = B(x,t) = B, cos(wt — kx) = B, cos(wt — kx),
associé a une OPPM vérifie I'équation de d’Alembert

¥B_10°B_ 0 et suppose une relation entre k, w et ¢
9x2  c2 9tz Pp ! ’

B(M,t) = B(x,t) = B, cos(wt — kx) = B, cos(wt — kx)i,
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B(x,t) = By cos(wt — kx)

Grandeur complexe temporelle associée : B(x,t) = B, expj(wt — kx)

8 _ g et 2
> == ]ertax2
2

dx
dB 2’B

D == = = 2
o —JwBet—3 w*B

= —k?B

B vérifie 'équation de d’Alembert :

0°B 10°B 0

0x2  c?2 otz
wz

~k*B+—B =0
Cc

(1)2
o4+ ) o
- Cc

2
= B(xt)=00u—k*+%5=0

k2 =%

c2

k = i% Relation de structure

Puis : de 1 & 2 exercices proposés par le colleur.
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Programme ATS

'14. On&es

Onde mécanique transversale

Etablir 'équation de propagation dans le cas des ondes transversales d’une
corde.

Reconnaitre le caractére progressif ou stationnaire d’'une onde.

Utiliser les conditions aux limites et identifier les modes propres d’'une onde
stationnaire.

|
10. Propagation des ondes électromagnétiques

Propagation des ondes
electromagnétiques dans le vide

Enoncer les équations de Maxwell dans le vide.

Interpréter qualitativement le lien entre I'équation de Maxwell-Faraday et la loi
de Faraday.

Etablir 'équation de propagation des champs dans le vide.

Equation locale de Poynting

Décrire un bilan d’énergie électromagnétique dans le cas du vide et définir le
vecteur de Poynting.

Citer des ordres de grandeur de flux énergetiques moyens (Laser, flux solaire,
etc.)

Utiliser le flux du vecteur de Poynting 4 travers une surface orientée pour
évaluer la puissance rayonnée.

Onde plane, onde plane
progressive, onde plane
progressive harmonique

Définir une onde plane, une onde plane progressive et une onde plane
progressive harmonique. Expliquer la pertinence et les limites de ces modéles.

Onde plane progressive
monochromatique polarisée
rectilignement

Decrire la structure d'une onde plane progressive harmonique polarisée
rectilignement. Expliquer la pertinence de ce modéle.

Décrire la propagation de I'énergie des ondes planes progressives
harmoniques polarisées rectilignement.

Mettre en ceuvre un protocole expérimental illustrant la polarisation
rectiligne d’une onde électromagnétique.

Spectre des ondes
électromagnétiques

Citer les domaines du spectre des ondes électromagnétiques et leur associer
des applications.

Réflexion sous incidence normale
d’'une onde plane, progressive et
monochromatique polarisée
rectilignement sur un plan
conducteur parfait. Onde
stationnaire

Exploiter la nullité des champs dans un métal parfait.

Etablir I'expression de I'onde réfléchie en exploitant les relations de passage
fournies.

Interpréter qualitativement la présence de courants localisés en surface.
Reconnaltre et caractériser une onde stationnaire.

Applications aux cavités a une
dimension. Mode d'onde
stationnaire

Mettre en ceuvre un dispositif permettant d’étudier une onde
électromagnétique, dans le domaine des ondes centimétriques.
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