MF2 MECANIQUE DES FLUIDES

Programme ATS

2. Description d’un fluide en écoulement

Champ des vitesses.
Ecoulement stationnaire.

Ligne de courant, tube de
courant.

Décrire les propriétés thermodynamiques et mécaniques d'un fluide a
I'aide des grandeurs locales pertinentes.

Représenter les lignes de courant d'un champ de vitesses uniforme et
stationnaire.

Analyser des vidéos, des simulations ou des cartographies
d'écoulement.

Bilans de masse et de volume.

Réaliser un bilan de masse ou de volume sur une portion de fluide, les
débits étant connus.

Débit volumique et débit
massique.

Montrer que dans un écoulement stationnaire, le débit massique se
conserve le long d'un tube de courant ; exploiter cette propriété.

Montrer que dans un écoulement de fluide incompressible, le débit
volumique se conserve le long d'un tube de courant ; exploiter cette
propriéte.

Flux d’un champ de vecteurs.

Vecteur densité de courant de
masse.

Exprimer les débits volumique et massique pour un écoulement
unidirectionnel uniforme.

Calculer le débit volumique du fluide a travers une surface quelconque a
l'aide du flux du vecteur vitesse, considéré comme uniforme.

Calculer le débit massique du fluide a travers une surface quelconque a
I'aide du flux du vecteur densité courant de masse, considéré comme
uniforme.

Conservation du débit volumique
dans un écoulement de fluide
incompressible.

Exploiter qualitativement la topographie des lignes de courant pour
prévoir les variations de la norme du vecteur vitesse le long des tubes de
courant.

Equation locale de conservation
de la masse dans un fluide en
écoulement unidirectionnel.

Opérateur divergence.

Démontrer I'équation locale de conservation de la masse dans un
écoulement de fluide unidirectionnel. Généraliser au cas tridimensionnel.

Exploiter I'expression fournie de I'opérateur divergence.

Montrer que la divergence du champ des vitesses d'un fluide
incompressible est nulle en tout point.

|
3. Aspect énergétique de I'écoulement d’un fluide en régime stationnaire

Relation de Bernoulli.

Définir un écoulement parfait.

Etablir et exploiter la relation de Bernoulli & partir du premier principe de
la thermodynamique appliqué & un systéme ouvert pour un écoulement
parfait, incompressible et stationnaire entre deux points situés sur une
méme ligne de courant.

Perte de charge singuliere et
réguliere.

Madifier la relation de Bernoulli afin de tenir compte de la dissipation
d’énergie mecanigue lors de I'écoulement.

Transport de fluide dans une
conduite.

Exploiter le premier principe de la thermodynamique appliqué a un
systéme ouvert pour effectuer un bilan de puissance dans une conduite
pouvant contenir une pompe ou une turbine.
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1) DESCRIPTION D’UN FLUIDE EN ECOULEMENT

1)1) Description lagrangienne et trajectoire

Définition : 'approche lagrangienne consiste a suivre une particule de fluide au cours son
mouvement.

b e

H1 (x*l rtﬁ“(h )

On suit une particule de fluide (systéme fermé) lors de son déplacement. On obtient la
trajectoire de la particule de fluide.

Il s’agit d’'une photographie avec un long temps de pose. L’approche lagrangienne permet

d’appliquer les théorémes de la mécanique mais ne permet pas d’avoir une vue d’ensemble
de I'écoulement.

Trajectoire des étoiles dans le ciel (pose longue)

Trajectoire des phares d’une voiture dans la nuit

1)2) Description eulérienne et ligne de courant

Définition : 'approche eulérienne consiste a étudier les propriétés les propriétés du fluide en
un point M de I'espace. On définit alors :

e Un champ des vitesses v(M, t)
¢ Un champ des masses volumiques p(M, t)
o Un champ des pressions p(M, t)

qui dépendent du temps t et du point M (fixe) ou ils sont étudiés.

Radar automobile = approche eulérienne de la circulation
automobile = mesure de la vitesse des véhicules, en un
point donnée, a un instant donné.
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On associe les grandeurs eulériennes (v, p,p, ...) en un point M a la date t aux grandeurs
associées a la particule de fluide qui passe en un point M a la date t.

L’approche eulérienne permet d’avoir une vue d’ensemble de I'écoulement.

Approche eulérienne — Etude d’'un systéme ouvert.

Il s’agit d’'une photographie avec un temps de pose trés court.

A partir du champ des vitesses, on peut construire les lignes de courant.

Ligne de courant : Ligne orientée tangente (en chacun de ses points) a la vitesse
eulérienne a la date t.
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Carte de champ des vitesses d’un fluide
s’écoulant autour d’un cylindre

Lignes de courant correspondantes

Remarque : les lignes de courant sont déterminées a une date t donnée. Il s’agit d’'une image
instantanée de I'écoulement.

Tube de courant : Ensemble des lignes de courant s’appuyant sur un contour fermé.

v2 0
/ ,
2, Wi
A 'ﬁ////
/m———

Lignes de courant

Remarque : Lignes de courant (approche eulérienne) et trajectoire (approche lagrangienne)
sont confondues si I'écoulement est stationnaire, c’est-a-dire indépendant du temps.

1)3) Débits massique et volumique

Débit massique

Pour les fluides compressibles (masse volumique p non uniforme, c’est-a-dire qui varie au
cours du mouvement du fluide), on caractérise généralement I'écoulement par son débit de
masse appelé débit massique.
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Débit massique Dy, a travers une surface (2) = Masse qui traverse la surface (2) par unité
de temps :

dm I
Dy —E——[L pvdS

Unité : kg.s™

Ou plus précisément, dans ma mesure ou D,; dépend a priori du lieu M et du temps t:

dm . —_—
Dy(M,t) = W(M' t) = ffz p(M,t).v(M,t).dS

On définit le vecteur densité de courant de masse j, (M, t) :

JuM,t) = p(M,t).¥(M,t) ou Ju=p.v

On peut définir le débit massique de la maniére suivante :

X

Unités : p en kg.m™
v = ||| en m.s’
jm = l7mll en kg.m3. m.s™ = kg.s*'.m2
Exemple : Ecoulement unidimensionnel selon 'axe x :
¢
- yl s
tT:‘ )

®n = f(x)“r(’c)* g(’C)

En régime stationnaire, le débit massique se

—S conserve, cest-a-dire qu’il est identique a travers

; toute section d’'un tube de courant. En revanche, la
> densité de courant de masse n’est pas constante : elle
Js est d’autant plus intense que les lignes de courant se

resserrent.
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Régime stationnaire : Dy, = constante

Débit volumique

Pour les fluides incompressibles (masse volumigue p uniforme, c’est-a-dire qui ne varie pas
au cours du mouvement du fluide), on caractérise généralement I'écoulement par son débit de
volume appelé débit volumique.

Débit volumique Dy a travers une surface (2) = Volume qui traverse la surface (2) par

unité de temps :
4| v
V= dt = i D.

Unité : mé.s™

Ou plus précisément, dans ma mesure ou Dy dépend a priori du lieu M et du temps t:

dv . .
Dy(M,t) = - (M, 1) =ﬂ2 B(M, t).dS

Exemple : Ecoulement unidimensionnel selon 'axe x :

S
=
( @u: u’(?c). f 7C) k
) CARACTERISTIQUES D’UN ECOULEMENT
1) Equation de continuité

X x+dx

S’ },,,u ‘) Julx+dx)
D
Z/ar

Surface (X) = Z;4t06rae Y D1 U D, surface de contréle (fermée) contenant un volume V et
une masse m de fluide.

On évalue les quantités de matiére entrante et sortante de (¥) a I'aide du vecteur densité de
courant de masse J,, a travers la surface ().
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Hypothéses :

e Ecoulement unidimensionnel : j,; = Jy(x, t). €5
e Le fluide ne comporte ni puits ni source
e Masse sortante > masse entrante

Demo qui sera reprise en cours :

Masse de fluide dmg traversant (X) pendant la durée dt (comptée positivement comme une
masse globalement sortante car masse sortante > masse entrante) :

Sms = # Im.dS.dt >0
z

ol

fle créral E’.Z?) = 0 car perpendicularité

]‘,g’.d_s"+ﬂ ]TW*.E§+H 7,;,’.E§].dt>o
Dy D,

lattérale

D'ou:
omg = [ju(x+dx,t).S — ju(x,t).S).dt = [jy(x +dx,t) — julx,t)].S.dt = S.%.dx. dt >0

Masse de fluide §m;,; a I'intérieur du volume V' :

= [[]

Variation 6m;,; de cette masse :

s =[] ) <o

odmin: < 0 car masse sortante > masse entrante

dp dp
OMip = EdtV = ES dx.dt
Le fluide ne comporte ni puits ni source — Conservation de la masse :
dmg + My =0
aj d
SIM gxdt +22 .S dx.dt = 0
dx at

On obtient :

Equation locale de conservation de la masse (ici, a une dimension) :

Oin , 0 _

ax at_o

Ici, masse sortante > masse entrante
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aj a

> M50 5 2<
ox at

= La masse volumique du fluide baisse

= Le fluide se dilate

Généralisation a 3 dimensions :

dj dj dj 0
]Mx_l_ My+ ]MZ_I__p

ox "oy "oz Tar

0
0x ;
M . . ,
di = V. = — 1. = X z
wOom) =Vu =\ 55 [\ | =5 T T
a ]MZ
az

Equation locale de conservation de la masse :

3
P_o

div(jy) + i
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1)2) Ecoulement a caractére divergent

Exemple : Divergence du vecteur vitesse / divergence du vecteur densité de courant
de masse : Départ de marathon

Marathon de Paris 2018 : Le départ de la 42e édition du Marathon de Paris est donné - video
Dailymotion

Schneider

L e )

- 0 o a

Ca'ruu—ﬂr}'&;-- ‘i—l “bw— = U
Nom &hwvﬁh-- 019 Jo
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Figure 1 : divv >0,
écoulement compressible

C /AB
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»
>

x
Figure 2 : divv =0,
¢coulement incompressible

vy
x

ve(B) > v,(A) ou >0

a
v, (€) > v, (A) ou 52 >0
ov, 0Jv),
—~+—-2>0
dx + dy

div(v) >0

Les points A, B et C s’éloignent les uns des
autres, le volume V de la particule de fluide
augmente au cours du temps => la masse
volumique p du fluide diminue au cours du
temps.
(Particule de Fluide = Systéeme fermé
Si V augmente, pour m = constante, p
diminue)

ap
E<0

Ecoulement compressible

v.(B) < ve(4) ouZ=< 0

d
2, (€) > v, (4) ou 52 >0
ov, O0v
dx  dy

divw) =0

Les points A et C s’éloignent mais les points
A et B se rapprochent, la Particule de Fluide
se déforme mais son volume V reste
constant => la masse volumique p du fluide
reste constante au cours du temps.

dp
Fri 0
Ecoulement incompressible

On parle de « champ des vitesses a flux
conservatif »

div(v) # 0 : Ecoulement compressible

div(¥) = 0 : Ecoulement incompressible
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1N3) Ecoulement a caractére rotationnel

Exemple :

Champ de vitesses d’un fluide visqueux au voisinage d’un obstacle,

Champ de vitesses sous la forme : ¥(M,t) = v,.e, = a.y.e, avec a > 0

PN WM, =aye  Ue=ay
ﬂ/ X
“/)" v, =0
—,7
9«’/ v, =0
e e
(02) x
/6 av, avy
&\ /631 0z
v
. R a AN | 0
rot(@ =VAds=| — AV | = aﬁ—avz =10 |=-ae,
| 9y | v, 0z  Ox —a
\6 vy, dvy
9z dx 0y

En plagant un morceau de bois AB dans I'écoulement,

Etant donné que vz > v,, le morceau de bois est animé d’'un « mouvement de
rotation » autour de I'axe Oz.

ylﬁ yA

ST > S >

X
(0z) oy ©O2)  sivde

rot(¥) # 0 : Ecoulement rotationnel ou tourbillonnaire

rot(¥) = 0 : Ecoulement irrotationnel

CPGE ATS MF2 Mécanique des fluides cours complet 25 26 Page 10



1N4) Ecoulements laminaire et turbulent

Ecoulement laminaire Ecoulement turbulent

Photos issues du site de 'ONERA

Ecoulement laminaire : Le champ des vitesses est régulier dans I'espace et au cours du
temps, ce qui permet de définir des lignes de courant. Le fluide est décomposable en couches
qui s’écoulent les unes sur les autres.

Ecoulement turbulent : Le champ des vitesses subit de fortes fluctuations and I'espace et au
cours du temps. Comportement « chaotique » du fluide. On ne peut plus définir les lignes de
courant. Brassage / homogénéisation du fluide.

Vidéo : how wings work? Smoke streamlines around an airfoil

Ecoulement laminaire Ecoulement turbulent

Principe de la portance :
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1)} ENERGETIQUE DES ECOULEMENTS

1I)1) Fluide parfait, fluide newtonien

Fluide parfait : fluide dont I'écoulement se fait sans perte (sans frottement). Seules les
forces de pression interviennent au sein du fluide.

Profil de vitesses uniforme :

Iy =7
(Vi
>

B

fa)
J
—

|

|
|

Le fluide « glisse » sur les parois, sans adhérence.

i

Il s’agit d’'un cas idéal !
Condition aux limites : v.n=0

Fluide newtonien ou fluide visqueux : il y des pertes (frottements) lors de I'écoulement.

Profil de vitesses non uniforme :

—
-

\
L

Les particules (ou couches) de fluide les plus lentes freinent les particules (ou couches) de
fluide les plus rapides, par des forces de cisaillement.

Exemple

Champ de vitesses du type : v(x,y) = a.y.e;

g = Vy = .y
Y V(Mat):aye
__ﬁ/ x v_’y _ O
,EI
__>,’ v, = 0
%’,/
nt

d’

(Oz)
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aax jvx s 5i
. e - - _ 9 : _ jvx ]Vy ajuz _ . .
div(v) =V.v = 3y J.vy =_Ft_st—E= 0 Ecoulement incompressible
9 Jv,
0z
9 vz _ Ovy
ox Ux ay 0z O
—_— = - 0 v av — .
rot(v) =VAv = e A (Uy> = a—z" - a_xz = ( 0 > = —a. e, Ecoulement rotationnel
9 Vz vy vy —a
0z dx ay

Force élémentaire de cisaillement :

_— dv .
dF(y) =n. dS-a—y(y)-ex

n = viscosité dynamique (Pa.s ou PI, poiseuille)

Homogeénéite :

Quelques ordres de grandeur :

n (eau,20°C) = 1.0.1073 Pa.s
n (huile) = 0.1 Pa.s

n (air,15°C) = 1.8.107° Pa.s

CPGE ATS

MF2 Mécanique des fluides cours complet 25 26

Page 13




1l)2) Relation de Bernoulli

Bilan énergétique pour un systéme ouvert en régime stationnaire :
Demo qui sera reprise en cours :

Vision a 'instant ¢ Vision a l'instant ¢ 4+ dt

]

Pe 20 Es Ps Pe Ea E0 ! Es Ps

B

|

Le systéme considéré est défini par la surface de contrdle () ou (Z,) et constitue un systéme
ouvert, avec une masse dm, de fluide entrant dans (X) entre les instants t et t + dt et une
masse dmg de fluide qui en sort entre les instants t et t + dt.

La masse dm, entrant pendant dt constitue le systéme (Z.), tandis que la masse dmg sortant
pendant dt constitue le systéeme (Z).

On définit alors le systéme (X*) associé a (X) de la maniére suivante :

A linstant t, (Z*)(t) = Z)(t) + (Z.) (volume de contréle plus matiére qui va entrer dans ce
volume pendant la durée dt)

Alinstantt + dt, (Z*)(t + dt) = (Z)(t + dt) + (Z5) (volume de contrble plus matiére qui va sortir
de ce volume pendant la durée dt).

Ainsi défini, ce systéme (Z*) constitue un systéme fermé (ses frontiéres se déplacent avec le
fluide en écoulement).

Hypothése : régime stationnaire
= dm, = dmg = dm = constante = D,,.dt avec D,,, débit massique.

Travail élémentaire des forces pressantes sur le systéeme (Z*):

dm dm Pe DPs De Ps
Wy = e~y = po S ST (P2 P) e (P %)
p = Per@le =P & = Pe”p == Ps7) Pe  Ps ™ \pe  ps
Pe DPs
o (PP
" \pe  Ps

Variation élémentaire d’énergie mécanique du systéeme (Z*):
1 1
dE,, = dE. + dEp = <E dm.vs? — E.dm. vez) +(dm.g.z; —dm.g.z,)
1 2 1 2
=dm. [(Evs S ve ) +(g.z5 — g.ze)]
1 2 1 2
= D,,.dt. [(Evs + g.zs) — (Eve + g.ze)]

Hypothéses :

e Régime stationnaire (rappel)
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e Ecoulement parfait (sans pertes) et adiabatique
e Pas de piéce mobile = pas de machine hydraulique
e Ecoulement incompressible (p uniforme d’ou p, = pg)

1¢" principe appliqué au systéme (2*):
dE,, +dU = 6W + 6Q
dE,, +dU = §W; + W, + 6Q
dU = 0 ou U = cte pour un écoulement incompressible et isentropique (admis)
6Q = 0 car écoulement adiabatique

6W; = 0 car pas de piece mobile

dEp, = 6W,
1 1 Pe P
D,y,.dt. [(EUSZ + g.zs> — (EUEZ + g.ze>] = D (i— p—Z).dt

On obtient :

Relation de Bernoulli pour un fluide en écoulement stationnaire etincompressible, sans
machine hydraulique et sans perte :

%J, %vsz +g.z,= %+§vez +g.2, (1) Unités : J.kg™"

En multipliant (1) par p :

ps +5P,% + pgzs = p. +53pv.% + pgz. (2)  Unités : Paou Jm?

En multipliant (1) par D,,, ou (2) par D,, :

D, (p; +5v2+g.2;) = Dy (”; +3ve+g.2.) (3)  Unités: W

111)3) Effet Venturi et applications

Dans la suite, on se place dans les conditions de validité de la relation de Bernoulli.

On considére un écoulement parfait, incompressible et stationnaire dans une conduite dont la
section varie.

Les variations d’énergie potentielle restent négligeables tant que la variation d’altitude fait peu
varier la pression par rapport a la pression atmosphérique. Le modéle de I'atmosphére
isotherme nous donne une altitude caractéristique de variation de 8 km, trés grande devant
les dimensions des systémes étudiés.

Application : Effet Venturi

On considére un écoulement parfait, incompressible et stationnaire dans une conduite dont la section
varie, telle que S; > S, (cf. figure 1).
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Figure 1 Figure 2
Indiquer la relation entre les vitesses v, et v, et conclure sur I'évolution de la vitesse dans le rétrécissement.

En considérant une ligne de courant (par exemple la ligne horizontale a la hauteur h), indiquer la relation entre
les pressions p; et p,, et conclure sur I'effet Venturi.

Représenter le niveau de liquide dans le manometre de la figure 2.

Conservation du débit massique pour un écoulement stationnaire : Dm1 = Dma,
incompressible : Dy1 = Dy2 soit en supposant la vitesse uniforme sur une section droite :
V151 = 1,85,. conclusion : §; > S, donne v; <V, :

Ecoulement parfait, stationnaire, incompressible, horizontal dans une conduite dont la
section varie. S; > S,, ici, sur la figure 1.

Relation de Bernoulli entre A; et A,, sur la méme ligne de courant : % + %1%+ gz =
2
ctejge = % + % v22 + gz

conclusion sur les pressions p; etp, : pl —p2 = % p(v2?2 —v1?) > 0: P1 > P2:
dépression au niveau des rétrécissements

manomeétre : hauteur de liquide plus élevée au niveau du rétrécissement

L’écoulement étant incompressible, il y a conservation du débit volumique ; ainsi, lorsque les
lignes de courant se resserrent, la vitesse augmente. D’aprés la relation de Bernoulli,
'augmentation de vitesse s’accompagne d’'une diminution de la pression.

Effet Venturi : dans un écoulement parfait, stationnaire d’'un écoulement incompressible et
homogéne, un rétrécissement du conduit provoque une dépression a cet endroit (la pression
diminue si la canalisation rétrécit).

Il existe de trés nombreuses applications de cet effet Venturi.

Mesure de débit : débitmétre Venturi

> Voir TD

Mesure de vitesse : sonde de Pitot

» Voir TD

Portance d’une aile d’avion
https://www.youtube.com/watch?v=w78JT6azrZU Portance
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Les lignes de courant se resserrent au-dessus de l'aile, la vitesse de I'écoulement y est plus
grande (extrados) qu’en dessous (intrados), du fait du profil de l'aile.

La pression est donc plus faible au-dessus de l'aile qu’en dessous, d’ou l'apparition d’'une
résultante de forces pressantes dirigée vers le haut. Cet effet n’explique pas seul la portance
de l'aile, mais il y contribue de fagon significative.

111)4) Relation de Bernoulli généralisée

Relation de Bernoulli pour un fluide en écoulement stationnaire et incompressible,
avec machine hydraulique et avec perte de charge :

-

Sens de I'écoulement
\ A 2

7

N\
pression p1 1
v \

Energie Machine
mécanique hydraulique

A
A 4

23

<4

pression p; v,

p1, P2 : pressions du fluide en entrée , sortie (Pa)

v, , v, . vitesses du fluide en entrée , sortie du systéme (m.s™)
Z,, Z, . altitudes du fluide en entrée , sortie du systéme (m.s™)
p : masse volumique du fluide (incompressible) (kg.m)

g : accélération de la pesanteur (m.s?)

D, : débit massique lors de I'écoulement stationnaire (kg.s™)

D,, : débit volumique lors de I'écoulement stationnaire incompressible (kg.m)

1 1 s
(pf + 57722 + gzz) = (1771 + Evlz + gzl) + Emmach = Emcn (1) Unités : J-kg_1

E .. mach : Energie massique utile de la machine hydraulique (J.kg™'), > 0 si pompe, <
0 si turbine

E.. cn : Pertes de charge massique lors de I'écoulement (J.kg™")

En multipliant (1) par p :
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(pz + %pvz2 + ngz) = (m + %pvlz + pgzl) + Eymach — Ey cn (2) Unités : Pa ou J.m?

E, mach : Energie volumique utile de la machine hydraulique (J.m?) ), > 0 si pompe, <
0 si turbine

E,, ., : Pertes de charge volumiques lors de I'écoulement (J.m3)

En multipliant (1) par D,,, ou (2) par D,, :

1 1 s
D,,. (P’TZ + Evzz + gZz) = D,,. (p?l + Evlz + 921) + Piach — Pen (3) Unités : W

P.qcn - Puissance utile de la machine hydraulique (W) ), > 0 si pompe, < 0 si turbine
P, : Pertes de charge lors de I'écoulement (W)

En divisant (1) par g :

2 2
p2 v2 — P1 U1 _ s, .
(p—g + 2 + Zz) (p—g + % + zl) + H pach — Zen, (4) Unités : mCF, métre de colonne de

fluide

H ,,qcn : Puissance utile de la machine hydraulique exprimée en mCF, > 0 si pompe,
< 0 si turbine

P}, : Pertes de charge lors de I'écoulement, en mCF

Pertes de charge réguliéres et singuliéres

Pertes de charge réguliéres : essentiellement dues aux froftements visqueux entre les
particules fluides situées prés des parois de la conduite, elles existent pour tout trongon
de conduite et dépendent de deux paramétres principaux : la nature de I'écoulement (plus
ou moins turbulent), ainsi que les propriétés de la paroi (et notamment sa rugosité).

Pertes de charge singuliéres : elles sont provoquées par la présence d'accidents localisés
sur la canalisation : rétrécissement, élargissement, vanne, coude, clapet, filtre,
débitmeétre, échangeur, etc., qui provoquent des pertes d'énergie sous forme de
frottements a cause des tourbillons créés par ces obstacles.
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Elargissement brusque Divergent
K=(1-8/S,» s, K=(1-5,/5,)sina
i
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Rétrécissement brusque Convergent
K=Qfu-1? s S, K=(/u-1)sina
S.
u=8./8, __L:l_l_ u=5./8 2
¢ 3 /02
\ J cﬁ/__,./r' Se J
N N
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Coude brusque

K =sin® a +2sin*

\ K= %[0,13 1+1,847(D/RY"?|

N R

\. J J
N 3
Entrée de canalisation brusque Entrée de canalisation progressive
K=05 K =004
. J
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