Correction distanciel 1 BcpsT 1, Fauriel (S--Etx)

Sommes arithmétiques et géométriques

Proposition 1 (Sommes de progressions arithmétiques)

» Formule simple

n
PourneN,ona: Y k:w
k=1
L 2 n(n+1) .
Ona Y k=) k=5 aussi.

k
car: 0+14+243+---+n=14+2+3+---+n
» Somme partielle

. n n m—1 (n+1) (m-1)
Pour m < n entiers, par Chasles: Y k=Y k- ¥ k=%5=-"5—=,
k=m k=1 k=1

=m+(m+1)+---+(n-1)+n

» Cas de la somme d’'une constante
Pour b € R une constante, on a :
n n n
» Y b=b-n » Y b=b-(n+1) » Y b=b-(n—-m+1)
k=1 k=0 k=m .
pour 0 < m < n entiers.
» Formule générale

Pour une suite arithmétique (u,),ona: VneN: u,=an+b.

MOoyenne np de termes
— N —_—

n
Pour m<n,sasommeest: Y uk:”’”T”‘”-(n—m+1)
k=m

:%-[a(m+n)+2b]-(n—m+1).

Exercice 1 (Application des formules)

1. Calculer, pour n =1, les sommes :

n 2n n
» A=Y 2k+1) » B=Y k » C=Y (n-2k)
k=0 k=n+1 k=0

. n
2. a) Ecrire une formule pour:Vg#1,m<neN,aeR, Y a-qF.
k=m

b) Pour n =1, calculer:

n+l | no_k n
» A= Y 3/ » B= Y 24;1 » C=Y ak-b**.27%  wiaber)
j=1 k=2 k=0
3n 2n—-1 n
» D=Y n_52k » E= ¥ 2k/2 » F= Y 2k.3n—k
k=0 k:o k:()
n
c) Montrer:VneN,a,beR, b"'—a"l=b-a)- ¥ ak bk

k=0
(formule de factorisation)

Page 1 sur 4



Correction distanciel 1

Bcpst 1, Fauriel (S-Et.)

Corrigé Ex 1 (Application des formules)

1. Calculer, pour n =1, les sommes :

n 2n n
» A=Y 2k+1) » B=Y k » C= Y (n-2k)
k=0 k=0

k=n+1
» Calcul de A
» En décomposant par linéarité :

n
On décompose: A=) (2k+1)
k=0

n n
=2-Y k+XY1
k=0 k=0
=2 200 4 (n+1)
=(n+1)>
» Par la formule générale :

n n
Onobtientaussi: A=Y 2k+1)= Y uy
k=0

k=0
_ 1+2n+1)
=—=—5—-(n+1)
=(n+1)>.
» Calcul de B
» Par Chasles : )
n
Onécrit: B= )Y k
k=n+1
2n n
=Y k-Y k
k=1 k=1
_ 2n@2n+l)  n(n+l)
- 2 2

=2 [2-@n+D-(+1D)

— _ n@n+l)
= 2-[3n+1] ===
» Par la formule générale :

2n 2n
Onobtientaussi: B= Y k= Y u
k=n+1 k=n+1
= fosltn . [2n - (n+1) +1]
_ (n+D+2n _ n(Bn+l)
= 2 [n] = 2 -

‘ n
2. @) FEcrire une formule pour:Nqg#1,m<neN,acR, Y a-g*.
k=m

Proposition 2 (Somme d’une somme géométrique)

n _n+l
Pourg#letneN,ona: Y gf=1+g+q*+---+q" =24
k=0

1-g -
La raison de la progression géométrique sommeée est g # 1.
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L k Lok
Ona: ) a-q“=a- ) q
k=m k=m
n m—1
=a- Z qk_ Z qk]
k=0 k=0
_ l_qn+1 1_qm
—a-[ I-g ~ 1-q
m_ ,n+1
_g. 9"
Remarque 1-q

n
Pour m<n,danslaformule: Y g*=g"+q™'+---+q" ' +q"
k=m

_ qm_qul
= —l—q

n+1l ast le terme suivant le dernier

ona: » g™ estlepremierterme » g

b) Pourn=1, calculer:

n+l n n
» A=y3  »B=Yy 2l »C=Ydp*2F @uabeRr)
j=1 k=2 k=0

3n 2n-1 n
»D=Y n-5%% » E= Y 2M2 » =y 2k.3nk
k=0 k=0 k=0
Pour chacune de ces sommes,
» on commence par identifier la raison de la suite géométrique que I’on somme,

» et on met en facteur de la somme les constantes qui ne dépendent pas de k

n+l .
» Calculde A= Y 3/
j=1
La raison est ¢ = 3. On trouve donc: A= 3877 = 3. [gn+1l 1],
n
» Calculde B= Y zk:
k=2 ! k k
L2k 2k ok k
Pour keN,ona: 47—2'47—2'(1) _2.(%)
.

La raison est donc g = %

On met la constante 2 en facteur, puis on applique la formule (premier terme : g2,

n
terme suivant le dernier: g"*'): B=2-Y (%)k
k

2 n+1

INOE0
=

=4 [i_ 2n1+1]

= 1 an—l

n
» Calculde C= Y. a*-b?*-27%  (oiaber)
k=0
Pour keN,ona: ak-p2k.27k = gk. (k. (1)F = (e2)F,

La raison est donc g = “sz. La formule ne s’applique que pour g # 1 : on distingue
donc deux cas.

» Siab?#2:
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L (ab?\k
Onag#1,donc: C= Y (4-)
k=0

()™
= 1—“2L2
_ 2n+1_(ab2)n+1
T 2n@2-ab?)
(On a multiplié le numérateur et le dénominateur par 27+l Yy
» Siab®=2: i
Onaqg=1:onsommelaconstantel,donc: C= ) l=n+1.

k=0

3n
» Calculde D= Y n-5%
k=0
Pour keN,ona: 5%f=(5%%=25F Laraison estdonc g = 25.

Le facteur n ne dépend pas de k : on le met en facteur. Le terme suivant le dernier est

3n
25%"*1 donc: D=n- Y 25
k=0
1_253n+1
1-25
= 45 [25% 1 —1].

=n-

2n—-1
» Calculde E= Y. 2K/2
k=0

Pour keN,ona: 22 =(212)F = (y/2)". La raison est donc g = v2 # 1.
2n-1

Le terme suivant le dernier est (v2)*" =27, donc: E= ¥ (v2)*
k=0

_ 1—(\/5)% _2n1

1-v2 V2-1
=(v2'+1)-(2"-1).
itd : PP 1 V241 V241 _
(Quantité conjuguée : BT WhEeD - 21— V2 +1.)
n
» Calculde F = } 2k.37k
k=0
PourO<k<mn,ona: 2k-3”‘k:3”-§—];:3”-(%)k,

La raison est donc g = %, et 3" est une constante qui ne dépend pas de k. Ainsi :

— 3n+1 1= (%)le

— 3l’l+l _ 2n+l

On retrouve la formule de la question suivante pour a =2 et h=3: 37127+l =
(3-2)-F.
C¢) Montrer:¥neN,a,beR, b"1—ag"1=b-a)- i ak-pnk,
k=0

(formule de factorisation)
On verra cette formule en classe présentielle.
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