Ds 2,1e8/10/25

BcpsT 1, Fauriel (S--Et.)

Ds 2

Exercice 1 (Cours, = 5 points)

n n n
1. Pour neN, écrirelaformulede: » Y1, » Y k, » ¥ g~ g#1.
k=0 k=0 k=0
n 2n
Calculer: » A=Y 2k+1) »B= Y k.
k=0 k=n+1
n
2. Soit (a;) une suite. Pour ne N,onnote: S,= ) ai.
k=0

Et S3?
b) Pour n =1, simplifier :

a) Que donne Sy?
Sn+2 - Sn—l-
¢) Pour neN, exprimer S, en fonction de S,,.

3. Pour a € R, et m,n € N, rappeler les formules pour :

» X=a"a »Y=a"-a" »Z:‘;—':,poura;éo.
Pour n €N, simplifier: » u=2x2n, » v=2x2"

Le nombre P = 4° est-il une puissance de 2?
Le nombre Q = 6° est-il un multiple de 24?

Si oui, laquelle?
Simplifier R = 2%
4. Pour n €N, écrire, avec le signe ) les formules du binéme :

» (1+x)", » (a+b)",

5. Pour 0 < k < n entiers, donner la formule entre:  » (7) » (.)) » (¥11).
Ecrire le triangle de Pascal jusqu’'a « n=6.»

ouxeR,

6. Ecrire, pour x € R, 'expression développée pour :
»a(x)=(1+x0* »bx)=1-0* »c(x)=2+x*
s dx)=(1+x)° »e(x)=x-1)°
Simplifier:» u(x) = 3-[(1+x)%+(1-x)°]

Exer

oua,beR.

» v(x) = 3+ [(x+ D)%+ (x—1)°].

[a—

N

cice 2 (Télescopage, ~ 4 points)
. Soit (ay) une suite. " n
Pour m < n, simplifier: » A= Y (ar—ar+1) » B= Y (ar— ag-1)-
. Soitg#1,et0<sms<n. k=m k=m+1
n
a) Calculer télescopiquementlasomme: Y (g*-qg**!).
Factoriser la somme par (1 — g). k:m
b) En déduire 'expression connue pour: Y. g
k=m

. PourneN,soit: a,= ﬁ

a) Pour k = 1, simplifier: ap— ags;.

n
b) En déduire pour n>1,'expressionde: S,= Y .
k=1" "1

4

kZ

¢) Quel est son signe? Ses variations? Que donne: lim §,?
n—+oo

. On souhaite retrouver la formule pour la somme des premiers carrés.
Pour ne N, notons: a,= % ‘(n+1Dn(n-1).

a) Pour ke N*, calculer: » xp=ar—ar_1, » Yk=Qp+1— Q.

b) Pour n e N*, déduire 'expression de :

k(k—1 L k(k+l
.An:kz_(z ), .Bn:kz—(;).
n =1 =1
¢) Pour neN* justifier: Y k*=A,+B,. Conclure.
k=1
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Exercice 3 (Equations différentielles, ~ 2,5 points) Exercice 5 (Formules par récurrence, ~ 4 points)
1. Pour aeRety:R— R dérivable, calculer, pour t€R: < (y(r)-e?). 1. Soitla suite définie par:  (ap)pen: { ap=0
Déduire une réécriture de I'expression y' +a-y. ap+1=ap+2-3", VYneN
Déduire la résolution de I'éq” diffe homogene: (H):y +a-y=0. a) Faire le tableau de valeurs de la suite pour n € [0;4].
2. Résoudre les deux problémes de Cauchy: b) Montrer par récurrence que pour neN,ona: a,=3"-1.
. Iy — > . Y = . . P
» Pt y-y=0 Parf2y+y=1 2. Soit la suite définie par:  (up),>1: uy =2
y(0) =1 y(0)=0 U = 2 vn >
. . . n+l — y n=1
Représenter graphiquementt les 2 solutions, avec: Untl
» tangenteen x=0 » asymptote en x — +co a) Faire le tableau de valeurs de la suite pour n € [0;4].
) _ 2"
3. On cherche a résoudre sur R I'équn différentielle: y' +y=3x%-e™~. b) Montrer quepour n>1,0na: up= 3.
y 2 . . _ 1 . . . ?
a) Montrer que y est solution ssi: VxeR, %(y(x) .e¥) = 3x2. c¢) Montrer,Vn = 1,1'écriture: u, = - Que direde: lim(u;)?
b) Déduire:sidkeRtqVxeR: y(x)-e*=x>+k, alorsyestsol™ 3. On va montrer par récurrence pour n > 1, que:: i
¢) Ya-t-il d’autres solutions? Conclure sur la forme des solutions. Sp=3-1. (ﬁ + ﬁ), ou: S,= kgl k(kl+2)-
a) Pour n=1, écrire (H,) et (H,+1).
Quels termes sont en commun dans le membre de droite?
(On nw'a donc pas intérét a toucher a ces termes en commun dans le calcul!)
. b) Pour n €N, exprimer S,;; en fonction de S,,.
. . e ) s .
Exercice 4 (Equation différentielle d’ordre 2 guidée, = 2,5 points) ¢) Faire la démonstration.
Pour a,fB € R, soitle probleme: Ps: | y'+7-y'+12.y=0 —(H) d) Déduire: lim S,
yO=a, Yy0O0)=p e

1. Pour r €R, soit g: x— e Calculer VxeR: (g"+7g"+12g)(x).
Trouver les 2 valeurs de r telles que g soit solution de (H).
Soient les 2 fonctions (intermédiaires): » u=y'+3-y » v=y +4-y.
2. Montrer que si y est solution de Ps, alors : u+4u=0
u)=p+3-a
Déduire qu’alors pour xe R:  u(x)=(+3-a)- e 4,
3. Déterminer de méme I’expression, pour x € R, de v(x)=?

4. Ecrire yavec uetv. (onpourra tenter la « soustraction magique» v — u.)
Déduire I'expression de y si elle est solution de Ps.
Vérifier que celle-ci est effectivement I'unique solution de Ps.
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