Colles semaine 5 : du 2 au 6 novembre BcpsT 1, Fauriel (S--Etx)

Colles 5 : Equations différentielles 1 - coefficients
constants

1 Prérequis de dérivation

» Exponentielles

Pour u: I — R dérivable,ona: (e”)' =u'-e%. Enparticulier, pour a€R: %(e‘”) =a-e%?!,
» Représentation graphique de fonctions « exponentielles »

Pour la forme y: { R—R tracé de : » tangenteen x =0, avec y'(0) = k-«

a-xX
X— Yoo+ k-7, » l'asymptote pour x — o0

. L. » l'allure de la courbe.
» Méthode de réécriture

Poura€R,y:I—Rdérivable: L(y-e¥)=(y+ay)e™™ ~ |y +a-y=e*-L(y-e®).

» Quantificateur existentiel 3, constantes
«3FkeRtq...»selit: «ilexisteun ke Rtel que... ».
Pour u:I—R,onadonc: [uestconstantesur | < [JkeR, tqVxe I, u(x)=k|

k défini avant x : k indépendant de x

» Dérivation et constantes
Une fonction constante a sa dérivée nulle : [h = cst] = [h’ = 0].
Réciproquement, sur I un intervalle (pasde «trous»): [h'=0] = [FkeR, tqVxel, h(x)=k|.

» « Temps caractéristique » en secondes hecst
En ¢ — y, grandeur «a unité » y = y(t) (ex: métres). Alors y' = % homogenea: [y]-s7!. (ex:m-s7!)
Lasomme: 7-y'+y aunsenssirt estuntemps. o @ =yo-e "

t
Pour y(t) = yo-e” 7, intersection tangente (t =0) et y =0 (asymptote) a t = 7.
(ety(t) = % =37%-y0, y@31)= g—g =5%-yp.) =~ Yo
ey |
t
A . ) . / 0 T 2T 37
2 Equationd’ordrel (E):y'+a-y=b abeR, a#0
» Equation homogene associée ; ~s(on faitb=0) léquation (H):y' +a-y=0.
_p—ax . d (,,..ax

» Solution générale de (H) =e - (ve)

Onrésoutainsi: (H):y'+a-y=0< [i( e4¥) =0] y(x)=k-e"®*  ~s=py(x)

: 2y y= ax Y =

— [JkeR, tqVrel, y-e* =k].
» Principe de superposition
Si: { yi+a-y1=h alors: ys=y1+y, vérifie: yg+a-ys=by+b..
yé +a-y,=bo, (S'adapte aussi pour un signe —, et aussi avec des coefficients constants.)
» Solution particuliere constante a (E)
Pour a#0,ontrouve y,=cst solutionde (E) par: [y +a-y,=b]<=[y= bl.
» Structure affine des solutions a (E) -

La «solution générale » a (E) s’écrit:  y=yp+yu

=0

soit:  y:t— §+k-e‘“t, ou keR.
» Probleme de Cauchy
Adjonction a (E) d'une « condition initiale» (P): { y+a-y=b (E)

y(to) =yo (CD

On résout ainsi pour un unique k ~- solution unique a (P).
=?
» Solution particulieérea y' + ay = b(x)  (exemples guidés) “P=

(«Recherche sous forme inspirée de b(x) »)» b(X) = X~ yp(x) = ax + »b(x)=e"~ yp(x)=a-e*
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Colles semaine 5 : du 2 au 6 novembre BcpsT 1, Fauriel (S--Etx)

Déroulement de la colle

QlleStiOIlS de cours (notation sur ~ 4)

2 questions de cours parmi les suivantes :

1. Ecrire la forme du probléme de Cauchy pour le degré 1.
Donner les étapes pour la résolution du probléme de Cauchy.

2. Ecrire les régles de dérivation pour: » [In(u()]. et » L[e"?]

. . d .t
avec les hypotheses sur u! ~ o cas parUCUIler pour &z [ e’ ]’ acR.
. Ars . d ax
3. Pour y:I— R dérivable, et a € R, cz(tilculer D 5 (y-e™).
z 2 . . P / _ _—a .
Réécrire ainsi: y'+a-y=e "% (y-e®*).
4. Quedonneladérivée d'une constante? Quediresi h:I—R vérifie: Vtel, h'(r)=0?

5. Trouver une solution particuliere constante de I'équation (E): y'+a-y=b, poura#0.
Comment s’écrit I’équation homogene associée?

6. Résoudre I'équation homogene « écrite comme en physique»: 7-y' +y=0.
Comment s'interprete le temps caractéristique 7?2  (pourquoi dit-on que c'est un temps?)

7. PourreR, et g:x—e'~, calculer g" —5-g'+6-g. Pour quels r trouve-t-on 0?

Exercices préparés (motation sur~6)

Un exercice parmi les suivants :

» Un probléme de Cauchy

Résoudre compléetement le probleme : P : { yV+ioy=1 (Faire soigneusement la réécriture
V+ioy=.) y(0)=-1
Représenter graphiquement la solution. u=k-e™?, y,=2, y=2-3.e7%2)
» Equation d’ordre 2
Soit y: I — Rune solutionde: (H):y"-5-y'+6-y=0, et: » u=y-2-y,
=2 > y:yl—g-y.
Trouver I'équation différentielle pour u & pour v. Exprimer y en fonction de u,v.

» Représentations graphiques

X

1. Représenter graphiquement y = e* et y = e™*, en commencant par leurs tangentes en 0.

X

2. Soit  f: { R—R Représenter graphiquement : » latangente en 0
x—1l-e™".

» l'asymptote horizontale

De quel probleme de Cauchy la fonction f est-elle solution? » TI'allure de la courbe Cy.

Exercices complémentaires

Portantnotammentsur: » Sommes etformuledubinéme » Alluredecourbes » dérivation, »
équations différentielles.
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