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Exercice 1

1. import numpy as np
L=[[1,2,4],[0,2],[0,1,3],[2,4],[0,3]]
M=np.array([[0,1,1,0,1],[1,0,1,0,0],[1,1,0,1,0],[0,0,1,0,1],[1,0,0,1,011)

2. def liste_a_matrice(L)
nb_sommets=1len(L)
matrice=np.zeros((nb_sommets,nb_sommets))
for sommet in range(len(L)):
for adjacent in L[sommet]:
matrice[sommet,adjacent]=1
return matrice

def matrice_a_liste(M)
L = [[] for k in range(np.shape(M) [0])]
for i in range(np.shape(M) [0])
for j in range(np.shape (M) [0])
if M[i,j] ==
L[i] .append(j)
return L

Exercice 2 : Axe radical de deux cercles
1. Soit M(z,y) € R?. On a
Pe(M)=0M? —r*=(z—3)*+ (y—2)>* -7

d’ou

Pe(M) = 2 — 6z + y* — 4y — 36.

Ainsi, M € C & OM =r & OM? = r? & Pe(M) = 0. Ainsi, une équation cartésienne
de C est

r? — 6z +1y? — 4y — 36 = 0.

2. Soit M(z,y) € R?. On a
Pr(M) = QM?* — p* = (z — 6)* + (y + 1)* — 17

d’ou

Pr(M) = 2* — 122 + y* + 2y + 36.




Ainsi, M e T' & QM = p & QM? = p* & Pr(M) = 0. Ainsi, une équation cartésienne
de I' est

22— 1204+ y* +2y+36=0.

3. Soit M(z,y) € R On a les équivalences suivantes :
Pe(M)=P(M) & 2> —6x+y*—4y—36=2a"— 122 +y* + 2y + 36
& br—6y—T72=0
& lz—y—12=0]

On reconnait une équation cartésienne d’une droite du plan donc \D est une droite. ‘

H

Un vecteur directeur a D est 4 = (1, 1). Par ailleurs, le vecteur OS2 a pour coordonnées
—
O = (3,-3).

— —
Ainsi, @-OQ = 1 x 3+ 1 x (=3) = 0, ce qui prouve que les vecteurs 4 et OS2 sont
orthogonaux.
Puisqu’ils sont les vecteurs directeurs respectifs de D et (OS2), on en déduit que

les droites D et (O€2) sont perpendiculaires.

—
Déterminons une équation cartésienne de (O€2). Puisque les vecteurs @ et OS2 sont or-

thogonaux, on en déduit que le vecteur 7I< = (1,1) est un vecteur normal a la droite
(09Q).

Il existe donc un réel ¢ tel que = + y + ¢ = 0 soit une équation cartésienne de la droite
(OQ). Puisque celle-ci contient le point O(3,2), on obtient 3+ 2+ ¢ =0 d’ou ¢ = —5b.
Une équation cartésienne de (OS?) est donc x +y — 5 = 0.

Le point d’intersection (z,y) de D et (O) vérifie donc le systeme suivant :

r—y—12 = 0 r—y = 12 Lyelo-1, | z—y = 12 T =
{x+y—5=0<:>{:c+y:5 2y:_7<:>y:_

wlﬂmlz

27 2

17 7
Le point d’intersection de D et (Of2) a pour coordonnées (x,y) = <— ——) :

4. On a les équivalences suivantes :

(r,y)€eC & 2°+y*—8r—Ty—3=0

7\® 49
& (x—4)2—16+(y—§) - —-3=

. <>()_(£)

On reconnait une équation cartésienne de cercle. On en déduit que

7 9VD
C'est un cercle de centre O’ (4, 5) et de rayonr’ = T\/_

On sait que M(x,y) € C' si et seulement si Pe/(M) = 0 donc

Per(M) = 2* +y* — 8x — Ty — 3.




5. ¢ On a

Per(M)

M(z,y) €D'| & Po(M)=
=
~
e On a
M(z,y) e D"| & Pr(M)=

Fer(M)

22 — 6z 4 y° — 4y — 36 = 22 + ¢/
12z +3y—33=0.]

—8xr —Ty—3

o P2 —1204 P +2y+36=a24+y*— 8z — Ty —3

& |4z +9y+39=0.]

6. On a les équivalences suivantes :

M(z,y) eDND ND"

Les droites D, D’ et D" sont concourantes en le point de coordonnées

Exercice 3 : Méthode de Simpson

1. Soit f:x+> a* soita=0et b=1.

1 571
1
Ona/ 2rde = {x—} = —.
0 51, O

Par ailleurs,

Talf) = ¢ (f<0> I TAf G)) ; (

1
On constate que

0
lynome de degré 4 donc

=

LQ(—L2—2L1
L3<_lé+4L1

el ||

1 5
O0+14+4x — | =—.
+1+4xX 16)

’1& méthode de Simpson n’est pas d’ordre4. ‘

12
33
-39

69 9
5’'5)

24

f(z)dx # Iy1(f) pour la fonction f considérée ici qui est un po-

2. Soit f : &+ azx+asxr®+a1z+ag, ol (ag, ai, as, az) € R*. La fonction f est un polynome

de degré inférieur ou égal a 3.
Soient (a,b) € R? avec a < b. On a

[ -

4

3

2

b b b b
a3/ x3dx+a2/ d2dx—|—a1/ :de+a0/ dx

1'4 b .Z'S b 1'2 b
= ag|— +as | — +a; | — +CLO(Z)—CL)

a

3

ai

= S0t —ah) D08 a®) + S0 -

a?) + ao(b — a).



D’autre part,

Ia,b(f> =

ZGC‘ (f<a>+f<b>+4f (a;b))

1
= = ((Ig(a3 + 0%+ ~(a+ b)) + ag(a® + 0>+ (a +b)?) +ar(a+ b+ 2(a+b) + 6ao)

2

b—
= — a (gag(cf" + a®b + ab® + b*) + 2as(a® + ab + b?) + 3a;(a + b) + 6a0)

= Bt — o)+ %(b:” — &)+ %(bQ — a®) + ag(b — a)

41)
_ / f(x)dz.

Ainsi, pour tout polynéme f de degré inférieur ou égal a 3, et pour tout (a,b) €
b

R% I.,(f) = / f(z)dz, cette derniére égalité pouvant étre fausse pour un polynéme de
a

degré 4, ce qui prouve que

‘la méthode de Simpson est d’ordre 3.

3. (a) def simpson(f,a,b):

return (b-a)/6%(f(a)+f (b)+4xf ((a+b)/2))
(b) def simpson_composite(f,a,b,n):

L=np.linspace(a,b,n+1)

S=0

for i in range(n):

S+=simpson(f,L[i],L[i+1])

return S
(c) Il faut choisir n tres grand (par exemple, n = 100000).
4. La méthode des rectangles est d’ordre 0. Il vaut mieux choisir la méthode de Simpson,
plus précise de facon générale.

—+00
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Probléeme 1 : Calcul de Z@
k=1

1. Pour tout n € N, on a par linéarité de I'intégrale

2% cos® ™Y () dx — /
0

1’2 (COS2n+2 (CC) o

™

2

Wl

B,.1— B, = 2% cos® (x)dx

us
2

cos™(z))dx

[ME]

2% cos?™(z)(cos?(z) — 1)dx

NE]

—2?% cos®(x) sin?(z)dx.

S— S— S— S—

s

2
Or, pour tout z € [0, 3], —2? cos®"(z) sin*(z) < 0 donc /
0

—2% cos™(x) sin®(z) < 0, i.e.

B,.1 — B, <0, ce qui prouve que

la suite (B, )nen est décroissante.




2.(a) Ag = /2 cos’ (z)dx = /2 dx donc | Ay = g
0 0

3 3 372 73
De méme, By = / 2% cos?(x)dr = / ridy = {3} donc | By = —.
0 0 0

(b) Soit n € N.

La fonction z — cos®(x) est continue, positive et non identiquement nulle sur [0, 5]

™

2
donc par stricte positivité de I'intégrale, on en déduit que / cos™™(z)dz > 0, i.e.
0

‘pour toutn € N, A, > 0.‘

De méme, pour tout n € N, la fonction z +— z% cos®*(x) est continue, positive et non

identiquement nulle sur [0, 7] donc

’pour toutn € N, B, > O.‘

(c) Soit n > 1.

Jus

Ona A, = /2 cos(z) cos®™ ! (z)dx.
0

On effectue une intégration par parties en posant v'(x) = cos(z), u(z) = sin(x), v(x) =
cos® 1(x) et v'(x) = —(2n — 1) sin(z) cos®2(x), ce qui est licite puisque u et v sont
de classe C' sur [0, Z].
D’apres la formule d’intégration par parties, on obtient :
x 3
A, = [sin(z) (3082”_1@)}02 + (2n — 1)/ sin?(z) cos® ?(z)dx.
0
Puisque n > 1,2n — 1 > 1 donc cosQ”_l(g) = 0. Par ailleurs, sin(0) = 0 donc on
obtient bien

s
2

pour toutn > 1, A, = (2n — 1)/ sin?(x) cos? ™Y (z)dx.
0

(d) D’apres la question précédente, on a immédiatement pour tout n > 1,

Coam—1

%
/ sin?(z) cos?™ Y (z)dx
0

(car 2n — 1 > 0).
Par ailleurs, pour tout n > 1,
g
A, = (2n— 1)/ (1 — cos?(x)) cos® 2 (x)dx
0
= (2n—1) /2 (cos® %(x) — cos®(z))dx
0
3 3
= (2n— 1)/ cos? Y (z)dx — (2n — 1)/ cos (x)dx
0 0
= 2n—1A,1—(2n—1)A,,
d’ou 2nA,, = (2n — 1)A,—1. Il en découle (puisque 2n > 0 et 2n — 1 > 0) que

An _An—l
"on—1  2n

pour toutn > 1




(e)

Soit n > 1.

On a A, = 5u'(az:)v(az:)dgv avec v/ (z) = 1,u(r) = z,v(x) = cos®™(x) et v'(z) =

0
—2n sin(z) cos® ().
Puisque u et v sont de classe C! sur [0, 5], on obtient grace a la formule d’intégration

par parties que

Ay = [wcos®(x)] 2 -I—n/

0

22 sin(x) cos® ! (x)dr = n/2 22 sin(x) cos®™ ! (x)dx
0

jus
2

car cos™ (%) = 0 puisque 2n > 0.

On réalise une nouvelle intégration par parties en posant v/ (z) = 2z, u(z) = 2%, v(z) =

sin(z) cos?(z) et v/'(x) = cos®™(z) — (2n — 1) sin*(x) cos?~2(x). Il en découle que

A, = n ([xQ sin(x) cos2”’1(m)]§ - /02 2*(cos™(z) — (2n — 1) sin®(x) cosQ"Q(x))dx>

= —n/2 2% cos®™(z)dx +n(2n — 1) /2 2*(1 — cos?(z)) cos® ?(x)dx
0

0

= —nB,+n2n—-1) </2 2% cos?™ Y (z)dx — /2 z? COSQn(IB)dZB>
0 0
= —nB,+n(2n—1)B,_1 —n(2n —1)B,.

On trouve bien

pour toutn > 1, A, = (2n — 1)nB,_; — 2n°B,,.

Soit n > 1.
D’apres la question 1.(b), pour tout n € N, A,, > 0 donc en divisant le résultat de la
question précédente par n?A,,, on obtient pour tout n > 1:

1 (2n-1)B,, 2B,

n2 nA,, A,
2n — 1 2
Or, d’apres la question 2.(d), ZAn = i donc
2B,_1 2B,

pour toutn > 1, —

2 A, A,

Soit n > 1. D’apres la question précédente, on a

2B 2B
D
k2 A1
On reconnailt une somme téléscopique et on obtient :

S:2<Bg Bn)_QBO 2B, % 2B,

Ay A,

T A A, A,

d’ou

)

s 2B,
6 A,

pour toutn > 1,5,




2
3. Posons pour tout = € [0, 3], f(z) = sin(z) — —=.
7r

2
(a) La fonction f est dérivable sur [0, %] et pour tout x € [0,7], f'(z) = cos(z) — —

Puisque cos est continue et strictement décroissante sur [0, 5], on en déduit que la
fonction f’ est continue et strictement décroissante sur [0, 7] avec f'(0) =1—— >0
s

2
et f'(3) = —= <.

D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’

il existe un unique o € [0, g] tel que f'(a) = 0.

(b) On en déduit le tableau de variation suivant :

X 0 «

MIE

f'(x) + 0 -
fla)
! 0 — T 0

2 2
Onaf(o)zsin(o)—;XOzOe‘Gf(%):sin<g)—; g—l—l—()
%] '(z) <0, la fonction

Puisque pour tout = € [0, ], f’(z) = 0 et pour tout x € |«
[ est croissante sur [0, a] et décroissante sur |a, 5] donc f.

Ainsi, pour tout = € [0,a], f(z) = f(0) = 0 et pour tout = € [a, 5], f(x) = f(§) = 0.
On en déduit que pour tout = € [0, 5], f(x) > 0, ce qui prouve que

x.

3 o

7T .
pour toutz € [0, 5} ,sin(z) >

4. Soit n > 1.
Par croissance de la fonction x — 2 sur R, , on en déduit que pour tout z € [0, 7l

4

4 5 2 2(n—1)
— " cos (x)

sin?(z) > —a% puis  sin’(z) cos?™ Y (z) >
car cos?™ 17 (z) > 0 pour tout z € [0, Z]. Par croissance de I'intégrale, on en déduit que

4 [z

%
/ sin?(z) cos?™ Y (z2)dx > — 22 cos’ ™V (z)dz.
0

2 Jo

D’apres la question 2.(d), ceci implique que

A, 4
_Bn 1
omn—17

Or, d’apres la question 1, la suite (B,,),en est décroissante donc B,,_1 > B,, et on en
déduit que

A, 4
>

> =
n—1" x2

pour toutn = 1,




5. On sait d’apres la question 2.(b) que pour tout n € N, A, > 0 et B, > 0.
Il découle alors du résultat de la question précédente que pour tout n > 1,

O<Bn< 2
A, T 4(@2n—1)

2

Puisque lim = 0, on en déduit grace au théoreme des gendarmes que

T
n—+o00 4(2n — 1)

B
lim =2 =0.
nsise A
R . 2 2B,
Or, d’apres la question 2.(g), pour tout n > 1,5, = 5 A
On en conclut que
2
lim S, =
n——+oo

Probleme 2 : Une relation entre intégrales de bijections
réciproques

Partie I : Préliminaires

l.(a) SwC,onaz'+1=0& (2?)’=-1= s =iour’=
1 S5im

Or,2’=ior’=c¢2or=¢ctonr=—ci1=¢c1.

. 9 . 9 3im 3im 3im Tir
Deméme, 2° = —i< x*=e2 S r=€1 our=—€141 =e1.
Ainsi, les quatre nombres complexes vérifiant % = —1 sont

)

(b) Ainsi, pour tout x € C:
5im 3im Tim

ttl=(r—ef)(z—eT) z—et)(z—eT).

Pour obtenir la décomposition dans R, on multiplie entre eux les termes conjugués

Tim T —3im 5im

\ s 4 nw s 21T N
deux & deux. En effet, on a e's =e7'4 =e1 et et =e72 =e 1 doun
i i T 3im 3im
41| = (z—et)(z—eT)(z—eT)(z—eT)
3im —3im

= (2* - (ei% + e_’%)x +1D)((z* = (7 +e 2 )x+1)

_ (mz_zcos(g)xuxaf—%os(?if)l‘“)

= |(z* = V22 +1)(2" + V22 + 1).

2. Soit v : x +— arctan(z) + arctan(%). La fonction v est dérivable sur R} comme composée
de fonctions dérivables sur RY et on a pour tout x € R,

1 -1 1 1 1

! = — X = — :0
v(z) 1—|—x2+x2 1—|—$l2 1422 1422

On en déduit que v est constante sur I'intervalle RY .

us

Ainsi, pour tout > 0,v(z) = v(1) = 2arctan(l) = 7 d’ou

1
Va > 0,arctan(z) + arctan (—) = g
x




Partie II : Preuve de la relation

1. La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [0, al.
D’apres le théoreme de la bijection, on en déduit que

f réalise une bijection de [0, a| sur J = f([0,a]) = [f(0), f(a)] = [0, f(a)].

2. D’aprés le théoréme de la bijection, la bijection réciproque de f, notée f~1, est également
continue sur J et de méme monotonie que f.

On en déduit que | ! est continue et strictement croissante sur J.

3. D’apres I'énoncé, f(0) = 0. Puisque f est bijective, on en déduit que | f~1(0) = 0.

4. Soit p > 0. La fonction f : x — P est bijective de Ry sur R, de bijection réciproque

1
f~':x+ x7. On a alors

a f(a) a a?
/ f(x)dx—i—/ fHx)dr = / xpdx—i-/ xrdr
0 0 0 0

|::L,p+1 ]a x%ﬂ
p+1],

aPtt +1
= + P (ap)pp
p+1 p+1
_ p+1ap+1
p+1
= P!

1
sHL

a X a?

donc on a bien dans ce cas

5. (a)

a f(a)
/0 fayde+ [ 1 @) = af (o)

Puisque f et f~! sont continues sur [0, a] on sait d’apres le théoreme fondamental
de 'analyse que les fonctions F' : ¢t — / flz)dz et G :t — / f 1 (x)dz sont des

primitives de f et f~! respectivement sur [0, a] et sur J = [0, f(a)].
On a alors :

pour toutt € [0,al, p(t) = F(t) + G(f(t)) — tf(1).

D’apres le théoreme fondamental de I'analyse, F' et GG sont dérivables, donc continues,
sur [0,a] et sur J = [0, f(a)] respectivement. Puisque ¢ — ¢ et f sont continues

sur [0,al, on en déduit que |pest continue sur [0, a] | comme composée de fonctions

continues sur [0, al.

On a dit dans la question précédente que F' et G sont dérivables sur [0,a] et sur
[0, f(a)] respectivement.

D’apres 'énoncé, f est dérivable sur |0, a[ et f(]0,al) =]f(0), f(a)[=]0, f(a)[C J par
stricte croissance de f.

Ainsi, ¢ est dérivable sur |0, a[ comme composée de fonctions dérivables et on a pour

tout ¢ €]0, a[:

M) = F'{)+ f(OG (@) = f) —tf'(1)
O+ FOF (@) = f() =t (t)
— -t



donc | pour tout t €]0, a[, ¢'(t) = 0.

(d) On en déduit que ¢ est constante égale a une constante ¢ sur I'intervalle |0, al.

Or, ¢ est continue sur [0,a] donc en particulier en 0 et en a. On obtient alors par
continuité

©(0) =lim p(t) = ¢ = lim p(t) = ¢(a)

t—0 t—a
donc ¢ est constante sur [0, a.
On en déduit que pour tout ¢ € [0, a], p(t) = ¢(0). Or

0 £(0) oo [©
o0 = [ sz [ e =0 ) [ e =0

donc pour tout t € [0,al, p(t) = 0, ce qui prouve que

t f®)
vVt € [O,a],/o f(z)dz +/0 fHx)dw —tf(t) = 0.

En évaluant cette derniere égalité en ¢ = a, on obtient la relation (*) souhaitée :

/Oa f(x)dz + /Of(a) FH2)dz = af(a).

6. (a) Puisque f est de classe C' sur [0,a], on a d’aprés la formule de changement de
variable :

a a f(a) f(a)
/0 L (1)t = / FO)F (1)t = /f ACEE / 7 (@)da

(ou tout simplement en posant x = f(t), on a bien f~!(x) = f71(f(t)) = t et
dx = f'(t)dt).

(b) En réalisant une intégration par parties en posant u(t) =t,u/(t) = 1,0'(t) = f'(t) et
v(t) = f(t) (ce qui est loisible car f et t — ¢ sont de classe C! sur [0, a]), on obtient

/0 Ce ) = [t / " F(0)dt = af(a) - / "y,

En utilisant la question précédente, on en déduit que

f(a) a
f @)z = af(a) - / f(t)dt

0

d’ou

/0“ f(x)dz + /Of(a) f N x)dx = af(a).

Partie 1II : Application

1. (a) e Tout d’abord, pour tout = € [0, ], tan(z) > 0 donc la fonction z — y/tan(x) est
bien définie sur [0, 7).

' q

sur Ry donc x = y/tan(x) est continue sur [0, 7] comme composée d’applications

continues.

e La fonction tan est continue sur [0, 7] et la fonction racine carrée est continue



(b)

e Puisque la fonction tan est strictement croissante sur [0, 7] et la fonction racine

carrée est strictement croissante sur R, alors = — y/tan(z) est strictement croissante

sur [0, 7] comme composée d’applications strictement croissantes.

e On sait que la fonction racine carrée est dérivable sur R . Or, la fonction tan est
dérivable sur |0, 7| et pour tout x €]0, F[,tan(z) > 0 donc & + \/tan(x) est dérivable

sur |0, 7[ comme composée d’applications dérivables.

e Enfin, y/tan(0) = v/0 = 0.

On a donc bien montré que ‘ f satisfait les hypotheses de I’énoncé. ‘

™

D’apres la question 1 de la partie II, f réalise une bijection de [0, ] sur [0, f(§)] =
[0, 1].
Or, pour tout y € [0, 1], on a

y = f(z) & y=/tan(z) & y* = tan(z) & arctan(y®) = x

ol la deuxiéme équivalence est vraie par bijectivité de z — 2 sur R et la derniere
est vraie car pour tout x € [0, 7], arctan(tan(z)) = x.

Ainsi, pour tout y € [0, 1], I'unique antécédent de y par f est arctan(y?) donc

r  +— arctan(z?)

-

Puisque f satisfait les hypotheses de 1’énoncé, on peut appliquer la relation (x) et on

a
z 1(5) -
d aydr =~ f (=
| t@aes [ @ae =31 (5)
le.
7 1 T
/ tan(z) —|—/ arctan(z?)dz = —
0 0 4
donc
- 1
I=- —/ arctan(z?)dz.
4 Jo
On pose u(z) = arctan(z?),u'(z) = 20 V(z) =1etv(x) = 2.
Y 1 _'_ x47

Puisque u et v sont de classe C! sur [0,1], on peut utiliser la formule d’intégration
par parties et on obtient

1 1 2 1 2
2 2
/ arctan(z®)dz = [z arctan(z?)]) — / Y =T / U ar
0 0 1 —+ 1'4 4 0 ]. + ZU4

1 12
dott = — / arctan(x?)dz = 2/ Y dx
4 Jo 0

1+t
D’apres la question précédente, on en déduit que

1 2
1:2/ A
o 1+t

T

x
On cherche un réel a tel que pour tout réel x, 7

2
x
—=q _
+ x4 (x2—\/§x+1 224+ 2z +1

)



On sait d’apres la Partie I que pour tout réel z, 2% +1 = (22 — 2z 4+ 1) (22 ++22+1).
On a alors les équivalences suivantes :

1‘2

Vz € R < - - )
X , =qQ —
1+ 22 —V2r+1 22+V2x+1
- vxeR’&m(m‘Z—i—\/ﬁx—i—l)—x(Iz—\/§x+1) _ z?
1+ ot 1+ 24

& Vo e R, 20V 22° = 2°.

Par identification, on en déduit que 2av/2 = 1 donc |a = ——.

D’apres les deux questions précédentes, on a

2 /1( x x )d
— — x
22 Jo \22—=V2x+1 22+V22+1
1 ! 21 ! 2z
= — — dx — ————dx
22 \Jo 22—V2x+1 0o 22+2x+1
1 Loor—V2 L V2 Uo2r 442
= —( — —  dr + ———dx — ——dx
22 Jo 22 —2x+1 0o 12 —2r+1 0 24+ V2x+1
! V2
Y S
0

224+ 2x +1

Calculons ces quatre intégrales séparément.

e Pour tout € R, 22 — v/2z + 1 > 0 puisque les racines de ce trinéme du second
degré sont complexes (d’apres les résultats de la partie I) donc

/1 20 — /2
0o 22 —+2x+1

e De méme, on obtient

/1 20 + /2
0

dr = [In(z? — v2z + 1)} = In(2 — V2).

dr = [In(z® + v2z + 1))} = In(2 + V2).

2 +2x+1
e On a
! 2 ! 2 ! 2
A . R S B
0 $2—\/§$+1 0 (x_\/Ti)Q_i__ 0 (\/5113—1)24—1

2
Posons le changement de variable u = V22 — 1 donc du = v/2dz et on obtient

1 V2-1

2 d

/ Ld:ﬁ = 2/ 5 - 2[arctan(u)]‘_/%1 = 2arctan(v2—1)—2arctan(—1)
0o 22 —V2r+1 4 ur+1

donc

™

1 V2
Y2 dy =2arctan(v2 — 1) +
/0m2—\/§x—|—1 ( ) 2

e De méme,

S R O S S S
/ox2+\/§x+1dx_/o (z 4+ )2 + ! _2/0 (\/§x+1)2+1d'

1
s 3 5




Posons le changement de variable u = V22 + 1 donc du = v/2dx et on obtient

1 \/§ V2+1 du
—_—dx =2 = 2larctan(u V21 _ 2 arctan \/§+1 —2arctan(1
| o2 [ o = detanu) (VE+1)-2arctan(1)

donc

! \/5 T
——dx = 2arctan \/§+1 - —.
/0 22+ 22 + 1 ( ) 2

Finalement, on trouve

I - % (n(2~ V3 + 2arctan(v3 — 1) + T (2 + v3) + 2arctan(v3 + 1) ~ )

1 2-2 1
= o (hﬁ <2+\/§>+2arctan(\/§—1)+2arctan <ﬁ))

s
On sait d’aprés la Partie I que pour tout 2 € R%, arctan(z) + arctan(1) = 5 donc

2 arctan(y/2 — 1) 4 2 arctan <ﬁ) = .

2-vV2  (2-V2)? 4-4242
DN AT TRV, TOR, R

On en conclut que

Enfin,

7+ 1n(3 — 2v/2)

I = .
2v/2




