LyCcEE FENELON

ANNEE 2024-2025

BCPST1
A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES N°8
Samedi 10 mai 2025 (4h00)

Exercice 1 : Informatique

1. def transposee(M):

n,p=

np.shape (M)

T=np.zeros((p,n))

for

i in range(p):
for j in range(n):
T[i,j1=M[],1]

return(T)

2. def miroir(M):

n,p=

np.shape (M)

miroir=np.zeros((n,p))

for

i in range(n):
for j in range(p):
miroir[i,jl=M[i,-j-1]

return(miroir)

3. def moyenne_voisins(M,i,j):

lig,

S=0
n=0
for

col=np.shape (M)

k in range(i-1,i+2):
for 1 in range(j-1,j+2):
if k in range(0,lig) and 1 in range(0,col):
S+=M[k,1]
n+=1

return S/n

4. def supprime(M,i,j)

n,p=

np.shape (M)

nouvelle_M = np.zeros((n-1,p-1))
nouvelle M[:i,:j] = M[:i,:]j]
nouvelle M[:i,j:] = M[:i,j+1:]

nouvelle_M[i:, :j]
nouvelle_M[i:,j:]

M[i+1:,:3]
M[i+1:,j+1:]

return nouvelle_M

Exercice 2 : Espaces vectoriels matriciels

1. On a|dim(M3(R)) =3 x 3 =9|et |dim(M;;(R)) =3 x1=3.

2. Par définition, F)y = Vect(I3, A), i.e. F4 est le sous-espace vectoriel de M3(R) engendré

par I3 et A. Par propriété du cours,

F 4 est un sous-espace vectoriel de M3(R).




Ainsi, la famille (I3, A) est une famille génératrice de Fj.

e S'il existe un réel A tel que A = A3, la famille (I3, A) est liée et on a alors Fy =

Vect(13). Ainsi, I3 (qui est une matrice non nulle) forme une base de F)4 donc|dim(F,) = 1.

e S'il n’existe pas de réel A tel que A = A3, la famille (I3, A) est alors une famille libre

et génératrice de Fly : ¢’est donc une base de Fiy d’ou |dim(Fy) = 2.

3. e Soit 03; la matrice nulle de M3;(R). On a bien A x 03; = 033 x A = 03, donc
03,1 € Cy.
e Soient (M, N) € C?%, soient (\, 1) € R% Montrons que AM + uN € Cj.
Puisque (M, N) € C%, on a par propriété du produit matriciel :

et

AAM + uN) = NAM + AN = AMA + uNA = (AM + uN)A

(AM + uN)A = AMA + uNA = AM + uN,

ce qui prouve que pour tout (M, N) € C?, pour tout (A, u) € RZAM + uN € Cy.

On a donc bien vérifié que | Cy est un sous-espace vectoriel de M3(R).

4. (a)

Supposons par 'absurde qu’il existe une matrice inversible M € (4. Par définition,
ona AM = M.

En multipliant & droite cette égalité par M~!, on obtient AMM™t = MM, ie.
A = I3, ce qui est absurde car A est supposée non diagonale.

Ainsi, ‘aucune matrice de Cy n’est inversible.

Soit M € C'4 N Fy.

Puisque M € Fy, il existe (\, u) € R?, M = A3 + pA.
Puisque M € Cy4, on a

AM = M & AN +pA) = Mz+pA & ANA+pA? = Ms+pA & NA+pls = pA+M ;.

Puisque A n’est pas une matrice diagonale, il n’existe pas de réel a tel que A = als,
i.e. les matrices A et I3 ne sont pas colinéaires donc la famille (A, I3) est libre.

On peut donc identifier les ccefficients et en déduire que A = i, ce qui implique que
M= XI3+ A).

Ceci prouve que Cy N Fy C {A(I3+ A),\ € R} = Vect(I3 + A).

Réciproquement, montrons que Vect(I3 + A) C Cx N Fy.

On a clairement I3 + A € Vect([3, A) = Fy.

De plus, A(Iz + A) = A+ A> = A+ et (I3+ A)A = A+ A2 = A+ I3 donc
A+ I € Cy.

Ainsi, A+ I3 € Cy N Fy. Or, d’apres les questions 2 et 3, on sait que C'4 et F4 sont
des sous-espaces vectoriels de M3(R) donc C'4 N F4 est un sous-espace vectoriel de
M;3(R) qui contient I3 + A.

Puisque Vect(I3 + A) est le plus petit sous-espace vectoriel de M3(R) qui contient
I3+ A, on en déduit que |Cy N Fy = Vect(I3 + A).
Puisque A n’est pas une matrice diagonale, a fortiori A # —I3 donc A + I3 # 0, ce
qui permet de conclure que ‘la matrice I3 + A est une base deCy N Fly |.

A fortiori, dim(Cy N Fy) = dim(Vect(I3 + A)) = 1.

OnaJ?=(A-13)*= A% —2A+ I3 (car A et I3 commutent) donc J? = 2[5 — 2A.
On en déduit que J? + 2J = 2[5 — 2A +2A — 215 = 0.

Les réels cherchés sont donc | (a,b,c) = (1,2,0).




(d) Supposons que J est inversible. D’apres la question précédente, on sait que J*+2.J =

0

En multipliant par J~!, on obtient J 423 = 0 d’ott (A—I3)+2[3 =0, i.e. A= —1I3,
ce qui est absurde, car A n’est pas une matrice diagonale.

On en conclut que | J n’est pas inversible.

5. D’apres la question 2, puisque A n’est pas une matrice scalaire,

(I3, A) est une base de Fjy.

my1 Mi2 M13
6. Soit M = | ma1 ma2 ma3 | . On a les équivalences suivantes :
mgz1 M3z2 133
MeCy & AM =MA=M
m3z1 M32 133 mi3 Mi2 M1 mi1 Mi2 M3
= Mo1 Ma2 Moz | = | M23 Ma2 M1 | = | M21 M2z MM23
mi1 Mi2 Mi13 mgs3 M3z M3 m3a1 M3z 1MM33
my1 =Mmg3=1M13 = 1M31
~ Mi2 = M32
Mg = a3
mi1 Mi2 M1
S M= |ma1 maz ma;
mii1 Mi2 M1
1 01 010 0 00 0 00
<~ M:le 000 +m1,2 0 0 0 +m271 1 01 +m2,2 010
1 01 010 0 00 0 00
1 0 1 010 000 0 00
& M e Vect 000,100 O0),112 0 1}),10 1 0
1 01 010 000 0 00
1 01 010 0 00 0 00
donc C'y = Vect 0O0O0},{0OO0O0O)],{1 01,10 1 0
1 01 010 0 00 0 00
Montrons que ces quatre matrices forment une famille libre.
Soient (o, 3,7,d) € R* tels que
1 01 010 0 0 O 0 0O a B «
al0 0 O|+6810 0 O)J4+y|1 O 1|4+0|({0 1 0) =017 0 7| =0a==vy=9
1 01 010 0 00 0 00 a [ «

donc ces quatre matrices forment bien une famille libre, et génératrice de C'4.

1 01 010 000 0 00
Ainsi, 00O0),{00O0),{2 0 1},10 1 0 est une base de Cly.
1 01 0 10 000 000
7. Soit A € R. Echelonnons la matrice A — \5.
—-A 0 1 1 0 - 1 0 A
A-Nz=10 1-=x 0 | ™[0 1-x o | 0o 1-x o0
1 0 - A 0 1 0 O 1 — )2



e Si A =1, on obtient la matrice qui est de rang 1.

1
0
0
1 0 1
e Si A = —1, on obtient la matrice (0 2 0] qui est de rang 2.

e S5i A % {—1,1}, on a obtenu une matrice échelonnée avec 3 pivots non nuls (1,1 — X et
1 — A?) donc la matrice est de rang 3.

Finalement, on a bien prouvé que |rg(A — A\3) <3< A€ {—1,1}.

x
. Soit X = | y | . On a les équivalences suivantes :
z
0 01 T x z x 1 0
XeA cAX=X<= {010 yl=1lylelyl=ly|ler=2X=x|0|+y|1
100 z z x z 1 0
1 0
donc A; = Vect 01,11 , ce qui prouve que | A; est un sous-espace vectoriel de M3 ;(R).
1 0
1 0
Les matrices [ 0| et | 1 | n’étant pas colinéaires, on en déduit qu’elles forment une
1 0
famille libre et génératrice de A;.
1 0
Ainsi, 0,11 est une base de A; |, donc |dim(A4;) = 2.
1 0
x
. Soit X = | y | . On a les équivalences suivantes :
z
0 01 x T z —T .
XeA,cAX=-X<[010 yl=—1yl<elyl|l=1—-y @{ B
Y 0
100 z z T —z
1
SX=x2|0
—1
1
donc A_; = Vect 0 , ce qui prouve que
-1

A_; est un sous-espace vectoriel de M3 ;(R) de dimension 1

1
dont une base est la matrice 0
-1



1 0 1
10. Soit P= [0 1 0 | . Montrons que P est inversible et calculons son inverse.
1 0 -1
10 1100 10 1|1 0O 2 0 0|1
01 0fo1o ™™ lo1 oo 102201 0]o0
10 —=1]0 0 1 00 —2|-1 01 00 —2|-1
Li+3ILy 1 1
2 1 005 0 =
La+—1L: 2 2
3" 0o10/01 0
00130 —3
1 1 0 1
donc P est inversible et [P!==10 2 0
2
1 0 —1
Enfin, on a
1 1 0 1 0 01 1 0 1 1 1 0 1 1 0 -1 1
P_IAP:§O2O 010 01025020 01 0]=10
1 0 -1 100 1 0 -1 10 -1 1 0 1 0
10 0
On a donc bien montré que |P"'AP=Dlou|D= |0 1 0
00 —1

Probleme : Sous-espaces vectoriels orthogonaux

Partie I : Sommes de sous-espaces vectoriels

1. Tout d’abord, puisque G est un sous-espace vectoriel de E,0p € G donc pour tout

ue€ Fu+0g=u€ F+G, ce qui prouve l'inclusion F C F+ G. L'inclusion G C F+G
se montre de méme.

Montrons maintenant que F' + G est un sous-espace vectoriel de E.
e Puisque F et GG sont des sous-espaces vectoriels de F,0r € F'N G donc

e Soient (z,y) € (F + G)?, soient (\, ) € R?. Montrons que A\x + uy € F + G.
Il existe (u,v) € F x G tels que z = u+v et (u/,0v") € F x G tels que y = v’ +v'.
Alinsi,

A+ py = AMu+v) + plu’ +0") = Au+ pu) + (Ao + po').

Or, puisque F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, A \u + pu’ € F et Ao+ uv' € G
donc Az +py € F+G.

‘Ainsi, F + G est bien un sous-espace vectoriel de F contenant F'et G. ‘

2. (a) e Supposons que F' et G sont en somme directe, i.e. F NG = {0g}.

Soient (u,v) € F x G tels que u + v = 0g. Alors u = —v et puisque v € F, ceci
implique que v € F' donc u € FNG = {0g} d’ott u = 0g puis v = —u = 0.

o = O

o O



e Supposons que pour tout tout (u,v) € F X G, si u +v = O, alors u = v = Og.
Montrons que F' et G sont en somme directe, i.e. F NG = {0g}.

On a toujours {0} C F NG car Op appartient a tous les sous-espaces vectoriels de
E. Montrons l'inclusion réciproque.

Soit u € FNG. Alors u+ (—u) = 0g avec u € F et —u € G car u € G,
D’apres 'hypothese, ceci implique que u = Og donc FFNG C {0g} et finalement
FNG={0g}.
On a donc bien montré I’équivalence souhaitée.
e Supposons que F' et G sont en somme directe, i.e. F NG = {0g}.
Soi x € F+@G. Montrons qu’il existe un unique couple (u,v) € F'xG tel que z = u+v.
Supposons qu’il existe (u,v) € F x G et (v/,v") € F x G tels que x =u+v =u+v'.
Alorsu—u' =v —v e FNG ={0g} doncu—u =0g et v/ —v =0p, i.e. u = et
v =" d’out I'unicité du couple (u,v) € F x G tel que x = u+ v.
e Supposons que pour tout x € F' + G, il existe un unique couple (u,v) € F' x G tel
que r = u + 0.
Montrons que F' et GG sont en somme directe.
Soient (u,v) € F' x G telsque u+v =0 = 0g + Op .

—~  ~~

er eG
D’apres 'hypothese d'unicité, on a nécessairement u = O0g et v = Op.
On a donc prouvé que si (u,v) € F X G avec u+ v = O, alors u = v = Og, ce qui
prouve d’apres la question précédente qu F' et GG sont en somme directe.

On a donc bien montré I'équivalence voulue.

e Montrons que la famille (fi,..., fp, 91, - ., g,) est une famille génératrice de F & G.
Soit x € FF @ G. 1l existe (u,v) € F x G tel que x = u + v.
Puisque (f1,..., f,) est une famille génératrice de F' (puisque c’en est une base), il

p
existe des scalaires (A1,...,\,) € R tels que u = Z i fi.

i=1
De méme, puisque (g1, ..., g,) est une famille génératrice de G (puisque c’en est une

q
base), il existe des scalaires (1, ..., ity) € R? tels que v = Z 1ig;
j=1

p q
DOHC$:U+U:Z)\ifi+ZMjgj € Vect(fi, ..., fos G151 9q)-

i=1 j=1
Ainsi, F & G C Vect(fi,..., fp, 01, .-, 9,) et Iautre inclusion est immédiate puisque
pour tout i € [1,p], fi € F C F & G et pour tout j € [1,¢],9; € G C F&G.

On a donc F' & G = Vect(fi,..., fps 01, .,9,) donc la famille (f1,..., fp. 91,---,9q)
est génératrice de F' & G.

e Montrons que la famille (fi,..., f,, g1, ..., 9,) est une famille libre.

p q

Soient (A1,...,A,) € RP et (p1,...,p1,) € R? tels que Z)‘ifi + Z,ujgj =0g.
i=1 j=1

Il faut montrer que pour tout ¢ € [1,p], A; = 0 et pour tout j € [1,¢], pr; = 0.

p q
Posonsu:Z)\ifi € Fet v:Zujgj eq.
i=1

j=1
On a alors u+v = 0g et puisque F' et G sont en somme directe, ceci implique d’apres



la question 2.a) que u = v = O i.e.

p q
Z Aifi=0g et Zﬂjgj = Op.
-1 =1

Or, les familles (f1, ..., fp) et (g1, - - ., g,) sont libres (puisque ce sont des bases de F' et
de G respectivement), donc pour tout i € [1,p], \; = 0 et pour tout j € [1,q], u; = 0.
La famille (fi,..., fp,91,--.,9,) est donc bien une famille libre de F' & G, en plus
d’étre génératrice.

La famille (f1,..., fp, 91, -, 9gq) est donc une base de F' & G.

On a trouvé en question précédente une base de F' @& G a p + ¢ éléments donc
dim(F @ G) = p+ ¢ = dim(F) + dim(G).

La famille (fi,..., f,) est une famille libre de E puisque c’est une base de F. On a
nécessairement p < n puisque dim(£) = n donc toute famille libre de £ a au plus n
éléments.

D’apres le théoreme de la base incomplete, il existe des vecteurs (fpi1, ..., fn) tels

que | (f1,- ., fn) forme une base de F'|.

e Tout d’abord, montrons que F'+ H = E. On a de fagon immédiate I'inclusion
F + H C E. Montrons 'autre inclusion.

Soit x € E. Puisque (f1,..., f,) est une base de E, il existe des scalaires (uniques)
(A, .., A\n) € R™ tels que

xzz)\kfk Z)\kfk+ Z e F+H
=1

k=p+1
——
er cH

d’ou l'inclusion £ C F' + H et donc I'égalité £ = F + H.
e Montrons que F' et H sont en somme directe. On a déja que £ = F 4+ H et d’apres

Iitem precedent pour tout x € FE, il eX1ste des scalaires umques (A,..,\) €R?
tels que = = Z)\kfk En posant u = Z)\kfk e Fetov= Z M fr € H, le couple
k=1 k=1 k=-+1

(u,v) est alors I'unique couple de F' x H tel que z = u + v.
D’apres la question 2.b), ceci implique que F' et H sont en somme directe et on a

donc bien .

e Montrons que '+ H = '+ (G. Puisque H C G, on a clairement I'inclusion
F+H={u+v|(u,v) e Fx H} C {u+v|(u,v) € FxG} =F+G.

Montrons que FF+G C F' + H.

Soit x € F + G, i.e. il existe (u,v) € F x G tels que x = u + v.

Puisque G = (FNG) @ H, il existe (f,h) € (FNG) x H tel que v = f + h.

Ainsi, z = u+ f + h. Or, (u, f) € F? donc u + f € F puisque F est un sous-espace
vectoriel de £. On en déduit que

r=(u+f)+_h €F+H,

——
€F €eH



ce qui prouve l'inclusion '+ G C F' + H et donc I'égalité '+ H = F + G.
e Montrons que F' et H sont en somme directe, i.e. F'NH = {0g}.
Puisque H C G,ona H=HNG donc FNH =FN(HNG)=(FNG)NH ={0g}
puisque F'N G et H sont en somme directe par hypothese.
Finalement, on a bien ‘F e H=F+ G.‘

(b) D’apres la question 3.0), dim(F@®H) = dim(F)+dim(H) donc puisque F'+G = FOH,
on a dim(F + G) = dim(F) + dim(H).
Par ailleurs, puisque (FNG) @& H = G, on a dim(F NG) 4+ dim(H) = dim(G) d’ou
dim(H) = dim(G) — dim(F N G).
Ainsi, il vient |dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Partie II : Orthogonal d’un sous-espace vectoriel de R?

1. ¢(0,0,0) € F* puisque pour tout u = (x,y,2) € F, (z,y, 2) - (0,0,0) = 0.
e Soient (u,u’) € (F*)?, soient (A, 1) € R% Montrons que A\u + pu’ € F*.
Soit v € F. Par bilinéarité du produit scalaire, on a

Au+ pau') v = Xu-v) + plu - v).

Or, (u,u') € (F+)* donc u-v=1u'-v=0dou (\u+ pu') - v =0 et ce pour tout v € F.
Donc \u + pu’ € F*.

On a donc bien montré que | Frest un sous-espace vectoriel de R?.
2. (a) @ On a clairement {(0,0,0)}+ C R3.

D’autre part, pour tout (z,y, z) € R?, (z,v, 2)-(0,0,0) = 0 donc (x,y, 2) € {(0,0,0)}+,
ce qui implique que R® C {(0,0,0)}*. Finalement, | {(0,0,0)}*+ = R
Ainsi, si dim(F) = 0,dim(F*) = 3 donc dim(F) + dim(F+) = 3.
e On a (0,0,0) € (R*)* puisque (R3)L est un sous-espace vectoriel de R3 donc
{(0,0,0)} € (R*)*+. Montrons l'inclusion réciproque.
Soit (x,y,2) € (R*)*. Alors pour tout v € R?, (x,y,2) - v = 0 donc en particulier,
(r,9,2) - (z,y,2) =0, ie. |[(z,y,2)]|> =0 dou (z,y, z) = (0,0,0).
on a donc bien I'égalité | {(0,0,0)} = (R*)™.
Ainsi, si dim(F) = 3, alors dim(F*) = 0 donc dim(F) + dim(F*+) = 3.

(b) Soit (a, b, ¢) un vecteur non nul de R?. Soit F' = Vect(a, b, ¢). On a alors les équivalences
suivantes :

(z,y,2) € F+r & VYA€ R, Na,b,¢) - (2,y,2) =0 < ax + by +cz = 0.

(’est une équation cartésienne d’'un plan de R? et donc dim(F*) = 2.

Ainsi, F* est le plan de R? d’équation cartésienne ax + by + cz = Oet dim(F*) = 2.
On en déduit que si dim(F) = 1, alors dim(F*) = 2 donc dim(F) + dim(F+) = 3.

axr + by + cz
dx+by+dz

(¢) Soit (z,y, z) € F+. Alors (x,y, 2)-(a,b,c) = (x,y,2)-(a’, 1/, ) = 0 donc {
ar+by+cz = 0
dr+by+cdz = 0 °
Soit t € F. Tl existe (\, ) € R? tel que t = Au + pw.

Réciproquement, soit (z,y,2) € R? tel que {



On a alors

(l’,y,Z)'t = (xayaz)<>‘u+luv)
= (2,9,2) - (Aa+ pa', b+ pb', Ae + pc’)
= MNaz+by+cz) +plde+by+dz)

Ainsi,

ar+by+cz = 0
dr+by+cdz = 0

(z,y,2) € F+ si et seulement si {

On reconnait un systéme d’équations cartésiennes d’une droite de R? (puisque les
vecteurs (a, b, c) et (a/,V, ') ne sont pas colinéaires) donc

dim(F+) = 1.

On en déduit que si dim(F) = 2, alors dim(F+) = 1 donc dim(F) + dim(F*) = 3.

D’apres les questions précédentes, on a vérifié que si dim(F') € [0, 3], alors
dim(F) + dim(F+) =3

donc

pour tout sous-espace vectoriel F'de R? dim(F) + dim(F+) = 3.

e Montrons que F' et F* sont en somme directe.
Soit (x,y,2) € F N FL. Alors (z,y, z) est orthogonal & tout vecteur de F' donc en

particulier a lui-méme, i.e.
||(JZ, Y, Z)||2 = <m7 Y, Z) : (l’, Y, Z) =0

d’ot (z,y, 2) = (0,0,0), ce qui implique que FNE+ = {(0,0,0)} (I'inclusion {(0,0,0)} C
F N Ft étant immédiate).
e On a alors d’apres la question 3.b) de la premiere partie,

dim(F @ F*) = dim(F) + dim(F+) = 3

d’apres la question précédente.
Ainsi, F @ F* est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 3.

Nécessairement, | F @ F+ = R3.

Soit u € F. Par définition, pour tout v € F+,u-v = 0 donc u € (F1)*, ce qui prouve

Vinclusion | F C (F)*.

D’apres la question 3.a), on a dim(F+) = 3 — dim(F).

D’apres la méme question appliquée & Uespace F*, on a dim(F*) + dim((F+)+) =3

donc dim(F*) = 3 — dim((F+)1).

Ainsi, 3 — dim(F) = 3 — dim((F*)+) d’ou dim(F) = dim((F+)1).

Puisque { . g < : (F)"
dim(F) = dim((F+)4)

Supposons que F C G. Soit u € G*.

Pour tout v € F, alors v € G donc u-v = 0, ce qui prouve que u € F*+ d’ott I'inclusion

, on en déduit que | F = (F*)*.




(b) eOna F C F+G et G C F+G donc d’apres la question précédente (F+G)+ C F+
et (F+G)t Cc Gt done (F+G)t Cc FAnGt.
e Montrons l'inclusion F+ NG+ C (F + G)*.
Soit u € FXNG*. Soit x € F+ G. Il existe (f,g) € Fx G telquex = f+getona
v-r=u-(f+g)=u-f+u-g.
Puisque u € F*,u- f = 0. De méme, puisque v € G+, u-g=0doncu-f+u-g=0,
i.e. u-z =0, et ce pour tout x € '+ G donc u € (F + G)*.
Ceci prouve l'inclusion F-NG* C (F4G)* et donc 'égalité | (F + G)F = F- NG~
(c) En appliquant la question précédente & F'+ et G, on trouve

(FJ_ + GJ_)J_ — (FJ_)J_ N (GJ‘>J‘.

Or, d’apres la question 4.b), (F1)t = F et (GY)* = G d'ou
(F-+GH*t=Fna,
d’ol1 en prenant l'orthgonal de ces deux espaces
(Fr+GHH =(FnG)*"

et encore en utilisant la méme question, on en conclut que

Fr+ Gt =(FnaG)*.

Partie III : Etude d’un exemple
1.(a) On a
= {(z,y,2) € R*|2x — 3y + 52 = 0}

2 5)
z,y,2) € Ry = 37+ 32}

at

(et )]

{ (,2,0)4—2( ) (xz)eRQ}
= Vect 1,%,0 ( >}

= [Vect {(3,2,0),(0,5,3)} .

La famille (3,2,0), (0,5,3) est une famille libre (car les deux vecteurs ne sont pas

colinéaires) et génératrice de F : c’est donc une base de F' d’ou |dim(F') = 2.

(b) D’apres la question 2.¢) de la partie précédente, F'* est la droite d’équations cartésiennes

3r+2y = 0 N y = 75—%$

donc (z,y,z) € F* si et seulement si (z,y, z) = (v, =3z, 2x) = (1, -3, 3) donc

35
F+ = Vect <1, —5 §> = Vect (2,-3,5) |

Le vecteur (2, —3,5) est alors une base de F'* et |dim(F*) = 1.




2. (a)

On a

= {(z,y,2 ) € R¥*z + 3z = 0}

= {(z,y,2) € R3|x = -3z}

= {(-3z,y,2 ,z) € R?}

= {y 0,1,0)+z( 3,0,1), (z,2) € R*}
= |Vect{(0,1,0),(-=3,0,1)}

La famille (0,1,0),(—3,0,1) est une famille libre (car les deux vecteurs ne sont pas

colinéaires) et génératrice de G : c’est donc une base de G d’ou |dim(G) = 2.

D’apres la question 2.c) de la partie précédente, G+ est la droite d’équations cartésiennes

Yy =0 y = 0
{—Sx—l—z:O (:){z:?)x

donc (z,y,z) € G+ si et seulement si (z,y, 2) = (2,0,3z) = 2(1,0,3 donc

G+ = Vect (1,0,3) |

Le vecteur (1,0, 3) est alors une base de G* et |dim(G*) =

Soit (z,y,2) € F- NG+,
Puisque (z,y, 2) € F*, alors il existe A € R tel que

(x,y,2) = A(2,—3,5) = (2\, —3X,BA).
Puisque (z,y,2) € G+, alors il existe u € R tel que

(z,9,2) = u(1,0,3) = (1, 0,3p).

On obtient alors le systeme

2\ =
=3\ = 0 ©A=u=0
SN = 3u

donc (z,y,2) = (0,0,0).

Ceci prouve que F-NG* C {(0,0,0)} et puisque I'inclusion réciproque est immédiate,
on en conclut que | F+- NG+ = (0,0,0).
D’apres la question 5.b) de la partie précédente, on a (F+G)*+ = FNG* = {(0,0,0)}
d'ott (F + G)*)* ={(0,0,0)}* =R?

Puisque ((F 4+ G)*)t = F + G d’aprés la question 4.b) de la partie précédente, on en
déduit que ‘F +G =R ‘

Si la somme était directe, on aurait

3 = dim(R?) = dim(F + G) = dim(F) + dim(G) = 2 + 2 = 4,

ce qui est absurde!

‘F et G ne sont donc pas en somme directe. ‘




(c) Puisque F' = Vect {(3,2,0),(0,5,3)} et G = Vect {(0,1,0),(—3,0,1)}, on a alors

R? = F + G = Vect {(3,2,0),(0,5,3),(0,1,0), (—3,0,1)}.

La famille ((3,2,0),(0,5,3),(0,1,0),(=3,0,1)) est donc une famille génératrice de R*,

On peut alors en extraire une base.

Montrons par exemple que la famille (3,2,0),(0,1,0),(=3,0,1) est une base de R?,

en montrant qu’elle est libre.
Soient (a, 3,7) € R? tels que

3a—3y = 0

a(3,2,0)4 8(0,1,0)+4(=3,0,1) = (0,0,0) & { 2a

+8 = 0 a==v=0.

v =0

La famille (3,2,0),(0,1,0),(—3,0,1) est donc libre, |et puisqu’elle est constituée de

trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension

3, | c’est une base deR®. ‘

On a les équivalences suivantes :
20 -3y +52z = 0 y = —%z B 1
(x,y,z)EFﬂG(:){ x4+ 3z = 0 <:>{ r = —3» @(QT,y,Z)—Z( 37 371)

1
donc | FFN G = Vect (—3, —3 1) = Vect(9, 1, —3).

Le vecteur (9,1, —3) est alors une base de F'N G et

dim(FNG) = 1.

On pouvait prévoir ce résultat en utilisant la formule de Grassmann qui donne

dim(F N G) = dim(F) + dim(G) — dim(F + G) = 2 + 2 — dim(R?) = 1.

Montrons que ((9,1,—3),(3,2,0)) est une base de F.
Tout d’abord, (9,1,-3) € FNG C F et (3,2,0)
question de cette partie.

€ F comme vu a la premiere

La famille est libre puisque les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. C’est une famille

libre a deux éléments de F' qui est de dimension 2 donc

((9,1,-3),(3,2,0)) est une base de F.

D’apres le théoreme de la base incomplete, il est possible de trouver un troisieme

vecteur pour former une base de R3.

On sait que F' @ F+ = R? d’apres la question 3.(b) de la partie II.
Puisque ((9,1, —3), (3,2, 0)) est une base de F et que (2, —3, 5) est une base de F-, on
en déduit grace a la question 3.(a) de la Partie II que ((9,1, —3), (3,2,0), (2, -3,5))

est une base de F @ F* donc

((9,1,-3),(3,2,0), (2, —3,5)) est une base de R>.




