Statistique descriptive

24.1 Statistique univariée

24.1.1 Définitions

Une étude statistique univariée consiste a traiter des données mesurées, qu’elles soient quan-
titatives (age, taille, poids, précipitations, températures, longueurs, sommes d’argent...) ou qua-
litatives (sexe, couleur, opinion...). Ces données sont apelées des caracteres, ou des variables.

Définition 1

e [’ensemble d’objets ou de personnes sur lequel porte une étude statistique est appelé
population.

e Un élément de cette population est appelé un individu.

o [’effectif d’une population est le nombre d’individus total de cette population.

e La fréquence d’un caractere est le nombre d’individus possédant ce caractere divisé par
Peffectif total de la population.

e Une variable est dite discrete si elle ne prend que des valeurs isolées (par exemple des
nombres entiers, comme pour les ages).

e Une variable est dite continue si elle peut prendre toutes les valeurs d’un intervalle
(comme pour les précipitations, la température, ou plus généralement toute mesure d’une
grandeur physique).

24.1.2 Description d’une série statistique discrete

Considérons un effectif de taille n et une série statistique (x1,...,x,) portant sur un ca-
ractere discret x, ot pour tout 7 € [1,n], z; désigne la valeur du caractére mesurée pour I'individu
i.

On peut présenter les données sous forme d’un tableau en regroupant les différentes valeurs
du caratere prises par la population : si {z1,...,2,} = {y1,...,yp} avec y1 < y2 < -+ < Yp,
alors on peut écrire

’ Caractere ‘ Effectif ‘

Y1 ny
Y2 n2
Yp p
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ou pour tout ¢ € [1,p],n; est le nombre d’individus pour lesquels le caracteére prend la valeur

p
y; et an =n.
k=1

On représente généralement ces résultats sous la forme d’un diagramme a batons.

Définition 2: Fréquence

Avec les notations précédentes, la fréquence du caractére y; est f; = —.
n

P
Remarque 1. On a alors Z fi=1.

i=1

Exemple 1. Dans une classe de 15 éleves, on releve les notes suivantes au dernier devoir de
mathématiques :

’ Note \ Nombre d’éleves ‘

10
12
14
18

= O

On a alors les fréquences suivantes :

’ Note \ Fréquence

%
4 1
E L

15

Définition 3: Effectifs et fréquences cumulés croissants

e Avec les notations précédentes, on définit pour tout i € [1,p] les effectifs cumulés

croissants )
(3

Nz’ = E n;.
k=1

Autrement dit, NV; représente le nombre d’invidus pour lesquels la valeur du caractere est
inférieure (ou égale) a y;.
e On définit de méme les fréquences cumulés croissants

F; = Z fi-
=1

Exemple 2. Avec I'exemple précédent, on obtient

’ Note ‘ Effectifs cumulés croissants

10 4
12 10
14 14
18 15

Année 2024-2025 2/8 Alex Panetta



BCPST1 Lycée Fénelon

’ Note \ Fréquences cumulées croissantes

10 ke
12 2
14 1=
18 1

24.1.3 Description d’une série statistique continue

Prenons 'exemple de la taille d’éleves dans une classe de 14 éleves.

’ Taille (cm) ‘ Effectif

[150, 160] 2
[160, 170] 6
[170, 180] 5
[180, 190] 0
[190, 200] 1

On dit qu’on a regroupé les caracteres par classes.
On représente généralement ces résultats sous la forme d’un histogramme.

On définit alors comme précédemment les effectifs cumulés croissants et les fréquences cu-
mulées croissantes.

24.1.4 Caractéristiques empiriques de position

Définition 4: Mode

Le mode d’une série statistique est le caratére (ou la classe de caracteres) le plus
fréquemment atteint.

Exemple 3. e Dans I'exemple des notes dans la classe de 15 éleves ci-dessus, le mode est la
note 12.

e Dans le cas des tailles, on dit que la classe modale est l'intervalle [160, 170].

Définition 5: Moyenne

n
. . 1
La moyenne d’une série statistique z = (z1,...,2,) est T = — E 985
n
i=1

Remarque 2. Si{z1,...,2,} ={y1,...,yp} avec y1 < y2 < --- < y, d’effectifs respectifs n; et
de fréquences respectives f;, on a

T =

S|

p p
> nyi =Y fiie
i=1 i=1
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Définition 6: Médiane

Soit (z1,...,x,) une série statistique avec x; < xg < -+ < Ty
e Sin = 2p+ 1 est impair, alors on définit la médiane de la série statistique x par la
valeur

M = Lp41-

e Si n = 2p est pair, alors on définit la médiane de la série statistique x par la valeur
1
M = 5 (zp + zpt1)-

Autrement dit, la médiane est la valeur du caractere qui partage l'effectif en deux.

Exemple 4. Reprenons 'exemple des notes du devoir de mathématiques. La classe étant
constituée de 15 éleves, la médiane est la 8eme note dans l'ordre croissant. En considérant
les effectifs cumulés croissants, on constate que la médiane est M = 12.

24.1.5 Caractéristiques empiriques de dispersion

Définition 7: Variance et écart-type

Soit = (z1,...,x,) une série statistique.

1. On définit la variance s2 de la série = par

1 n

2. On définit I'écart-type s, de la série x par

Sz = \/S2.

Remarque 3. e La variance de la série statisque x est en fait la moyenne de la série statistique

(x — )2

e Onas?=0<«Viec[l,n],z; =7 donc une série statistique est de variance nulle si et
seulement si elle est constante égale a sa moyenne.

On retrouve la formule de Konig-Huyens vue en probabilités :

Proposition 1: Formule de Konig-Huygens

Soit = (x1,...,x,) une série statistique.
Alors

s2 =22 — 72
ot 2 est la série statistique 22 = (23,...,22).
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Définition 8: Quartiles et déciles

Soit = (1, ...,x,) une série statistique avec x; < g < -+ < .

e Les quartiles de x sont trois valeurs de caracteres qui découpent la série x en quatre
effectifs égaux : le premier quartile est la valeur séparant le quart constitué des plus
faibles valeurs du reste, le deuxieme quartile est la médiane, et le troisieme quartile est
la valeur séparant le quart constitué des plus fortes valeurs du reste.

e De méme, les déciles de x sont 9 valeurs découpant la série statistique en 10 effectifs
égaux.

Remarque 4. On représente souvent les quartiles d’une série statistique dans une boite a
moustaches.

Exemple 5. Reprenons I’exemple des notes du devoir de mathématiques. La classe est constituée
de 15 éleves et 15/4 = 3,75. On arrondit a l'entier du dessus pour trouver le premier quartile :
c’est la 4éme note obtenue dans l'ordre croissant, c¢’est a dire 10. (Ici, le minimum et le premier
quartile sont confondus.)

Le troisieme quartile est alors la 12eme note obtenue dans 1’ordre croissant, c’est a dire 14.

24.2 Statistique bivariée

24.2.1 Nwuage de points et point moyen

Dans certaines situations, il peut étre intéressant d’étudier une série statistique double de
taille n portant sur deux caractéres quantitatifs x et y (la taille et 1’dge, la pression et la
température...).

Dans ce cas, on représente les données par un n-uplet d’éléments de R%((x1,%1), . .., (Zn, Yn)).

On représente graphiquement ces données par un nuage de points de RZ.

Définition 9: Point moyen d’un nuage de points

On reprend les notations précédentes.

Soit (24, ¥i)1<i<n Une série statistique bivariée.

Soient T et 7 les moyennes respectives des séries statistiques (x;)1<i<n €t (¥i)i<i<n-
On appelle point moyen du nuage de points (z;,¥;)1<i<n le point (Z,7).

24.2.2 Covariance et cecefficient de corrélation

Définition 10: Covariance

Soit (x4, y;i)1<i<n une série statistique bivariée.
On appelle covariance de la série (z,y), notée sy, le nombre

oy == Y (@~ D)y~ )
i=1

ou T et y désignent les moyennes respectives des séries statistiques (2;)1<i<n €t (¥i)i1<i<n-

Remarque 5. e La covariance s;, est en fait la moyenne de la série statistique univariée

(i — T)(yi — U))1<isn-

e Siy =2, ona s, = s, cest a dire que la covariance de la série (z,z) est égale & la

variance de z.
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Proposition 2

Soit (xi,yi)1<i<n une série statistique bivariée.
Alors

Sy =TY—T X T

ou Ty désigne la moyenne de la série statistique (;y;)1<i<n.

Démonstration. On a

1 n
Spy = EZ(JWZ/@‘—JU@—T%—I—TX?)
=1
n 1 n 1 n 1 n
= D wyi—Yo ) wi—T_ Y yit Y TXJ
" i=1 =1 " i=1 n i=1

Définition 11: Ceefficient de corrélation

Soit (24, Yi)1<i<n une série statistique bivariée.

On suppose que les séries statistiques z = (z;)1<i<n €t ¥ = (¥i)1<i<n sont d’écart-types
sz et s, non nuls.

On définit alors le ceefficent de corrélation de la série (z,y) par

i.e. la covariance de (z,y) divisée par le produit des écart-types de x et y.

Remarque 6. On a toujours 74, € [—1,1].
n

S (@i~ 7)(yi - )

=1

En effet, ryy = et I'inégalité |1y, | < 1 découle de I'inégalité de

Cauchy-Schwarz.

Exemple 6. Soit © = (z1,...,x,) une série statistique. Soit (a,b) € R* x R. On considere la
série statistique y = ax + b = (ax1 +b,...,ax, +b).
Ona sy =77 —Tx§=xz(ax +b) — T x ax + b = az? + b7 — a@> — bT = a(2? — 7°) = as?.
D’autre part,

512/ = (ax +b)? —az + b = a2a? + 2abz + b2 — (aT + b)? = 022 + 2abT + b* — a’T° — 2abT — b

d’ou 35 = a’s? puis s, = |als,.
. Szy as? a 1 sia>0
Ainsi, 75y = = 5= 1 s 0
szSy  lals?  |al sia <

24.2.3 Ajustement affine selon la méthode des moindres carrés

Soit (x4, yi)1<i<n une série statistique bivariée.
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On suppose qu’il existe un couple (i, j) € [1,n]? tel que x; # z;, c’est a dire que les points
ne sont pas tous alignés sur une droite verticale.
On se propose de trouver la droite d’équation y = ax + b qui approche au mieux le nuage

de points (z;, yi)1<i<n-
Nous allons chercher pour cela les réels (a,b) € R? qui minimisent la somme

> (yi — (azi + )™

i=1
C’est la somme des carrés des distances de chaque point du nuage de points au point de la

droite de méme abscisse.
On admet P'existence d’un tel couple (a,b). La droite d’équation y = ax + b est alors appelée

droite de régression linéaire de la série statistique (x,y).

Considérons la fonction f : (a,b) — Z (az; + b))?.

=1
Cette fonction est de classe C! sur R? et pour tout (a,b) € R?, on a

n
Z —2x;(y; — (ax; + b)) —2aZfE +2mel—2Zx1yz
i=1

et
n

—2(y; — (azx; + b)) —2a2x1+2bn—22y2
=1 =1

or _9f _ 0, d’out

Si (a,b) est un minimum de f, alors —— p il e

=1

54

n n n
aZx +bzxz = Zfl:zyz 29612 sz szyz
i=1 i=1 i=1 <a> _
aZxZ—i—bn = Zyi- sz n Zyz
i=1 i=1

n
2
2t D w
=1 =
n
E Z; n
i=1

n E L~ g | =n*|— g w7 — | = g x; = n?(22 — 7°) = n’s>.
=1 =1 =1 1=1

Or, on a supposé que la série  n’était pas constante donc s2 > 0 ce qui implique que le systeme

Le déterminant de la matrice

est de Cramer et on a alors
n n - n
) doal Y om Z iy , O AN
_ | i=1 i=1 _ i=1 i=1
Zl'i n Zyz —Zﬂfi Z% Z?Jz
i=1 ; = i=1

d’ou
1 ¥ S TY—-T XY 8
— ) | = A
@= 322 nYy wiyi—Y @Y yi| = 52 =2
i=1 =1 =1 x z
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et

SzyT

2
T

ys: — (TY —T X Y)T
s2

S

722 —7%) — T x T+ TY

2
Sz

(y22 — T x 77)

S »
' &m"‘

. . , . . p . . Sx
Finalement, la droite de régression linéaire recherchée a pour équation y = ax + b avec a = Ty
s
x

et b=9y—ax.
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