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Jeudi 12 juin 2025 (4h00)

Exercice 1 : Les nombres complexes au renfort des équations
différentielles

1. (a) D’apres la formule d’Euler, on a pour tout z € R :

i _ ,—ix 1 ) ) ) ) 1
sin®(z) = (i) = —5(63”—36”—{—36_”‘—6_3”) = —g(% sin(3x)—6i sin(x))
i i

1
d’olt | pour toutz € R, sin®*(z) = 1 sin(x) — 1 sin(3z).

(b) En primitivant x +— sin(x) et x + sin(3z), on en déduit que la fonction

1 .
T = cos(x) + P cos(3z) est une primitive de z +— sin®(z) sur R.
2. e Résolvons d’abord ’équation homogene
2z
H):Vz e R,y (z) — =0.
(H) : Vo € R y/ () — 1osy(0)

Soit a : x — — Une primitive de a sur R est A : z — —In(1 + z?). L’ensemble

1+ a2
des solutions de (H) sur R est donc

Su={y: x>y =X NeR}={y:z—yz) = A7)\ e R}
d’ou
Sy ={y: 2~ y(x) = \1+2%),\cR}.
e Trouvons une solution particuliere de (£) sur R en utilisant la méthode de variation
de la constante, ce qui revient a chercher une solution particuliere de (E) sur R sous la
forme y(z) = A\(z)(1 + z?%), ol A est une fonction dérivable sur R.
On a alors les équivalences suivantes :

(@) = (1) s (2)

& Vo e RN (2)(1 4 2%) + 22\ (2) — 20\ (2) = (1 + 2°) sin’ ()
& Ve R, N (z) = sin’(z).

Il suffit donc de trouver une primitive de x + sin®(x). D’apres la premiere question, on

yeSg & VreR y(x)—

1 3
peut poser pour tout z € R, A(x) = — cos(3z) — - cos(z).

12 4
1
On obtient donc y : x — (1 + 2?) (E cos(3z) — 1 cos(x)) comme solution particuliere

de (E) sur R.

D’apres le théoreme de structure des solutions d'une équation différentielle linéaire du
premier ordre, on en déduit que I'ensemble des solutions de (F) sur R est

Sp— {y o y(z) = (14 22) (/\+ %COS(Bx) _ zcos@)) e R}.
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Exercice 2 : Hyperplans en dimension finie (ou P’algébre
linéaire au renfort de la géométrie)

1. (a)

(b)

e Montrons que la famille (eq, ..., e, 1,u) est libre.
n—1
Soient (aq,...,a,) € R" tels que Z ager + apu =0 (*).
k=1
n—1
. 1 _1
Sia, #0,onau= ——Zakek € H (car (e1,...,e,-1) € H" ! et H est un sous-
Ay “—
espace vectoriel de E donc stable par combinaisons linéaires) ce qui est absurde.
n—1
Ainsi, on a nécessairement a, = 0 et la relation (x) devient Zakek = 0. Or, la
k=1
famille (eq,...,e,_1) est libre puisque c’est une base de H, ce qui implique que pour

tout k € [1,n — 1], ar = 0 et finalement pour tout k € [1,n], ax = 0 donc la famille
(e1,...,€n_1,u) est libre.
C’est une famille libre constituée de n vecteurs dans E qui est un R-espace vectoriel

de dimension n, ce qui permet de conclure que | (eq,..., e, 1,u)est une base de E.

Soit z € F. Montrons l'existence et 'unicité du vecteur h € H et du scalaire A € R
tels que x = h + Au.

Existence : D’apres la question précédente, (eq, ..., e, 1,u) est une base de E donc
n—1

il existe des scalaires (ag,...,a, 1, A) € R" tels que x = Z arer + Au.
k=1

n—1

Posons h = Zakek. Alors h € H puisque (eq,...,e,_1) est une base de H et on a

k=1

bien z = h + A\u.

Unicité : Supposons qu'il existe (h, /) € H? et (A, \) € R? tels que
x=h+u="n+ \Nu.

1
Onaalorsh—h =N —=XNu. SiN—-X#0,onau= X_)\(h—h’)GH,Cequi

est absurde par définition de u. On en déduit que ' — A = 0, d’ou A = X, ce qui
implique que h —h' =0, d’ou h = }’.

On a donc bien prouvé qu’

‘il existe un unique h € H et un unique A € R,z = h + Au. ‘

Soit ¢ € L(E,R) non nulle. L’ensemble Im(p) est un sous-espace vectoriel de R
donc dim(Im(p)) < dim(R) = 1. Ainsi, dim(Im(g¢)) = 0 ou 1. Puisque ¢ n’est pas
I'application nulle, dim(Im(y)) # 0 donc nécessairement dim(Im(yp)) = 1.

Puisque E est de dimension finie, on a d’apres le théoreme du rang

dim(E) = dim(ker(¢)) + dim(Im(¢p))

d’ott dim(ker(p)) = dim(E) — dim(Im(gp)) = n — 1, ce qui prouve que

ker(p) est un hyperplan de E.

Soit H un hyperplan de E. Soit v € F'\ H.
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On a montré en question 1 que pour tout x € F, il existe un unique h € H et un
unique A\, € R tel que x = h + A\ u.

Considérons 'application
EFE — R

S0::1:r—>)\35’

qui est bien définie sans ambigiiité, puisque pour tout x € FE, le scalaire )\, est
uniquement déterminé.

e Montrons que ¢ est une forme linéaire non nulle sur E.

Soient (x,y) € E2. 1l existe des uniques vecteurs (h, ') € H? et des scalaires uniques
(Aes Ay) € R tels que . = h+ M\u et y = W/ + Au.

Soient (o, ) € R2.

On a alors ax + By = ah+ Bh' + (aX, + SA,)u avec ah + fh' € H puisque H est un
sous-espace vectoriel de E et a), + A, € R.

Par définition de ¢, on a alors p(ar + fy) = al, + BN, = ap(z) + Be(y), ce qui
prouve que ¢ est linéaire.

De plus, ¢ est non nulle puisque p(u) = 1.
e Montrons que H = ker(¢p).

Soit x € H. Alors il existe h = x € H tel que 2 = h+0xu donc A\, =0, i.e. p(z) =0
donc z € ker(y). Ceci prouve l'inclusion H C ker(yp).

Réciproquement, soit = € ker(y). Ainsi, A, = ¢(z) = 0 donc il existe h € H tel que
r=h+0xu=he H. Ceci prouve I'inclusion H C ker(y).

Finalement, on a bien montré I'existence d’une forme linéaire non nulle ¢ € L(E,R)
telle que | H = ker(y).

(¢) Soit H un hyperplan de R™. D’apres la question précédente, il existe une forme
linéaire non nulle ¢ € L(R™, R) telle que H = ker(yp).

Soit B = (ey, ..., e,) la base canonique de R™ et soit C = (1) la base canonique de R.
Soit Matgc(p) = (a1 ... an) € My,(R) la matrice de ¢ dans la base canonique
ou pour tout k € [1,n],ar = p(ex). Puisque ¢ n’est pas identiquement nulle, les
(ax)o<k<n ne sont pas tous nuls.

L1
Soit x = (x1,...,x,) € R™ Alors Matg(z) = | ... | donc

Ty

Matc(p(z)) = Matgc(p)Matg(z) = (a1 ... an) | ... | = (i, axar)

n
d’ou pour tout (z1,...,2,) € R" o(x) = Zakxk.
k=1
On a donc bien

H =ker(y) = {(x1,...,2,) € R"| iakxk = 0}, avec (ag,...,a,) # (0,...,0).

k=1

3. e Supposons qu’il existe A € R* tel que pour tout z € E, p(x) = \p(z).

Soit x € ker(¢)). On a p(x) = Mp(x) = 0 donc x € ker(yp), ce qui prouve l'inclusion
ker(¢)) C ker(yp).



Or, d’apres la question 2.(a), puisque ¢ et ¥ sont des formes linéaires non nulles sur
E ker(p) et ker(¢)) sont des hyperplans de E donc dim(ker(y)) = dim(ker(¢))) =n — 1.

o ker (1)) C ker(¢p)
Ainsi, on a { dim(ker(¢)) = dim(ker(v

e Supposons que ker(¢) = ker(¢). Notons H cet hyperplan de E. Soit u € E'\ H.
Soit z € F.
D’apres la question 1.(b), il existe un unique h € H et un unique @ € R tel que x = h+au.

) ce qui implique que ker(y) = ker(v)).

Par linéarité de ¢, on a ¢(x) = ¢(h) + agp(u). Puisque h € H = ker(y), on a
p(r) = ap(u).

De méme, puisque H = ker(¢)), on a ¥(z) = ap(u).
Puisque u ¢ H, alos u ¢ ker(y) et u ¢ ker(y)) donc ¢(u) # 0 et ¥(u) # 0.
p(u)
€ R*.
U(u)
On a alors p(z) = \(z).
Le réel A choisi ne dépendant pas de z, on a bien pour tout € F, p(x) = A\p(x) pour

Posons \ =

A= £lw) € R*.

(u)

Finalement, on a bien montré 1’équivalence

ker(p) = ker(¢) & IN € R*, Vo € E, p(x) = Mp(z).

E=R,X] — R
P — P(a)
Vérifions que 1) est lindaire. Soient (P, Q) € E?, soient («, ) € R2,
On a ¢(aP+ Q) = (aP+ Q)(a) = aP(a)+ fQ(a) = arp(P) + 1 (Q) donc ) est bien

linéaire.

4. e Soit 1) :

De plus, 1 n’est pas l'application nulle car, par exemple, ¥)(1) =1 # 0.

On sait que ker(y) = {P € R,[X], P(a) =0} = {(X —a)P|P € R,_1[X]}.

Ainsi, 'hypothese de I’énoncé implique que ker()) C ker(¢p).

Si ¢ est I'application nulle, alors ¢ = A avec A = 0.

Supposons dorénavant que ¢ n’est pas I’application nulle. Puisque ¢ et 1 sont des formes
linéaires non nulles sur E qui est de dimension finie (égale & n+ 1), alors dim(ker(y)) =
dim(ker(¢))) = n donc l'inclusion ker(¢’) C ker(¢) implique en fait que ker(¢)) = ker(p).
D’apres la question précédente, on en déduit I'existence d'un réel A € R* tel que pour
tout P € E, p(P) = M)(P) = AP(a).

Dans tous les cas, on a bien montré qu’

il existe un réel A\ € R tel que pour tout P € E, p(P) = A\P(a).

Probleme 1 : L’algebre linéaire et les polynomes au renfort
des probabilités

1
1. Pour tout k € [0, 3],P(Xo = k) = 7 On a alors
3

E(X))= 3 KB(Xo=k) = ;(0+1+2+3) =7

k=0



3
d’ou |E(Xy) = 5
D’apres la formule de Konig-Huygens, V(X,) = E(XZ) — E(X,)?. Par ailleurs, d’apres

la formule de transfert :

3

1 4 7
E(X3) =Y KP(Xo=k) = (0 + 1 +2°+38%) = = = _.
k=0
NSl 2 o T 9 5)
Atnsi, V(Xo) = E(Xg) — E(Xo)* = 5 — 7 dou | V(Xo) = 7.

2. (a) import random as rd
def etape(A):
x=rd.randint (1, 3)
if x in A:
A .remove (x)
else:
A . append (x)
return A
(b) def simule_X(A,n):
for k in range(n):
etape(4A)
return(len(A))
(c) def esp_X(A,n):
L=[simule_X(A,n) for k in range (10000)]
return sum(L)/len(L)
On peut optimiser cette estimation en prenant un nombre beaucoup plus grand que

10000.
P(X, =0) %
3. Par définition, on a |Uy = P(X, = 0) | = %
P(X; =0) :

Soit n € N. Puisque X,, peut prendre comme valeurs tous les entiers entre 0 et 3, les
événements (X,, = k)o<r<s forment un systéeme complet d’événements.

D’apres la formule des probabilités totales dans ce systeme complet d’événements, on a

3
P(Xp1 =0) = Y P(Xy = k)P(x, ) (Xop1 = 0).

k=0

Puisqu’on change une boule d'urne a chaque étape, pour qu’il y ait 0 boule dans 1'urne
A apres n + 1 étapes, il y avait nécessairement 1 boule dans I'urne A apres n étapes,
donc P(ano) (Xn+1 = 0) = P(ang) (Xn+1 = O) = [P(ang) (Xn+1 = O) =0.

On a donc P(Xn+1 = O) = ]P)(Xn = I)P(anl)(Xn+1 = O) Enﬁn, ]P)(anl)(Xn—&—l = O)
représente la probabilité d’avoir retiré une boule dans 'urne A, sachant que celle-ci ne
contenait qu’'une boule. C’est donc la probabilité d’avoir tiré le bon nombre entre 1 et

3, d’ou P(Xn:1)<Xn+1 = O) =

1
3

P 1
On en déduit que |P(X, 11 =0) = §P<Xn =1).

De maniere symétrique, on a



3
P(Xp1 =3) = Y P(Xn = k)P(x,—) (Xns1 = 3) = P(X,, = 2)P(x,—2)(Xps1 = 3),

k=0

puisque pour avoir 3 boules dans 'urne A apres n + 1 étapes, il y avait nécessairement
2 boules dans 'urne A apres n étapes.

Enfin, P(x, —2)(Xn41 = 3) représente la probabilité d’avoir retiré une boule dans I'urne

B, sachant que celle-ci ne contenait qu'une boule. C’est donc la probabilité d’avoir tiré

le bon nombre entre 1 et 3, d’ott P(x,=2)(Xn41 = 3) = 3

1
On en déduit que |P(X, 11 =3) = gP(Xn =2).

Toujours d’apres la formule des probabilités totales, on a

P(X,1=1) = ZP = KPP,y (Xnp1 = 1).

Pour qu’il y ait 1 boule dans I'urne A apres n+ 1 étapes, il faut qu’il y ait 0 ou 2 boules
dans I'urne A apres n étapes donc Py, —1)(Xp41 = 1) = Pix,=3)(Xpns1 =1) =0 et on a
donc

P(Xyp1=1) =P(X, = O)]P)(Xn:()) (Xnt1=1) +P(X,, = 2)P(Xn=2)(Xn+1 =1).

Le nombre P(x,—0)(Xn4+1 = 1) représente la probabilité d’avoir rajouté une boule dans
I'urne A apres ’étape n + 1 sachant qu’il n’y avait pas de boule dans I'urne A apres n
étapes. Dans ce cas, le nombre choisi a I’étape n+ 1 est forcément le nombre d’une boule
qui se trouve dans I'urne B (puisqu’elles y sont toutes) donc P(x, —o)(Xpt1 =1) = 1.
De méme, le nombre Py, —9)(X,41 = 1) représente la probabilité d’avoir tiré une boule
dans I'urne A apres la n-eme étape, alors que celle-ci en contenait 2.

2
On a donc Px,—2)(Xp41 = 1) = 5
2
Ainsi|P(X,41 = 1) =P(X,, =0) + gP(Xn =2).

En raisonnant de méme, on obtient

3
P(Xpp1=2) = > P(X, =k)Px,—t)(Xps1 = 2)

2
doit |P(Xpp1 = 2) = ZP(X, = 1) + P(X, = 3).

Finalement, on a

P(X,11 =0) 0 5 0 0\ [P(X,=0)

U P(Xpi=1)| [1 0 2 0] [P(X,=1)
T PXpa=2) [0 2 0 1| |PX,=2)
P(X,1 = 3) 00 % 0/ \P(X,=3)

d’ou |pour toutn € N, U, 11 = MUn.‘

On en déduit par une récurrence immédiate que | pour toutn € N, U,, = M"Uj. ‘
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4. (a) Pour tout P € E,¢(P) € R[X] donc ¢ : E — R[X].

e Montrons que ¢ est linéaire.
Soient (P, Q) € E?, soient (\, ) € R%. On a

POP+4Q) = XOWP+p@)(X) + 5(1 — X)OP + @) (X)

= AXP(X) + pXQ(X) + 2(1— X)(AP/(X) + pQ' (X))

= AXP(X) + (1= X)P(X)) + u(XQ(X) + 3(1 - X)@'(X))

= Ap(P) + pp(Q)

Wl =

donc ¢ est linéaire.

e Vérifions que ¢ est un endomorphisme de E. Pour cela, puisqu’on sait déja que ¢
est linéaire, il suffit de vérifier que p : E — FE| i.e. que p(F) C E.

1 2 1
Par définition, on a ¢(1) = X, p(X) :X2+§(1—X2):§X2—|—§,
2 3, 1 2 Lys 2

et
1
o(X?) = X'+ 5(1 - X?) x 3X? = X2

On remarque que (¢(1), (X)), p(X?), o(X?)) € E*. Ainsi, puisque 1, X, X2 X3 est
une base de F, on a

p(E) = Vect(o(1), p(X), 9(X?),0(X7)) C E

donc | ¢ est un endomorphisme de F. ‘

D’apres les calculs faits précédemments, la matrice de ¢ dans la base canonique de
E est

Matg(w) =

wim O wivn O
o = O O

O O = O
O wln O wl—

1 1
e Ona Py= (X +1)% = S(X° 43X 43X +1).

Par linéarité de ¢, on obtient

p(Py) = < (p(X?*) 4+ 30(X?) + 3p(X) + 3p(1))

(X?+X°+2X +2X?’+1+X)

g ol = ool

o

et on a bien p(Py) = (1 — 2 x 0)F.
1 1
eOnakb = g(X—l)(X%—l)2 = é(X—l)(X2+2X+1) = g(X3+X2—X—1).

Par linéarité de ¢, on obtient



(P(X?) 4+ 0(X?) — o(X) — (1))

1 2 2 1
X2+ X34 2X X2 - - X
T3ty 3 3 )

o~
w

1 1 1. 1
) GRS C | G
3 373

=

W|lH— ol— |+~ |+

et on a bien p(P) = (1 —2 x 1)Py.

oOnaPQ:%(X—l)Q(XJrl):%(X2—2X+1)(X+1):é(X3—X2—X+1).

Par linéarité de ¢, on obtient
1
p(Py) = Z(p(X?) = o(X?) — o(X) + (1))

1 2 2 1
X? - -X3 X -ZX?—_ 4+ X
3 3 3 3

0| —= ool = Co

1 1 1 1
—— X3 XX — =
30 T3t T3 3)

1
- —-P
32

et on a bien p(P2) = (1 — % x 2)P,.
1 1
[ Enﬁn, P3 = g(X — 1)3 = g(Xg — 3X2 +3X — 1)

Par linéarité de ¢, on obtient

p(P) = S(p(X%) ~ 30(a?) +3p(X) — 3p(1)
= é(x2—x3—2x+2x2+1—)()
= %(—X?’ + X2 -3X +1)

- —P

et on a bien p(P3) = (1 — % x 3)P;.

2
Finalement, on a bien |pour tout k € [0, 3], p(Py) = (1 — §k> P.

e Montrons que la famille (Fy, Py, P», P3) est libre.
3

Soient (ag, ay,as,as) € R?* tels que Z%Pk =0, ie x €R,
k=0

3
pour toutx € R, ZakPk(a:) = 0.
k=0

En évaluant cette égalité en 1, puisque Py(1) = P2(1) = P3(1) = 0, on obtient
apPy(1) = 0. Or, Py(1) # 0 donc ap = 0.

De méme, en évaluant cette égalité en —1, puisque Pj(—1) = Py(—1), on obtient
azP3;(—1) = 0. Or, P3(—1) # 0 donc a3 = 0.
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Il reste alors a1 P, + as P = 0.
En évaluant cette égalité en 0, on obtient a; P;(0) + asP2(0) = 0, i.e. —%al + %ag =0
d’ou a; = ay.

9 3
Enfin, en évaluant cette égalité en 2, on obtient a3 Py (2)+asPs(2) = 0, i.e. —a;+—ay =

0. Puisque a; = a9, on en conclut que a1 = as = a3 = a4 = 0 donc la famille
(P, P1, Py, P3) est une famille libre a 4 vecteurs de F.

Or, dim(F) = dim(R3[X]) = 4 donc | (P, P1, P2, P3) est une base de E.
(d) D’apres les résultats obtenus en question précédente, on a donc

10 0 O

0oL 0 o0

MatB’(S0>: 0 8 —1
3

00 0 -1

C’est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont tous non nuls, ce qui

implique que Matp () est inversible, et on en déduit que’ west un automorphisme de F.

5. (a) On remarque (en lisant I’énoncé de la question suivante...) que Q = Py + P, donc

1
0
MatB/(Q) = 1
0
(b) Soit n € N. On sait que Matg (" = Matp (¢")Matg (Q) = (Matg ()" Matg (Q).
1o 0 0\" 1 0 0
s . 0 % 0 O 10 (%)” 0
Or, d’apres la question 4.(d), (Matg (p 00 ~1 o “lo 0 (i
00 0 -1 0 0 0
donc
1 0 0 0 1 10 0 0
n 10 (%)" 0 0 0] [0 O 0 0
0 O 0 (=)™ 0 0 0 0 0
: 1\"
ce qui permet de conclure que |pour toutn € N, p"(Q) = Py + (_§ Ps.

(¢) On a|Matg(Q) = = Up.

ol L L Lt

(d) D’apres la question 3, on sait que pour tout n € N, U,, = M"U,. Or, on vient de voir
que Uy = Matg(Q) et on sait d’apres la question 3.(a) que M = Matg(y) donc

U, = (Matg())" Mats(Q) = Matp(p")Mats(Q) = Mats(0"(Q))
donc | pour toutn € N, U,, = Matg(¢"(Q)).
(e) Soit n € N. On sait d’apres la question 5.(b) que ¢"(Q) = Py + (—%)n P, donc

1
: :
" 3 AN !
Matg(p™(Q)) = Matg(FPy) + (—g) Matg(P,) = % + (_5) _i
i :°
3 8



Puisque U,, = Matg(¢™(Q)), on en déduit que pour tout n € N,
P(X, = 0) %( +(=3")
px, =1 | _ | 1= (=)
P(X,=2) | = | Iz (-Iv)
P(X, =3) s(1+(=3")

et
1 I
PX,=1)=PX,=2)==(3—-|—3
=1 =pt =2 = ¢ (3- (-5 ))

. " _

Puisque | — | <1, ona lim (——) = 0 et on obtient
n—-+oo 3

lim P(X,=0)= lim P(X,=3) =~ et lim P(X,=1)= lim P(X,=2)=>

im n=0)= lim n=3)=~< e im n=1)= lim n=2)=-.
n—-4o00 n—4o00 8 n—-4o00 n—4o00 8

6. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres (3, 3). On a pour

wretoatzr-n - (7) (3 (3) - 1) e

MXz@zMXz@z%etMX:D:MX:$:<

On reconnait les limites trouvées en question précédente.

On peut donc approcher la loi de X, pour une grande valeur den par une loi binomiale B (3, 5) .

Probleme 2 : Les développements limités au renfort des
suites et des intégrales

1. Posons X = x + %2 On a bien X tend vers 0 quand x tend vers 0.
On sait que le développement limité a I'ordre 3 de exp en 0 est
2 X3 5
exp(X) X::01+X+7+?+O(X )

z2
donc le développement limité de exp®™ = en 0 a 'ordre 3 est

22
exp”™z = exp(X)

2 X3 5
X::O 1+X—|—7+?+0(X)
22 (@+L)? (a+ L)
— 1 - 2 2
= +(x+2)+ 5 + 5
1+ +x2+x2+x3+x3+ (%)
= T+ —+—+—=—+—++ox
x=0 2 2 2 6
3

2
1+x+x2+%+0(x3)

+ o(2%)

10



donc

2. (a)

223
f(z) = (1—x)(1+x+x2+?~|—0($3))
), 207 3 2 _ .3 3
= l+x+z —|—?—|—o(x)—:p—x —x° 4 o(x”)
3
_ _ T 3
= 1 3 + o(x?)

La fonction f est dérivable sur [0,1] comme composée de fonctions dérivables sur
[0,1] et on a pour tout x € [0,1] :

[

fl(x) = —e"t2 + (1 —2)(1+2)e"te = —p?e"T2,

Pour tout z €]0,1], f’(z) < 0 donc la fonction f est strictement décroissante (donc
injective) sur [0, 1].
De plus, f(0) = 1 et f(1) = 0 donc f([0,1]) = [f(1), f(0)] = [0,1]. Ainsi, f est

surjective sur [0, 1].

Ainsi, | f réalise une bijection strictement décroissante de [0, 1] dans lui-méme.

1‘2
On en déduit que pour tout = € [0,1], f(z) < 1, 1e. (1—z)e*" 2z < 1. En multipliant
2

cette inégalité par e~z qui est bien strictement positif, on en déduit que

22

Vo e [0,1],(1 —x)e” <e 2.

1
Soit n € N*. Puisque n > 1 et que o €], 3[,n* > 1 donc z,, = — €0, 1].
n

Soit x € [0,z,] C [0,1]. Par stricte décroissance de f sur [0, 1], on en déduit que
22
f(x) = f(xn), ie. (1 —x)e*T 2z >y, dou

M

x

Vn € N* Vz € [0, z,],yne” 2 < (1 —x)e”.

Pour tout n € N* z,4/n = n=on: = ni°, Or, par hypothese, % —«a > 0 donc

. 1 .
lim n?2 ¢ = —i-OO7 ce qul prouve que
n—-+00

lim x,v/n = +o0.

n—-+00

On a In(1 — x) = - 2 o).

r=

On a lirf x, = 0 donc a partir d'un certain rang, x,, €|0, 1[. Or, si z, €]0, 1], alors
n—-+0oo

Yn = f(x,) > 0.
On peut donc écrire que, a partir d’un certain rang,

i)
yz — enln(yn) —_ enh’l(f(_fpn)) _ e"(ln(lfiﬁn)+wn+7>'

Puisque lim =z, = 0, on peut utiliser le développement limité a 'ordre 3 en 0 de

n—-+o0o
In(1 — z) pour obtenir le développement asymptotique suivant de y* :

2 2 3 2
n(ln(l—xn)—&-xn—i-%l) n(—xn—%—%—ko(x%)—i—zn—&—%)
= € = €

n—-+o00 n—-+o0o

= 3
—n—3t+o(nx;)

n __
yn_e
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Or, pour tout n € N*, z,, = n~® donc

1
Or, a > 3 donc 1 — 3a < 0, ce qui implique que

yn n—-+o0o

e

11— _
—gnl 3a+0(n1 3a)'

n—-+o0o

1
lim —=n'™3

hH(l) exp(z) = 1, on en déduit par composition de limites que
z—

def x(n):

lim y; =1.

n—+400

return n*x*x(-0.4)

def y(n):

return(1-x(n))*exp(x(n)+(x(n))**2/2)

n=1

while abs(1-y(n))>0.001:

n+=1
print(n)

Ceci renvoie 139.

En réalisant une intégration par parties, on obtient

Soit g : z — (1 — )

1 1
L= [(@-o@de= (-0l + [ edr= -1+ ()
0 0
done[F=e 2]

théoreme de convergence des sommes de Riemann, on a alors

I = /Olg(x)

lim —
n—+oo N

20 )

import numpy as np

def g(x):

return((1-x)*exp(x))

L=np.linspace(0,1,100000)
sum([g(x) for x in L])/len(L)

= (. Puisque

e”. La fonction g est continue sur le segment [0, 1]. D’apres le

Ceci renvoie 0.7182796456181129, ce qui est une bonne valeur approchée de e — 2.
Soit n € N*.

e D’apres la question 3.(a), pour tout x € [0, z,], on a y,e

22

2

< (1 —x)e”.

Par croissance de l’application ¢t — ¢ sur R,, on en déduit que pour tout x €

[0, 2], yre

nr

-5

< ((1 — x)e™)™ puis par croissance de l'intégrale :

Tn nz? Tn nz? Ln
/ yre 2 dx = y;‘/ e 2 dr < / (1 —z)e”)"dx.
0 0 0
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De plus, d’apres la relation de Chasles,

I— /0 " (—2)erydy = /0 ()6 /0 " ((—a)eryda = / :((1—$)ex)"dx >0

car x, < 1 et que pour tout = € [z,, 1], ((1 —x)e”)" > 0.
On a donc bien

In na? Tn
yﬁ/ ez dr < / (1 —z)e”)"dx < I,,.
0 0

[N

x

e Par ailleurs, d’apres la question 2.(b), pour tout = € [0,1], (1 — z)e* < e™z.
Toujours par croissance de t — t" sur R, on en déduit que pour tout x € [0, 1],

n

22
(1 =z)e”)" < ez,

d’ou, par croissance de l'intégrale :

1 L,
I, = / (1 —x)e")"dx < / e 2 dx.
0 0

On en conclut que

Vn € N*,yZ/ e” 2 der<I,< / e 2 du.
0 0

Soit n € N*.
t

On réalise le changement de variable t = x1/n < x = —= dans les deux intégrales qui
n

apparaissent dans le premier membre et le troisieme membre de I'inégalité ci-dessus.

t dt
Puisque © = —, on a dxr = —= et on obtient

Vn Vi

O A
Yn € 7 X In (&
0 N

puis en multipliant par y/n > 0, on trouve bien

2

Tn\/M , NG .
pour toutn € N*, y,’fb/ e zdt < I,v/n < / e~ zdt.
0 0

n——+oo T—r—+00

xr 2 T
Puisque lim /7 = +o00 et que, d’apres ’énoncé, lim e Tdt = \/;, on en
0

a 2 ™
déduit par composition de limites que lim e zdt = 5
0

n—-+o0o

De méme, puisque d’apres la question 3.(b), on a lirf Tn/n = +00, on en déduit que
n—-+0oo

Tny/1 2 T
lim e zdt = \/j De plus, on sait d’apres la question 3.(c) que lim y) =1
n——+oo 0 2 n—-+oo
env/n t2 ™
li n Trdt = /=
donc Jm g /0 e 2dt \/g
T
D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que lim I,\/n = > d’ou
n——+00

T
I, ~ \/; puis en divisant par y/n, on obtient bien

n
n—-+0o00

T
I, ~ —.
n—-+0o 2n
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