PHENOMENES DE TRANSPORT

DIFFUSION DE PARTICULES

A DIFFUSION DE PARTICULES est un cas particulier de ce qui est qualifié en physique de « phénomene de
transport », qui décrit le déplacement d’une grandeur extensive sous 'effet d’'une inhomogénéité spatiale
d’une grandeur intensive.

Le premier phénomeéne de transport a avoir été mathématisé est le transfert thermique par conduction,
sous l'effet d’'une inhomogénéité spatiale de la température : I’énergie thermique se propage des zones plus
chaudes vers les zones plus froides, selon des lois connues sous le noms de lois de Fourier. La loi de la diffusion
thermique, introduite par Jean-Baptiste BIOT en 1804, a été mise en évidence expérimentalement en 1822 par
Joseph FOURIER, qui en a ensuite fait le traitement mathématique complet.

Pour la diffusion des particules sous l'effet d’une inhomogénéité de concentration, des zones de forte concen-
tration vers les zones de faible concentration, Adolph FICK a proposé en 1855 une loi analogue a la loi de
Fourier. Notons que Georg OHM s’est ensuite inspiré de ces deux lois pour proposer la loi décrivant le transport
de charge sous l'effet d’une différence de potentiel.

L’analogie entre les lois régissant tous les phénomeénes de transport est trés fructueuse, puisque le traitement
mathématique est le méme. Tous les résultats obtenus pour 'un de ces phénomeéne est généralisable aux autres
(avec parfois des aménagement). En particulier, les notions de potentiel, de flux et de résistance sont communes.

Les justifications théoriques des lois phénoménologiques de transport n’ont été faites qu’a la fin du 19° siecle
et au début du 20¢ siecle, avec en particulier des travaux de James Clerk MAXWELL, Albert EINSTEIN et Jean
PERRIN pour ce qui concerne la diffusion de particules.

Adolph Fick (1829 - 1901) James Clerk MAXWELL (1831 - 1879)
physiologiste allemand physicien écossais
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Modéle phénoménologique de transport de matiére

Flux convectif et flux diffusif de particules.

Distinguer un transport de matiére diffusif d’un transport
convectif.

Loi phénoménologique de Fick donnant le flux diffusif en fonction
de la dérivée de la densité volumique de particules par rapport a
une seule coordonnée spatiale, & travers une surface plane,
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Coefficient de diffusion.

Loi d’échelle liant les échelles caractéristiques spatiales et
temporelles et le coefficient de diffusion.

Bilan de particules en régime stationnaire ou quasi-stationnaire.
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1 Transport par diffusion

1.1 Convection et diffusion

La diffusion de particules est facile & mettre en évidence : dans un récipient plein d’un liquide au repos et
incolore, on laisse tomber une goutte d’un colorant. On constate que la coloration s’étend progressivement a la
totalité du liquide, dont la couleur devient uniforme au bout d’un temps tres long.

F1GURE 1 — Diffusion d’un colorant dans un liquide incolore.
Auteur : Bruce Blauss, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Blausen_0315_Diffusion.png

La diffusion ne doit pas étre confondue avec la convection. Celle-ci correspond & un transport de matiere di
a un mouvement d’ensemble. Par exemple, ’eau d’un nuage est transportée par convection : le nuage se déplace
parce que 'air dans lequel il se trouve se déplace. La direction dans laquelle une espéce est transportée par
convection est celle du mouvement d’ensemble de son milieu support.

La diffusion est un transport de matiére sans mouvement d’ensemble. Elle a lieu dans un milieu support
immobile a 1’échelle macroscopique ; ce milieu peut étre gazeux, liquide ou solide. C’est le cas d'une molécule
odorante qui se répand dans une piece, par diffusion dans I’air immobile, ou d’une substance colorée qui diffuse
dans tout le volume d’un liquide immobile. Dans tous les cas, le processus part d’une situation d’inhomogénéité
de la concentration en une substance et tend vers une situation ou cette substance est uniformément répartie
dans tout le volume du milieu support.
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FIGURE 2 — La diffusion tend & homogénéiser le milieu.
Auteur : JrPol, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4586487

La diffusion, causée par une inhomogéité de la concentration d’une espece dans un milieu support, s’opére
exclusivement par I’agitation aléatoire a ’échelle moléculaire, qui tend statistiquement & répartir uniformément
chaque type de molécule dans ’espace disponible. Il s’agit donc d’un processus passif : il n’y a aucune « force »
particuliere qui assure la diffusion. L’agitation aléatoire meéne, a la suite de multiples chocs successifs et ayant
lieu au hasard et apres un temps assez long, vers 1’état statistiquement le plus probable, qui correspond a une
répartition uniforme de toutes les substances dans tout le volume disponible.
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1.2 Densité volumique de particules
1.2.1 Définition

On appelle densité volumique de particules ou densité particulaire n* d’une espece le nombre de
molécules N de cette espece par unité de volume V :

(1)

Le nombre de particules étant un nombre, la densité particulaire est en m=3. C’est une grandeur intensive,
qui dépend a priori du lieu et de la date : nfz,y,z,t)'

La concentration particulaire est la grandeur habituelle utilisée dans les phénomenes de diffusion. Elle peut
étre reliée avec la grandeur habituellement utilisée en chimie, la concentration C' en mol - m~2 (les chimistes

utilisant le litre plutot que le m3 :

= N =(C= n
"N A

Du fait de sa définition, les concentrations particulaires correspondent souvent a des quantités tres grandes.
Par exemple, dans une solution de saccharose & la concentration massique ¢ = 200g- L™, et sachant que la
masse molaire du saccharose est : M = 342,3 g - mol~!, la densité volumique de saccharose est :

. B oy 2000100 o
n fNAfoNAxM76 10 ><734273 =3,5-10°m

1.2.2 Densité particulaire dans le cas d’une symétrie axiale

Si la diffusion se fait uniquement le long d’un axe (O, @), la symétrie est dite axiale. La densité volumique
de particules est invariante par rotation autour de 'axe x.

1 T2

Ficure 3 — Diffusion en symétrie axiale.

C’est le cas de la diffusion dans un tuyau ou dans un pore, ou u, est 'axe du pore. C’est aussi le cas lors
du passage a travers une membrane plane qui sépare deux compartiments; i, est alors la direction normale &

la membrane .

*

En symétrie axiale, la densité volumique de particules ne dépend que de I'abscisse et du temps : Nz 1) En
régime stationnaire, elle ne dépend que de x : na).

1. C’est I’équivalent de la conduction thermique le long d’une barre ou & travers un mur.
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1.2.3 Densité particulaire dans le cas d’une symétrie sphérique

Un probléme est dit & symétrie sphérique si les propriétés du phénomene sont identiques en tout point
de toute surface sphérique centrée sur un point O. L’objet représentatif de la symétrie sphérique est 1’oignon,
constitué de couches (approximativement) sphériques empilées les unes dans les autres.

Si la symétrie est sphérique autour du point O, la densité volumique de particules ny est la méme en
n’importe quel point a la distance r; de O, quelle que soit la direction dans laquelle on se trouve, autrement dit
en n’importe quel point de la surface sphérique de rayon r1. En revanche, elle n’est a priori pas la méme qu’en
un point a la distance r5 de O. Ces deux points sont sur deux « couches d’oignon » différentes.

Par ailleurs, si le probléme est a symétrie sphérique, le flux est radial, c’est-a-dire qu’il est orienté
selon les rayons issus de O. En outre, aucune direction de propagation autour de O n’est privilégiée par rapport
aux autres. Le flux a une distance donné de O est donc le méme le long de n’importe quel rayon.

Un exemple de symétrie sphérique est la propagation des photons émis par le Soleil de facéon identique dans
toutes les directions de l'espace?. Le panneau solaire d'un satellite (correctement orienté vers le Soleil) recoit
toujours la méme quantié de photons s’il se déplace sur une surface sphérique centrée sur le Soleil, qu'il soit
situé entre le Soleil et Sirius ou entre le Soleil et Aldébaran.

(a) oignon (b) symétrie sphérique

FIGURE 4 — Représentation d’un probléme a symétrie sphérique.

En premieére approximation, la diffusion en symétrie sphérique peut étre utilisée pour modéliser la diffusion
a travers la membrane d’une cellule. On peut aussi 'utiliser pour modéliser la diffusion d’une molécule odorante
dans 'air et dans toutes les directions autour d’un point (par exemple un fruit).

En symétrie sphérique, la diffusion se fait radialement a partir d’'un axe O le long des rayons d’une sphere
centrée en O; en conséquence, la densité volumique de particules est invariante par rotation autour du centre
O, et elle ne dépend que de la distance au centre et du temps : n’(“m). En régime stationnaire, elle ne dépend
que de la distance au centre : n’(kr).

1.2.4 Densité particulaire dans le cas d’une symétrie cylindrique

Un probleme est dit a symétrie cylindrique si les propriétés du phénomene sont identiques en tout point de
toute surface cylindrique centrée sur un axe (A). L’objet représentatif de la symétrie cylindrique est le poireau,
constitué de couches (approximativement) cylindriques empilées les unes dans les autres.

Si la symétrie est cylindrique autour de I'axe (A), la densité volumique de particules n; est la méme en
n’importe quel point & la distance r; de I’axe, quelle que soit la direction dans laquelle on se trouve et quelle
que soit la hauteur le long de I’axe, autrement dit en n’importe quel point de la surface cylindrique de rayon
r1. En revanche, elle n’est a priori pas la méme qu’en un point a la distance ry de O. Ces deux points sont sur
deux « couches de poireau » différentes.

Par ailleurs, si le probléme est a symétrie cylindrique, le flux est radial, c’est-a-dire qu’il est orienté
selon les normales a ’axe (A). En outre, aucune direction de propagation autour de ’axe n’est privilégiée par
rapport aux autres. Le flux a une distance donné de 1’axe est donc le méme le long de n’importe quel rayon.

2. Les photons émis par le Soleil ne correspondent pas a un processus de diffusion, puisqu’il ne s’agit pas d’une marche au hasard
tendant a homogénéiser le milieu.
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(a) poireau (b) symétrie cylindrique

FIGURE 5 — Représentation d’un probleme a symétrie cylindrique.

En premiere approximation, la diffusion de molécules odorantes émises par le tronc d’un arbre peut étre
étudiée en symétrie cylindrique, de méme que les neutrons émis par un « crayon » d’oxyde d’uranium dans
un réacteur nucléaire. La symétrie cylindrique ne peut pas représenter exactement une situation réelle, car elle
suppose que le cylindre soit infini; dans la réalité, ce qui se passe aux extrémités du cylindre n’obéit pas a une
symétrie cylindrique.

En symétrie cylindrique, la diffusion se fait radialement selon des directions perpendiculaires a 'axe de
symétrie (A); en conséquence, la densité volumique de particules est invariante par rotation autour de l'axe de
symétrie, et elle ne dépend que de la distance a I’axe et du temps : n’("n " En régime stationnaire, elle ne dépend
que de la distance a I’axe de symétrie : n?r).

1.3 Flux de particules

Le flux de particules a travers une surface S est le nombre de particules traversant cette surface par unité
de temps :

SN
dt

avec 0NV la petite quantité de particules traversant la surface pendant I'intervalle de temps dt. Le flux particulaire
compte un nombre de particules (nombre sans unité) par seconde, et est donc homogene a s=1.

On constate expérimentalement que le flux est dirigé des zones de faibles concentrations vers le zones de
fortes concentrations, et selon des directions compatibles avec la géométrie du systéme.

On appelle flux surfacique ou densité de courant particulaire la grandeur, exprimée en m=2 - s~ :

(2)

j:

W

Comme le flux, le flux surfacique est orienté des zones de fortes concentrations aux zones de faibles concen-
trations; ainsi défini, c’est une grandeur positive .

Soit un flux de particules ® = 3,0-1022s~! & travers une surface sphérique de rayon R. La surface d'une
sphere étant S = 47 R?, le flux surfacique est :

P

J= 47 R?

ce qui donne j =2,4-10"m 2 -s7 ! pour R=10m, et j =2,4-10%m=2-57! si R = 10km.

3. En réalité, le flux surfacique est une grandeur vectorielle 5 dont P'orientation indique celle du flux réel.
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Soit un flux de particules ® = 3,0 -10??2s~! & travers une surface cylindrique de rayon R et de hauteur
H = 1m. La surface d’un cylindre (en négligeant les extrémités) valant S = 2rRH, le flux surfacique est :

K
" 97RH

J
qui vaut j =4,8-102m2-s7!'si R=1cm, et j =4,8-1022m 2 -5 ! si R = 10cm.

Comme on s’y attend, pour un méme flux total, le flux surfacique est d’autant plus petit que la surface totale
est grande. Cela explique pourquoi 1 m? sur Mars recoit beaucoup moins de lumiére que 1 m? sur la Terre.

1.4 Loi phénoménologique de Fick
1.4.1 Enoncé

En 1855, le physiologiste allemand Adolf FICK a mis en évidence que le flux surfacique de particules entre
deux compartiments contenant une espece a la densité particulaire nj et nj et séparé d’une distance L est
proportionnel au rapport (nj — n3)/L. A Déchelle microscopique, cela revient a dire que le flux surfacique de
particules est proportionnel au taux de variation dans I’espace de la densité volumique de particules.

61 symétrie axiale, pour une diffusion dans la direction de ., le flux surfacique obéit & la loi Q
Fick :

d dn*
= =+D"
i=3 i (3)

e avec un signe O si le flux est dans le sens de i, autrement dit des x croissants,
K e avec un signe @ si le flux est dans le sens opposé a u,,, donc dans le sens des x décroissany

Si la diffusion a lieu dans le sens de 1, c’est que u, est dirigé de la zone de 'espace ou n* est grande vers
la zone de ’espace ot n* est plus petite, et donc nz‘z) décroit dans le sens de i, par conséquent dn* /dz < 0,
d’ot la nécessité du signe négatif pour avoir un flux positif.

Bien entendu, si le vecteur i, est orienté de la zone de faible densité particulaire vers la zone de forte densité
particulaire, dn* /dz > 0 et il n’y a pas de signe négatif dans la formule du flux surfacique. En revanche, le flux
est alors orienté dans le sens contraire de .

La loi s’adapte dans le cas des symétries sphérique et cylindrique.

@ symétrie sphérique ou cylindrique la loi de Fick s’écrit : \
® dn*
j=—=4D — 4
175 dr )

e avec un signe © si le flux est dans le sens des r croissants, donc du centre ou de 'axe vers
Iinfini,
e avec un signe @ si le flux est dans le sens des r décroissants, donc de l'infini vers le centre

K ou laxe.

Nicolas Clatin | septembre 2021 | | Phénomenes de transport : diffusion de particules | page 7



Strictement réservé aux éléves de BCPST du lycée Fénelon (Paris).
Toute utilisation commerciale est interdite.

1.4.2 Coefficient de diffusion

Le coefficient de proportionnalité D est le coefficient de diffusion ou diffusivité, en m?-s=!. Il est
caractéristique a la fois de I'espece qui diffuse et du milieu support de la diffusion. En effet, une espece donnée
ne diffuse pas identiquement dans tous les milieux, et dans un milieu donné, toutes les especes ne diffusent pas
identiquement.

L’ordre de grandeur de D dépend avant tout de ’état physique de la phase support de la diffusion. Ces
ordres de grandeurs, résumés ci-dessous, sont a connaitre.

diffusion dans un ... gaz liquide solide

D 1075m2-s71 | 1079m2-s7! | 10730m2. .51

TABLE 1 — Ordre de grandeur du coefficient de diffusion selon 1’état physique du milieu.

1.4.3 Facteur influencant le flux

Soit une membrane biologique d’épaisseur e et de surface .5,
séparant un milieu de densité volumique de particules n] d’un e

1. o, . . >
milieu de densité volumique de particules n3. On montrera par
la suite que dans cette situation, le flux a travers la membrane
s’écrit : . . .
nq ng < Ny
* *
n} —nj
P=DxSx —=
e

Le flux ® déepend a la fois de parametres géométriques et de parametres physico-chimiques.
o Le flux est d’autant plus grand que la différence nj — n3 entre les densités particulaires est grandes.
e Le flux dépend de la nature de la membrane : plus D est grand, plus le flux est grand. Le coefficient de
diffusion mesure donc l'aptitude du milieu & laisser diffuser ’espéce diffusante.
o Le flux dépend de la géométrie de la membrane : plus elle est épaisse (plus e est grande), plus le flux est
petit, et plus la surface S offerte a la diffusion est grande, plus le flux est grand.

1.5 Durée caractéristique de la diffusion

L’unité de D, qui est le m? - s~!, permet de postuler que la distance parcourue L et la durée 7 sont reliées
en ordre de grandeur par :

D~ — (5)

Cette formule simple permet d’evaluer rapidement 'ordre de grandeur de la distance parcourue par les
molécules diffusantes pendant une durée donnée, ou inversement 1’ordre du grandeur du temps nécessaire pour
diffusion d’une distance donnée.

Sachant que le coefficients de diffusion du glucose dans 'eau liquide est D = 6,8 -1071%m? - s~1, on peut

évaluer la durée nécessaire & une molécule de glucose pour parcourir 1 cm dans l'eau :

L? L?
D~ —=7~—
T

L’application numérique donne 7 ~ (1-1072)2/6,8 - 10710 = 1,5 - 10° 5, soit presque 41 h. On constate qu’il
faut énormément de temps pour diffuser sur une distance tres courte.
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Sachant que le coefficients de diffusion de ’hémoglobine dans I’eau liquide est D = 7,0- 10" ' m? -s~!, on

peut évaluer la distance parcourue dans 1’eau par une molécule d’hémoglobine en 1h :

2

L
~—=L~VDXxrT
-

L’application numérique donne L =~ /7 - 107! x 3600 = 5 - 10~* m, soit 500 pm. Le transport de dioxygene
par I’hémoglobine ne peut se faire de facon efficace que par convection : I’hémoglobine parvient aux organes par
convection avec le mouvement du sang.

La formule montre qu’il y a une dissymétrie de I'influence du temps et de la distance dans le phénomene de
diffusion :
e la durée de la diffusion est reliée au carré de la distance parcourue, elle augmente rapidement avec la
distance a parcourir;
« la distance parcourue est reliée a la racine carrée de la durée de diffusion, elle augmente donc lentement
avec la durée de diffusion.

[La diffusion n’est efficace qu’a petite échelle spatiale ou a tres longue durée temporelle. j

2 Bilan de particules en régime stationnaire sans source ni puits

Dans cette partie, on étudie la diffusion de particules dans un milieu qui n’absorbe ni ne produit ces particules.

2.1 Flux en régime stationnaire sans source ni puits
2.1.1 Cas de la symétrie axiale

Considérons une diffusion en symétrie axiale selon une direction ,, par exemple dans un tuyau de section
S constante pour fixer les idées. Le flux coupe des surfaces sucessives normales a la direction de propagation.
On va montrer qu’en régime stationnaire, le flux est le méme a travers ces surfaces successives.

Sdx

77
100050255025002057
@ /////////////////;{ - T
77777777777 I ARG NA g N )] —————— = =
() Ay (r+dT)
;

7777777772272777277

T T+ dx

FI1GURE 6 — Conservation du flux en régime stationnaire en symétrie axiale.

Considérons le volume de controle de section égale a celle du tuyau, et compris entre les sections a z et a
r + dx. Faisons un bilan des particules diffusantes dans ce volume, pendant un intervalle de temps d¢. Pendant
dt, le nombre de particule varie a priori dans le volume de contrdle, et soit d/N la variation du nombre de
particules. En toute généralité, et s’il n’y a qu’un phénomene de diffusion, ce nombre varie du fait de l'entrée
de d N, particules par la section & x, et du fait de la sortie de § Ny particules par la section a x + dx :

AN = 6N, — 6N,

Le nombre de particules entrant en x est mesuré par le flux entrant, autrement dit le flux en x, soit I N, =
®(,) dt. De méme, le nombre de particules sortant en z + dx est mesuré par le flux sortant : 0Ny = @4 q,) di.
En conséquence, le bilan de particules dans le volume de controle pendant dt s’écrit :

dN
dN = é(ac) dt — @(x+dx) dt = g = (I)(x) — (I)(ar+dx)
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En régime stationnaire, le nombre de particules diffusantes dans le volume de contrdle est constant au cours
du temps, soit AN /dt =0, et :

en régime stationnaire : ®(,) = P, 14q0)

autrement dit le flux a travers la section en x est le méme qu’a travers la section en x + dx, et de proche en
proche, il est le méme a travers toutes les sections normales a la direction de propagation. On peut remarquer
que la différence @,y — ®(;4q,) correspond au numérateur d'un taux d’accroissement, dont la valeur tend vers
la dérivée de la fonction :

flz) = }1;_}1% w soit % = o+ dciz — /@) avec x petit

Par conséquent, on peut écrire :

e D(pidz) — Pra) do

Az Az = q)(x) — (I)(w_;,_dw) = —a dx

Le bilan de particule dans le volume de contréle d’épaisseur dx s’écrit alors :

av _ de
&t dz

En régime stationnaire, dN /d¢t = 0, et comme dz # 0, on en déduit que d® /dz = 0, c’est-a-dire que le
flux est indépendant de la position x le long du tube; comme d’autre part il est indépendant de ¢ en régime
stationnaire, il est en définitive constant.

En régime stationnaire et en I’absence de source ou de puits, le flux est
conservatif : il est le méme & travers toute surface normale au flux.

La conclusion est générale, et il est facile de se convaincre que si la section du tuyau n’est pas constante, le
raisonnement reste valable. En symétrie sphérique et cylindrique, il en est de méme a condition de bien identifier
les surfaces a considérer.

2.1.2 Cas de la symétrie sphérique

Dans un probléme a symétrie sphérique, le flux coupe
orthogonalement des surfaces sphériues concentriques su-
cessivems centrées sur le point O. Considérons le volume
de contrdle situé entre une sphére de rayon r et une sphére
de rayon r + dr, et faisons un bilan du nombre de parti-
cules diffusantes dans ce volume.

Dans 'intervalle de temps dt, le nombre de particules
diffusantes dans le volume de controle varie de :

dN = 6N, — dN;

FIGURE 7 — Flux conservatif
en symétrie sphérique.

En supposant que le flux soit orienté dans le sens
des r croissant, les particules entrent dans le volume de
contrdle en r et en sortent en r + dr. Par conséquent :
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dN
dN = (I)(,,.) dt — @(7-+d»,«) dt = g = (P(r) — (p(r+dr)

En régime stationnaire, le nombre de particules diffusantes dans le volume de controéle est constant au cours
du temps, soit dN /dt = 0, et par conséquent ®(,) = ®(,,4,). En conséquence, le flux est le méme a travers la
surface sphérique de rayon r et la surface sphérique de rayon r + dr, et de proche en proche a travers toutes les
surfaces sphériques successives centrées sur O. Ceci peut encore s’écrire :

av _ de
a  ar

qui permet d’écrire qu’en régime stationnaire, soit dN /dt = 0 et pour une épaisseur dr # 0, on a d® /dr =0
soit un flux indépendant de r (et de ¢ en régime stationnaire). On retrouve le fait que le flux est conservatif a
travers des surfaces successives normales au flux.

2.1.3 Cas de la symétrie cylindrique

Dans le cas d’une symétrie cylindrique, le flux coupe
des surfaces cylindriques successives centrée sur 'axe de
symétrie du probléme. Considérons deux surfaces cylin-
driques de hauteur H et de rayons r et r+dr centrées sur @
I’axe de révolution du probléme, et supposons que le flux }
soit orienté dans le sens des r croissants. On néglige les }

|
|
|

effets de bords, qui apparaissent aux extrémités du cy- R
lindre, ce qui revient a supposer que celui-ci se comporte ¢ >
comme un cylindre infini.

Dans l'intervalle de temps dt, le nombre de particules
diffusantes dans le volume de contréle varie de :

R
’

dN = 0N, — 6Ng = Gy dt — Py dt
dN do
= A Py = Plrgar) = Tar dr F1cURE 8 — Flux conservatif
en symétrie cylindrique.

En régime stationnaire, le nombre de particules diffu-
santes dans le volume de contréle est constant au cours
du temps, soit dN /dt = 0, et par conséquent P est in-
dépendant de r. On retrouve encore que le flux est conservatif a travers des surfaces successives normales au
flux.

2.2 Mise en équation du phénomeéne de diffusion

La méthode générale pour la résolution d’un exercice de diffusion de particules est toujours la méme. Elle est
valable, en réalité pour tous les phénomeénes dits de transport : diffusion de particules, conduction thermique 4,
et conduction électrique °.

4. La conduction thermique a été vue a ’échelle macroscopique dans le chapitre de thermodynamique sur les transferts ther-
miques ; I’étude s’est limitée a la géométrie axiale. Elle sera vue a ’échelle infinitésimale et pour des géométries plus générale en
seconde année.

5. La conduction électrique n’a été étudiée que dans sa conséquence pour I’étude des circuits électriques : il se met en place
un flux d’électrons sous ’effet d’une différence de potentiel. Dans ce cadre, on se place implicitement dans une géométrie axiale,
puisque la conduction a lieu le long du fil.
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ﬁéthode générale pour une diffusion sans source ni puits. \

Etape 1 : en régime stationnaire et en ’absence de source ou de puits, montrer que le flux est conservatif
a travers des surfaces normales au flux.
Etape 2 : écrire que la densité volumique de particules vérifie la loi de Fick :

d dn* P dn*
=P om gE DX

Etape 3 : intégrer la relation précédente apres avoir exprimé S en fonction des parametres géométriques.

Etape 4 : utiliser les conditions aux limites ou les grandeurs connues pour déterminer les constantes

gnt égration. J

2.3 Régime stationnaire en géométrie axiale
2.3.1 Détermination du flux et du profil de densité particulaire

Soit un tube de section S et de longueur L séparant deux compartiments contenant une méme espece a des
densité volumique n] et n3 < n] maintenues constantes, par un mécanisme non étudié. Le tube est constitué
d’un milieu (en gris sur le schéma) dans lequel ’espece considérée peut diffuser ; le coefficient de diffusion est D.
On suppose que le phénomene s’est mis en place de puis longtemps, et qu’on est parvenu a un état stationnaire.
On cherche a déterminer le flux de particules ® entre les deux compartiments, et le profil de la densité volumique
de particules nZ‘x) le long du tube.

L >
(Pl‘ (Pl‘ xT
(x) _ (z+d=)
nj —_ —> ns < nj
L T ]
! ! L.
0 z x + dx L

F1GURE 9 — Diffusion de particules dans un tube.

Le probléme est a symétrie axiale : la diffusion a lieu parallelement & ’axe du tube. On choisit de I'orienter
dans le sens du flux, c’est-a-dire du compartiment de plus grande concentration vers le compartiment de plus
faible concentration.

Le flux coupe des sections successives du tube. Considérons un volume élémentaire de tube compris entre
les abscisses = et x + dz. Pendant un intervalle de temps infinitésimal d¢, le nombre N de particules dans ce
volume varie de dV sous l'effet du flux entrant en x et du flux sortant en = + dz, soit :

dN do
dN =dN, — 0Ng = Dy dt — Ppraq) dt = T =P — Puyde) = 1 dx
x

En régime stationnaire, N est indépendant du temps, et dN /dt = 0, soit dPhi/dz = 0. En régime
stationnaire, ® est aussi indépendant de t; par conséquent ® est le méme a travers toute surface normale au
flux et a tout instant.

Le flux obéit a la loi de Fick, avec S la section du tube. Comme ® et S sont constants, I'intégration se fait
par séparation des variables :

[0 dn* [0
__—_pI= *
§ w 5p &
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expression qui comporte en réalité deux inconnues : la densité particulaire qui est une fonction de z, et le flux
dont on sait qu’il est une constante mais dont on ignore la valeur. La résolution compléte nécessite donc deux
conditions a la limite ; dans notre exemple, on connait la densité particulaire aux abscisses 0 et L. En intégrant
entre z = 0 ou n* = nj et une abscisse quelconque z a laquelle la densité particulaire est nz‘w), on obtient :

/n&)d* /w e L . . P . ., @
n = —57 AT = —Z= TNy —N=—5 = XT=>N,y =N — 5= X T
; A @~ ™M (@ =™ 7 35p

*
1

expression de n’(“x) valable entre 0 et L. Au bout du tube, en z = L, on connait la densité particulaire n3 ; on en
déduit le flux (cela revient a initégrer directement ’équation précédente entre 0 et L) :

En faisant le rapport membre & membre des deux expressions précédentes, on obtient :

*

n’(kx) —nj

* *
ny — Ny

x
* * T
ny —njy L

On a bien obtenu le flux et le profil de la densité
particulaire dans le tube. Notons que la loi obtenue -
est une loi affine, qui correspond a une fonction
dont la dérivée est constante, et donc la dérivée
seconde est nulle. Cela est bien le cas, puisque la
loi de Fick, avec S et ® constants, permet d’écrire :

* 2, %
dn: (I)¢dn:() n

dr  SD T da?

|
|
!
Pour un pore cylindrique de diametre d = 0 L z

10 pm et de longueur L = 1 mm séparant un mi-
lieu de concentration C; = 1mol-L~! d’un mi- FIGURE 10 — Profil de n* en symétrie axiale.

lieu de concentration Co = 0,4mol-L~! en une
espece diffusante de coefficient de diffusion D =
1,5-107%m? - s, le flux est :

SD d/2)?2 x D
q)zix(ni_n;)zw

7 XNA(Cl_CQ)

En n’oubliant pas de convertir les concentrations en mol - m™2, 'application numérique conduit a :

m(10-1076/2)2 x 1,5-107°
P = ( 1/ 1)0_3 x 6-10%% x (1-10° - 0,4-10%) =4,2-10"s7!

2.3.2 Résistance diffusive

En électricité, la résistance est le rapport de la différence de potentiel au flux d’électrons, autrement dit de
la cause du flux au flux : R = u/i = AV /i. Par analogie avec 1’électricité, on définit la résistance diffusive d’un
milieu :

An*
Rait = ——

ot ® est le flux et An* la cause du flux, qui est une différence de potentiel (ici de potentiel chimique). La densité

particulaire étant en m~? et le flux en s~!, 'unité de la résistance diffusive est s - m™3.
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En repartant de I’expression du flux obtenu pour la diffusion en symétrie axiale, on obtient I’expression de
la résistance diffusive :
* *
SD nj—n; 1

@:Tx(n’{—nz)@Rdiﬂv: ) —5

X

| ™~

Pour le pore précédemment étudié, la résistance diffusive est :

1 1-1073
X
1,5-1079 " 7 x (5-1076)2

Raig = =85-10%s-m™3

La résistance diffusive est ’analogue de la résistance thermique ou de la résistance électrique, et les trois
phénomenes de transport sont mathématiquement analogues.

phénomene diffusion courant électrique conduction thermique
d . . . . .
tgj:p(frifée particules électrons énergie thermique
flux P intensité ¢ puissance P
différence de N N
potentiel T u=Vi-1l h-T
1 L 1 L L 1 L
résistance EXE ;ngpxg XXE
caractéris- conductivité o
tique du coefficient de diffusion D e e conductivité thermique A
milien résistivité p

TABLE 2 — Analogie entre les phénomenes de transport.

2.4 Régime stationnaire en géométrie sphérique
2.4.1 Détermination du flux et du profil de densité particulaire

Soit une membrane en forme de sphere évidée comprise entre les rayons Ry et Ry séparant deux comparti-
ments contenant une espece a la densité volumique nj et ny < nj constantes.

FiGURE 11 — Diffusion en symétrie sphérique.

Nicolas Clatin | septembre 2021 | | Phénomeénes de transport : diffusion de particules | page 14



Strictement réservé aux éléves de BCPST du lycée Fénelon (Paris).
Toute utilisation commerciale est interdite.

Commengons par établir que le flux est conservatif. Faisons un bilan de particule dans le volume de contrdle
compris entre les sphéres centrées en O et de rayons r et r + dr. Pendant dt, le nombre particules diffusantes
dans le volume de contréle varie de :

dN
dN = 6N, — 6Ng = D, dt — D yar) dt = rr =@y — Piryan

En régime stationnaire, dN /dt = 0 donc @) = ®(,4q), donc ¢ est le méme a travers toute surface
sphérique centrée en O. Le flux est conservatif, et ® est une constante.

Le flux obéit a la loi de Fick, avec S une surface normale au flux. Cette surface est une surface sphérique;
S est donc une fonction de 7 la distance au centre : S = 47r2. La loi de Fick s’écrit donc :

d * d *
@ an an

= — —_— :> _— R
S dr 472 dr

Dans cette équation, ® est constant mais inconnu et n* est inconnu. C’est une équation différentielle a
variables séparables :

an* d dr
= —— X —
" ArD " 2

Intégrons entre le rayon Ry, oll n* = nj, et un rayon r quelconque (avec r < Ry puisque la diffusion a lieu
entre Ry et Ry), ou la densité particulaire est n? ) Comme & est constant, on a :

r

/n?ﬂ a2 Todr ., @ 11
= —— X _— = — = ——— X R
e T amD " 2 T T M T mp TR,

1

ce qui donne la densité particulaire en fonction de ®. Pour le cas particulier r = Ry, on connait la valeur de la
densité particulaire :

relation dont on déduit ’expression du flux :

_47rD x (n3 —ny)
N 1 1

Ry Ry

On considére une sphére de rayon Ry = 1cm qui libére a son voisinage une espéce odorante a la densité
volumique nf = 2-10**m~3, dont le coefficient de diffusion dans lair est D = 2-107°m? - s7!. L’expression
ci-dessus permet de déterminer le flux, en considérant qu’a une distance infinie de la sphere, la dilution est telle
que la densité particulaire est nulle, soit n5 = 0 pour Ry = co. On a alors :

47D 0—ng
& — D x ( ng)
1 1

o0 RO

=47D x Ry x nfy =5-10Ms71

En reportant ’expression du flux dans I’expression de ”?r)v on obtient cette derniere uniquement en fonction
des conditions aux limites, ce qui permet de représenter le profil de la densité particulaire en fonction de la
distance :

1 1
* * * * T Rl
=ni — — X
Ny =M (] 3) 1 1
Ry Ry
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| |
T T

Rl R2 T

FIGURE 12 — Profil de la densité particulaire en fonction de la distance en symétrie sphérique.

2.4.2 Résistance diffusive

On peut établir ’expression de la résistance diffusive du dispositif, en réarrangeant ’expression du flux, qui
est proportionnel a la différence de potentiel :

47D x (ny —nj ny —na 1 1 1
P — (n3 1):>Rdiff:172_ (_)

1 1 ® 4D\’ R,

Ry Ry

On vérifie sans difficulté que cette expression est bien homogene & des s - m™3.

2.5 Régime stationnaire en géomeétrie cylindrique
2.5.1 Détermination du flux et du profil de densité particulaire

Soit une membrane cylindrique de hauteur H comprise entre les
rayons Ry et Ry séparant deux compartiments contenant une espéce
a la densité volumique nj et n5 < nj constantes. Dans le cas oll on
néglige les effets de bord, on cherche le flux et le profil de densité
particulaire en régime stationnaire. @

Commencgons par établir que le flux est conservatif. Faisons un bi-
lan de particule dans le volume de controle compris entre les cylindres
centrées sur l'axe et de rayons r et r + dr. Pendant dt¢, le nombre ns < ni

particules diffusantes dans le volume de controle varie de :
FiGUure 13 — Diffusion en

symétrie cylindrique.

dN
dN =N, — 6Ng = D, dt — D par) dt = rr =Py — Piryan

En régime stationnaire, dN /dt = 0 donc @,y = ®(,14,), donc ¢ est le méme a travers toute surface
cylindrique centrée sur I'axe. Le flux est conservatif, et ® est une constante.

Le flux obéit a la loi de Fick, avec S une surface normale au flux. Cette surface est une surface sphérique;
S est donc une fonction de r la distance au centre : S = 27 H. La loi de Fick s’écrit donc :

d * d *
@ an an

s V& T aHr Car

Dans cette équation, ® est constant mais inconnu et n* est inconnu. C’est une équation différentielle a
variables séparables :
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0] dr
o7DH * 1

dn* = —

En intégrant entre R; ou la densité particulaire est nj, et r ou elle est n’(*r)7 et en se souvenant que P est
constante, on obtient :

/”Tr)d . P /T dr . P .t
= — X [R— — = —— X —_
e T T DE "y M T M T 5o * R,

1

ce qui donne la densité particulaire en fonction de ®. Pour le cas particulier r = Rg, on connait la valeur de la
densité particulaire :

¢ R
owDH 'Ry

*
Ng —Ny = —

relation dont on déduit ’expression du flux :

~ 2mDH x (nj —n3)
o hl (Rg/Rl)

En reportant 'expression du flux dans 'expression de ny,.,, on obtient cette derniére uniquement en fonction
des conditions aux limites, ce qui permet de représenter le profil de la densité particulaire en fonction de la
distance :

* * ( * *) x In (T/Rl)
n =Ny — (N —n P ———
(r) 1 1 2 In (Rg/Rl)
)
ni
ns
Rl R2 T

FIGURE 14 — Profil de la densité particulaire en fonction de la distance en symétrie cylindrique.

2.5.2 Résistance diffusive

On peut établir 'expression de la résistance diffusive du dispositif, en réarrangeant ’expression du flux, qui
est proportionnel a la différence de potentiel :
2rDH x (n} —n} nj —n 1 R
_ (n] 2)=>Rdif-f= 1 2 _ xln—z
In (Rg/Rl) P 2rDH R1

On vérifie sans difficulté que cette expression est bien homogene & des s - m™3.
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3 Bilan de particules en régime stationnaire avec source ou puits

3.1 Source et puits

On appelle source une zone de 'espace ou il y a formation ou libération des particules diffusantes.
C’est par exemple un matériau radioactif qui libére des neutrons, des plantes qui libérent du dioxygene par
photosynthese, des insectes qui libérent des phéromones, des roches qui libérent des éléments dans la nappe
phréatique, etc.

On appelle puits une zone de I'espace ou il y a disparition des particules diffusantes. On peut citer des
matériaux absorbant les neutrons (comme le bore qui sert d’absorbeur de neutrons dans les réacteurs nucléaires),
des plantes qui consomment du dioxygeéne par respiration, des roches qui fixent du dioxyde de carbone, etc. Un
puits peut étre considérée comme une source négative.

3.2 Bilan de particules en régime stationnaire
3.2.1 Ecriture du bilan dans le cas général

Pour fixer les idées, considérons une maison dont 'intérieur est en contact avec ’air extérieur, ce qui permet
des échanges de matiere. A Dintérieur de la maison se trouvent des animaux qui respirent et des plantes qui
effectuent la photosynthese. Considérons le volume de contrdle constitué par la maison; elle est séparée du
monde extérieur par ses murs et son toit, qui consituent la surface de controle.

»(;(f)\e =
ae co¥ Urg e
ce t to:
S\ﬁﬁa Oltg

— CO2 (app) >

COQ (entre) /‘ /—\ COQ (sort)

COZ (disp)

volume de contréle = maison

FIGURE 15 — Bilan de CO5 dans une maison.

Effectuons un bilan des molécules de CO5 dans le volume de contréle pendant un intervalle de temps dt.
Durant cet intervalle de temps :
e 0N, molécules entrent par la surface de controle,
e 0N, molécules sortent par la surface de controle,
o 0 N,pp molécules sont formées dans le volume de controle,
o 0Ngisp molécules sont détruites dans le volume de controle.
La quantité de molécules de CO4 dans la maison pendant dt varie d’une quantité :

AN = 6N, — 6N; + 6 Napp — 6 Naisp

En régime stationnaire, la quantité de CO5 ne varie pas pendant l'intervalle de temps dt, et :

AN =0 = 6N, — 6N, + 6 Napp — 6 Naisp = 0
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3.2.2 Le flux n’est pas conservatif

En présence de terme de source ou de puits, le flux a travers des surfaces normales a la direction de diffusion
n’est pas conservatif. Raisonnons par exemple en géométrie axiale : des particules diffusent le long de 'axe 1,
dans un milieu diffusant, de section .S, qui est une source ou un puits.

Effectuons un bilan de particule dans le volume de contrdle compris entre les abscisses x et  + dz. Pendant
dt, dans ce volume :
o il entre N, = ®(, dt particules par la section en z,
e il sort 0Ny = ®(; 44, dt particules par la section en z + du,
o il apparait V., particules car le milieu est une source,
o il disparait 6 Ngisp particules car le milieu est un puits.

milieu diffusant
qui absorbe et/ou émet
des particules qui diffusent.

] q)(z) ¢(I+d1) ]
ny — — X ns < nj
L Lo L
o .
x z + dx

FIGURE 16 — Bilan en symétrie axiale en présence de source ou de puits.

Comparons les flux entrant et sortant, en écrivant le bilan en régime stationnaire :

6Napp 6Ndisp
(I)(m) dt - (I)(zJ,»da:) dt + 6Napp - 6Ndisp = (I)(x+d;z:) - (I)(CE) - T - T

La plupart du temps, le milieu diffusant est soit un puits, soit une source, mais rarement les deux en méme
temps. Le bilan général se réduit selon deux situations :

O0Napp 0 Naisp

Llatd) = P@) = — ou Ptan) — Py =gy

s0it @(;1dz — P(y) > 0 si le milieu est une source, et inversement ®(; 14, — P(z) < 0 si le milieu est un puits.
En définitive, le flux sortant en x 4+ dx n’est pas égal au flux entrant en x : le flux n’est pas conservatif.

3.2.3 Meéthode générale

Il faut adapter la méthode vue dans le cas d’une diffusion sans source et sans puits.

&éthode générale pour une diffusion avec source ou puits. \

Etape 1 : définir un volume de controle dont la géométrie est adaptée au probleme. Dans le cas général,
on raisonne sur un volume de contrdle infinitésimal. Dans certaines situations (seulement un flux entrant
ou seulement un flux sortant), on peut raisonner sur un volume macroscopique bien choisi.

Etape 2 : faire un bilan de particules dans ce volume, en tenant compte des flux entrant et sortant, des
termes de source et de puits.

Etape 3 : appliquer la loi de Fick aux termes de diffusion (flux) d’une part, et exprimer les termes de
source et de puits en fonction des données d’autre part.

@ape 4 : intégrer équation vérifiée par n* et utiliser les conditions & la limite et/ou de non divergeny
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3.3 Exemple en géométrie axiale avec terme de puits

On considére 'eau d’'un aquarium de section S et de profondeur L, au contact de I’atmosphere; la den-
sité volumique de dioxygene dans l'eau a la surface est maintenue constante égale a nj du fait de I’équilibre
avec le dioxygene atmosphérique. L’aquarium contient des algues microscopiques uniformément réparties qui
consomment le dioxygéne avec un taux volumique A (en m~3 - s~1). On cherche & établir les expressions du flux
de dioxygene et de la densité particulaire du dioxygene a la profondeur x, comptée par rapport a la surface,
en fonction de ng et de la densité volumique de dioxygene au fond de 'aquarium nz). On se place en régime
stationnaire.

L

S

B e e e o
ﬂ‘p(aﬂrdm)

S

F1Gure 17 — Diffusion du dioxygene dans un aquarium.

Au préalable, on peut discuter de la signification du taux volumique A de consommation du dioxygene par
les algues. L’unité de A montre qu’il s’agit d’une grandeur par unité de volume et par unité de temps ; autrement
dit, il s’agit du nombre de molécules consommées par unité de temps et par unité de volume :

6NCOHS
A =
V x dt

en appelant V' le volume considéré. Par conséquent, le nombre de molécules consommée dans un volume V est :

ONgons = AV dt

Il s’agit d’un probleme a symétrie axiale : le dioxygene diffuse globalement selon la direction verticale de
la surface vers le fond de 'aquarium. Le flux coupe des surfaces horizontales d’isoconcentration en dioxygene.
Faisons un bilan de la quantité de dioxygene dans le volume de contrdle constitué d’une tranche d’eau comprise
entre x et x + dzx, d’épaisseur dx et de section S, donc de volume S dz. Pendant dt :

o il entre N, = ®(,y dt molécules de dioxygene par diffusion a travers la surface supérieure,

o il sort Ns = ®(;44,) dt molécules de dioxygene par diffusion a travers la surface inférieure,

* les algues présentes dans le volume de contréle consomme une quantité de molécule d Ngisp = A .S dz dt.
La quantité de dioxygene dans le volume de contréle varie donc pendant dt de :

dN = 6Ng — ONg — 6 Naisp = ‘I)(m) dt — @(erdI) dt — ASdx dt

En régime stationnaire, dN /dt = 0, soit :

dN

Le terme ®(,) — ®(;4q4s) est relié au taux de variation de ® en fonction de x. En effet, pour une fonction f,
on a:

, o @t h) = f)
Joy ==
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Le flux ® correspond & la fonction f, et dz est une toute petite quantité qui correspond a h. En se rappelant
que la dérivée en physique se note df /dz, on a donc :

d®  Pridz) — P do
dr w7 Qeran — B = o xde
Reportons dans I'expression du bilan :
do do
0=——xdz—ASde = —-—-A5=0
dz dz

Le flux diffusif obéit a la loi de Fick; comme la diffusion a lieu dans le méme sens que x, on a donc :

P dn* dn* do d?n*
= ®=-D — =-D
S dz = s dz = dz S dz?

En reportant dans ’équation précédente, on obtient ’équation différentielle vérifiée par n* :

d2n* d2n* A
DSE™ 45— S 2
Sz A== =m T

En intégrant deux fois, on obtient I’expression de n’(kx), avec apparition de deux constantes d’intégration :

dn* A \ .
= — X T+ et n(x)—

2
A
1 D XT+AXT+ U

2D

En z = 0, la densité volumique est ng, donc pu = ng. Par ailleurs, en £ = L, on a :

A 2 " n(L) — nE‘; AL
TL(L):EXL +)\XL+77/O:>)\:T—E
En définitive, la densité particulaire a pour expression :
. A ny —ny AL L, A " T
n(x) = EXI’2+ <L2D X$+n0 = EXI(II]*L)%’(H(L) 777,0) X ernO

On peut obtenir I'expression du flux en utilisant la loi de Fick :

* A —ny AL DS ASL
o—_-psI™ _ _poy iSO L€ B
dx D 2

Notons que ces expressions supposent qu’il y a du dioxygene jusqu’au fond de I'aquarium, autrement dit
que la consommation du dioxygene par les algues n’est pas trop importante. En effet, dans le cas contraire,
la densité volumique du dioxygene s’annule pour une profondeur ¢ < L, et la condition a la limite n’est pas
n?L) = 0, mais n’&) = 0.

On peut donc se demander a quelle condition sur A le dioxygene arrive au fond de Paquarium. La premiere
idée est d’écrire qu’on doit avoir n”("L) > 0, mais ceci est en fait implicite dans les expressions établies, comme
on l'a dit précédemment. Il faut donc utiliser 'expression du flux : il y a du dioxygene jusqu’au fond, si le flux
en x = L n’est pas nul. En effet, si le dioxygene s’épuise en ¢ < L, alors n* = 0 entre ¢ et L, et le flux de
dioxgygene est nul pour toutes les profondeurs x > ¢. En définitive, il y a du dioxygene au fond de ’aquarium
si: @y > 0, soit :

DS . ASL DS . ASL
—ASL—TX (n(L)—nO)+T>0:>—T>< (n(L) —no) > T

Le cas limite est évidemment qu’il y a un flux jusqu’au fond, mais que nE‘L) = 0, autrement dit :
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DS . ASL 2D n}
*TX(O*HO)>T:>A< 72 :Amax

De facon logique, la valeur maximale du taux de dioxygene consommé est d’autant plus grande que n§ est
grand : plus il y a de dioxygene qui se dissout dans 'eau a la surface, plus les algues peuvent en consommer.
De méme, mieux le dioxygene diffuse (D grand), plus la respiration des algues peut étre grande. Enfin, plus la
profondeur est grande, plus A doit étre petit si on veut que du dioxygene parvienne jusqu’au fond.

3.4 Exemple en géométrie sphérique avec terme de source

On considére une sphere de centre O et de rayon Ry contenant un matériau radioactif qui émet des neutrons
avec un taux volumique A uniforme dans tout le volume. En dehors de la sphere, les neutrons diffusent librement
jusqu’a 'infini. On cherche a établir ’expression de la densité volumique de neutrons en fonction de la distance
r au centre de la sphére, en régime stationnaire.

Comme on va le voir ici, on se trouve dans le cas ou il est possible de raisonner sur un volume de contrdle
macroscopique, ce qui meéne a des calculs plus simple. Cela est di au fait qu’il n’y a pas de terme d’entrée de
neutrons : les seuls neutrons sont ceux émis par la sphere.

3.4.1 Flux de neutrons sortant de la sphére

En régime stationnaire, la quantité totale de neutrons
dans la sphere reste constante. Autrement dit, pendant - o
dt, le nombre de neutrons émis par le matériau radioactif . N
dans toute la sphére est compensé par un nombre égal ‘ .
de neutrons qui sortent de la sphere. Pour le volume de
controle constitué de la spheére entiere :

O Nemis = 0Ng <:): -

P (r>Ro) | P(ro)

Le nombre de neutrons qui sortent de la spheére est ' /
relié au flux sortant en r = R; d’autre part, le nombre AN L
de neutrons émis est donné par A : N R /,/

4 . 4 . FIGURE 18 — Emission de neutrons

gﬂ'Ro X Axdt = ®(g,) ddt = P(ry) = gﬂ'RO x A par une sphére radioactive.

3.4.2 Flux et densité volumique de neutrons a I’extérieur de la sphére
A Dextérieur de la sphere, il n’y a pas de terme de source ou de puits, donc le flux est conservatif, comme
on 'a déja montré. Autrement dit, & travers toute surface sphérique de rayon r > Ry centrée en O :

P(r>Rro) = P(Ry)

On peut déterminer la densité volumique de neutrons a la distance r de O a 'extérieur de la sphere par
intégration de la loi de Fick :

[ dn* (0] dn* 0] dr
C_ _px & - Dx Y adnt = w
S x dr = 42 x dr —an 47D % r2

Le flux est connu et constant. Intégrons entre r et une borne a laquelle n* est connue : on ne la connait pas
en Ry ; en revanche, tres loin de la sphere, n* — 0 par dilution. Intégrons donc entre r et r = 0o :
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Od*_<1> “dro*_fb 11
/n;) ! —MX[ IR AR CR™y) Rl R

En définitive, et en utiisant ’expression de ® pour r > Ry, la densité volumique de neutrons a ’extérieur
de la sphere évolue selon la loi :

® 1 AR} 1

" T mDr T 3D 7

On peut alors déterminer la densité de neutrons a la surface de la spheére radioactive, ce qui constituera la
condition a la limite lors de la détermination de la densité de neutrons a I'intérieur de la sphere :

. AR
") = 73D

3.4.3 Flux et densité volumique de neutrons a l’intérieur de la sphére

On peut maintenant établir la loi d’évolution de n* a 'intérieur de la sphére, soit pour r < Ry. Il est possible,
mais fastidieux, de faire un bilan sur un volume de controle infinitésimal compris entre deux spheéres de rayons
ret r+dr:ilyaun flux entrant en 7 en provenance du centre de la sphere, un flux sortant en r + dr vers la
surface de la sphere, et un terme d’apparition du fait du matériau radioactvif dans le volume de contréle.

On peut cependant remarquer que le flux entrant en r cor-
respond en réalité & des neutrons qui ont été libérés par le ma-
tériau radioactif présent dans la sphere de rayon r. En consé-
quence, on peut faire un raisonnement beaucoup plus simple :
en régime stationnaire, le nombre de neutrons est constant dans
n’importe quelle partie du matériau radioactif ; en particulier, le
nombre de neutrons présents dans une sphere de rayon r < Ry
est constant, ce qui signifie que tous les neutrons émis pendant
dt dans cette sphere sont compensés par autant de neutrons qui
sortent de cette sphére par diffusion vers ’extérieur.

FIGURE 19 — Flux de neutrons

Pour le volume de contréle constitué d’une sphere de rayon . . .
dans la sphere radioactive.

r < Ry, on a donc pendant dt :

4 4
ONemis = 6Ny = A X g?‘f’?‘3 dt = D, dt = D) = A x gﬂ'r‘g

Le flux diffusif obéit & la loi de Fick, donc au niveau de la surface sphérique de rayon r d’aire 4772, on a :

] dn* N A7 Ar3 B dn* N Ar D dn*
S dr 3 x dmrr2 dr 3 dr

Séparons les variables et intégrons entre un rayon r quelconque et le rayon Ry de la sphere auquel la densité
de neutrons est connue :

":RU) " A Ro " « A R% — 7"2
/* dn :_37DX Td”’:}n(Ro)—n(r):—giDXT
N r

Remplacons nZ‘RO) par son expression et réarrangeons :

AR? A, AR} AR} A , AR} A

* % o _ - 2
" ="r) T 6p 6D " " 3D " 6D 6D~ — 2D 6D~

r

Nicolas Clatin | septembre 2021 | | Phénomeénes de transport : diffusion de particules | page 23



Strictement réservé aux éléves de BCPST du lycée Fénelon (Paris).
Toute utilisation commerciale est interdite.

Il est évident que la densité de neutrons est maximale pour r = 0, c’est-a-dire au centre de la sphere© ; elle
vaut :

. AR}
=0 = 3p

Le profil de la densité volumique de neutrons pour tout r est représenté ci-dessous.

*

T(r)

N(r=0) |

n?Ro) T

FI1GURE 20 — Profil de la densité de neutrons émis par une sphere radioactive.

3.4.4 Calcul infinitésimal de la densité de neutrons a l’intérieur de la sphére

Si on ne pense pas a l'astuce de raisonner sur le volume de contréle macroscopique constitué d’une sphere
de rayon r < Ry, on fait le raisonnement général (mais pénible ici) consistant & faire un bilan de neutrons
dans le volume de contréle situé entre une sphere de rayon r et une sphere de rayon r + dr (avec r < Ryp). Ce
volume a pour valeur dV = 47r? dr (produit de la surface de la sphére de rayon r par épaisseur de la couronne
sphérique). On peut aussi le retrouver en faisant la différence entre le volume de la sphére de rayon r + dr et
celui de la sphere de rayon r :

3
4 4 4 dr 4
dV = — dr)d = —=r*=—r3 [1+ —| — —13
3 (r +dr) 37 3" + " 3"
Par un développement limité au premier ordre, on obtient :
dr 3dr dr 4 5
dV=—r’ |14+ —| - —=r’=drr’dr
3 r 3

En régime stationnaire, le nombre de neutrons dans le volume de contréle reste constant, soit dN = 0.
Faisons un bilan du nombre de neutrons dans le volume de controle. Pendant dt :
o il entre N, = @, dt neutrons par la surface sphérique de rayon r,
o il sort Ny = ®(, 44, dt neutrons par la surface sphérique de rayon r + dr,
o il est émis par radioactivité § Nemis = A x 4wr? dr dt neutrons par les désintégrations radioactives.

6. L’analogie entre transfert thermique et transfert de particules permet d’affirmer que c’est aussi au centre de la sphére que la
température est la plus élevée : les désintégrations radioactives libérent de ’énergie qui diffuse vers ’extérieur de la spheére.
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En conséquence :
AN =0 = 6N, — 6N; + 6 Nemis = () dt — @y ary dt + A x dmr®dr dt = 0
Remplacgons les termes de flux, et simplifions :

do i)
—— drdt+ Ax4rr?drdi=0= —— + Ax 4rr’ =0
dr dr

On sait par ailleurs que le flux & travers une surface sphérique d’aire 47r? obéit & la loi de Fick :

P dn* dn*
=-D = & = —4nxDr?
47rr? dr e X dr

En se souvenant que n* est une fonction de r, et donc que sa dérivé est donc a priori aussi une fonction de
r, on en déduit :

do dn* 9 d?n*
E:—8WDTXW—47TDT' X d/]"2

Remplagons dans ’expression du bilan de neutrons, pour obtenir I’équation différentielle vérifiée par la
densité de neutrons dans la sphere :

* 2

d d d d2n* A
87TDT‘>(di+47TDT2X n an n
r

dr? +4mAr® = 0= 2r x dr 1t x dr2 :75XT

Il reste a résoudre cette équation. La premiére méthode consiste a voir 'astuce suivante : 2r est la dérivée

de r? par rapport a r et d’n*/ dr? est la dérivée dn* / dr. En conséquence, le membre de gauche est la dérivée
d’un produit, et I’équation revient a :

=——=x
dr p*"
Par intégration, il apparait une constante \ :
2, 40 A>< 3+)\:>—dn* A Ax
r =——XTr =—=——=XTr
dr 3D dr r2 3D

Par une seconde intégration, on obtient nz‘r) avec apparition d’une seconde constante u :

* A A 2
Mo T Ty T Ep T

Si on ne voit pas l'astuce précédente de la dérivée du produit, on peut résoudre de fagon générale ; récrivons
I’équation différentielle vérifiée par n* :

r  d2n*  dn* Ar

2 @ Tar T T
Posons la fonction f(,y = dn* /dr. L’équation devient :

r df Ar
CR T T

L’équation homogene est a variables séparables; on peut facilement obtenir la solution homogene f; :
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1 fl dT
+fi=0=>—"—=-2x—=Infi=-2Inr+InX
r

h

dfy
27 ar

dans laquelle la constante d’intégration est notée In A (n’importe quel réel peut étre considéré comme le loga-
rithme népérien d’un réel positif, puisque la fonction logarithme népérien réalise une bijection de |0, +oo[ sur
] — 00, +00[). En réarrangeant, on obtient ’expression de f :

A
hlfl:—lnrQ_‘_ln/\:lnﬁ:}fl:i

Par ailleurs, comme le second membre est en r, cherchons une solution particuliére de la forme fo = K x r;
en rérrangeant, on a :

dfs A o A A A
W**Xﬁ TpT BT =g s K= s o= gy

En définitive, la solution de I’équation différentielle vérifiée par f est f1 + fa, soit :

an* . X A
o T

avec A une constante. Par intégration, on obtient n} ., avec apparition d’une seconde constante d’intégration pu.

r)?
Cette expression est évidemment la méme que celle obtenue par la premiere résolution de I’équation différentielle :

* A A 2
K By RO

Il reste & déterminer la valeur des deux constantes d’intégration A et u. La constante A est obtenue par une
condition de non divergence. En effet, n* diverge lorsque » — 0, ce qui ne peut pas correspondre a une situation
physique : en régime stationnaire, il sort en permanence autant de neutrons de la sphére qu’il n’en apparait,
et la densité de neutrons ne peut donc pas diverger au centre de la sphére. Par conséquent, le terme en 1/r ne
peut pas exister dans 'expression de n*, soit A = 0. Par ailleurs, on connait nE‘RO), donc :

ARS A AR
3D 6D 0 THTHTSD

* A 2
n(RO):767DXR0+H:>

qui est donc en réalité nZ‘T:O). En définitive, la densité de neutrons a l'intérieur de la spheére suit la loi :

. ARZ A

_ 2
"= %p 0"

ce qui est bien le méme résultat que celui obtenu — bien plus simplement — par la premiere méthode.
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