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Exercice 1
Soit n € N. Calculer les sommes suivantes :
LY (k=3)(k—1).
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Exercice 2

n

1
On définit la suite (u,,) par, pour tout entier n > 2, u,, = H <1 — —)

2
k=2
1. Calculer uy et us. On écrire les résultats sous forme de fraction irréductible.
1 3
Ona:u2:1——zzl
1 1 3 8 2
e“3(4)(9)493
. n+1
2. Montrer que, pour tout entier n > 2, u,, = 5
n
- 1 k2 —1 —1)(k+1
Pourtoutentiern>2,un:H(1—ﬁ>:H( >:H( +>>
k=2 k=2 k=2
n n n+1
[[¢E-0x]Jk+1) Hk: X Hk
k=2 k=2 k=1 i

- = ou l'on a effectué deux changements d’indice au
[1# 1+
k=2 k=2

numérateur.
n

1 n+14
- k x k k:xk;
2n

G Hk2
k=2 k=2

On en déduit que u,, =

n+1
on |

donc |u,, =

3. En déduire la limite de la suite (uy,).

1 R L
Pour tout entier n > 2, u,, = nt = n( +") = +”.
2n 2n 2

1
Or lim — =0.

n—-4oo N,

1
Donc | lim wu, = —|
n—-+oo 2




Exercice 3

Résoudre les équations suivantes :

T 4z
T4l x-2
Pour tous x # —1 et x # 2 :
Sv 4w 0 5x:4x
r+1 z-2 Al @m=2
PN T _ 4z
Bl @m=2
— br(r—2)=4z(z+1)
— z[h(x—2)—4(x+1)]=0
— z(xr—14)=0
<— x=0oux=14
L’ensemble des solutions est donc | . = {0; 14} |

2. 3z + 1| = |5z — §|

On a:

3z+1| =15z —-8| < 3z+1=5z—8ou3z+1=—-5z+8
— 9=2rou8x =7
7

u —

— =<
T o0y

L’ensemble des solutions est donc |.¥ = {g, g} :

3. V3r+2=V22+2—-6

On raisonne par analyse-synthese.

e Analyse : Soit x un réel pour lequel ’équation est bien définie.

En élevant cette équation au carré, on obtient 3z +2 = 22 +x — 6 d'ott 22 — 22 — 8 = 0.
On a alors A =4 + 32 = 36.

. , . 2—-6 2+6
Ce trinome du second degré admet pour racines x; = — = —2et xy = —5 = 4 donc
si x est solution de I’équation de départ, nécessairement x = —2 ou = = 4.
e Synthese : Vérifions si © = —2 et © = 4 sont bien solutions de 1’équation.
Six=—-2,0na3dr+2=—6+2 = —4 donc 'équation n’est pas définie pour x = —2

donc x = —2 n’est pas solution de I’équation.

Siz=4,onabien vV3r+2=+v1det Vi2+z—6=+16+4—6 =+/14 donc z = 4 est
solution de I’équation.

Ainsi, 'unique solution de I’équation est x = 4.

L’ensemble des solutions est donc | . = {4} |




Exercice 4

L’objectif de cet exercice est de démontrer que, pour tout n € N*, |[/n++v/n + 1| = [/4n + 2|.
1. Soit n € N*. On souhaite montrer que [/n +v/n + 1] < [v4n +2].

(a) Montrer que (v4n +2)? — (Vn+vn+1)* = M

vn+vn+1

On a:

(Van +2)2 — (Vn+vVn+1)? = 4n+2— (n+2vVnvn+1+n+1)
= 2n4+1-2v/nvn+1
= 2vn(vn—vn+1)+1
_ 2\/—\/52—W2+\/_+W
vitvntl - n+vn+l
—2y/n++n+vn+1
Vn+vn+1
Vn+l-yn
v+ vn+1

On a bien | (V4n +2)* — (Vn + Vn + 1)* = \/gi—\/;T\/?

En déduire que [/n+vn+1] < [V4n+2].

Comme (v/4n +2)? — (Vn+vn+1)? = \/7_1:::\/% > 0,

on a alors (v4n +2)* > (v/n+ v/n + 1)%

Dongc, par la stricte croissance de la fonction racine carrée, \/n++/n + 1 < v/4n + 2.
Enfin, par croissance de la fonction partie enticre, | [v/n + vn + 1] < [V4n +2]|.

2. Par I’absurde, on suppose qu'’il existe n € N* tel que [/n +vn + 1] < [V4n +2].

(a)

Montrer alors que /n ++vn+1 < [V4n + 2].

Les nombres |y/n++v/n + 1] et |4n + 2] étant entiers, |\/n++v/n + 1] < [V4n + 2]
implique que |\/n+vn+ 1] +1 < [vV4n +2].

Or, pour tout réel z, z < |z| + 1.

Donc, en particulier, /n ++vn+1< [Vn++vVn+1] + 1.
Par conséquent, [v/n +vn +1 < [vVdn +2] |




(b)

En déduire que |v/4n +2]% = 4n + 2.

Par croissance de la fonction carrée, (v/n +v/n +1)? < ([vV4n + 2])>.

Donc n+2y/nvn+1+n+1 < ([V4n +2])?

soit 2n + 2v/nvn + 1+ 1 < ([V4n + 2])%

On remarque que \/n < v/n+ 1 donc 2n + 2y/ny/n+1 < 2n+ 2y/ny/n+1+1
soit 4n + 1 < 2n+ 2y/nyv/n+ 1+ 1 et donc 4n + 1 < ([vV4n + 2])>.

Comme |[v4n +2| < V4n+2, on a (|V4n +2])? < V4dn + 2° = dn + 2.

Ainsi, ([vV4n +2])? €]dn + 1;4n + 2.

Or le seul entier de l'intervalle |4n + 1;4n + 2] est 4n + 2.

On a ainsi | [V4n + 2] = 4n + 2|,

Soit p € N. Montrer que p* pair = p pair.

Montrons la contraposée : p impair = p? impair. Soit p € N impair. Il existe k € N
tel que p =2k + 1. On a alors p* = (2k +1)? = 4k* + 4k +1 = 2(2k* + 2k) + 1 o0
2k? 4+ 2k € N donc p? est impair.

On en déduit que |p? pair = p pair |.

En déduire que 1'égalité de la question 2. (b) est absurde.

Comme |v4n+2]?> = 4n +2 = 2(2n + 1) avec 2n + 1 € N, on en déduit que
| V/4n + 2]? est pair.

Donc d’apres la question précédente, |v/4n + 2| est pair.

Il existe donc m € N tel que |v4n + 2] = 2m.

On a alors [v4n +2]? = (2m)? = 4m? = 4n + 2.

Donc 2m? = 2n + 1, ce qui est absurde (un entier ne peut pas étre a la fois pair et
impair.

L’hypothese < il existe n € N* tel que |/n++vn + 1| < [v4n + 2] » est donc fausse.

Conclure.

Pour tout n € N, on a montré que |/n+ vn+ 1| < [V4n + 2|
puis que U'inégalité |/n + v/n+ 1| < [V/4n + 2| était impossible, on en déduit que

lVn+vVn+1]=[Vin+2]|




Probléme 1

Soit (uy,)nen+ une suite de nombres réels.

2
n n
On dit que la suite (uy,)nen+ vérifie la propriété &2 si pour tout n € N*, Z up = (Z uk> )

k=1

1. Enoncer la négation de la propriété .

n n 2 n n 2
Ona: - VnEN*,Zuiz(Zuk> <= dn € N*, Zui#(Zuk>
k=1 k=1 k=1 k=1

2. Donner un exemple de suite (non constante) ne vérifiant pas la propriété &.

Il suffit de prendre la suite (u,),en+ définie par u; = 2 et up = 0 pour tout & > 2. On

1 2
alors Z upy =23 =8 +# (Z uk) = 22 = 4. La négation de & est donc vérifiée.
k=1 k=1

3. Déterminer les suites constantes vérifiant la propriété &2.

Soit (uy,)nen+ une suite constante. Il existe donc C' € R tel que Vn € N*, u,, = C.
Soit n € N*. On a alors :

2
Zuk—nC’3 et (Zuk> = (C?n2.

n 7é 0 donc C® = nC? soit C*(C —n) = 0.
Ceci étant vrai pour tout n € N*, cela implique que C? = 0 et donc C' = 0.
La suite nulle est la seule suite constante qui vérifie la propriété 2.

4. On cherche a savoir si la suite (v, )nen+, définie par, pour tout n € N*, v, = n, vérifie la
propriété &. Soit n € N*.
n
(a) Donner la valeur de la somme Z k.
k=1

On a Zk_ ”“

(b) Démontrer que, pour tout n € N*, Z L3 — (@) .
k=1



n 2
2 n(n+1
Montrons par récurrence que, pour tout n € N*, g k= (%) .
k=1
Initialisation : Pour n =1, on a :

1
SR =13=1, et (_1-<12+1)>2 — ()’ =1
k=1

La formule est donc vérifiée au rang n = 1.

Hérédité : Supposons que pour un certain entier n > 1, la formule soit vraie,

c’est-a-dire : . )
k=1 2

Montrons qu’elle reste vraie au rang n + 1.

On a:
n+1 n
d K= (Z k3> + (n+1)>°
k=1 k=1

En utilisant ’hypothese de récurrence :

g:lk:?’: (@)2+(n+1)3

k=1
_ nz(n4—i— 1)? (1)
= (n+1)? (%+(n+1))

2 4
= (n+1)? (—n +4n+ )

_ ((n+ 1)2(n+2))2

C’est exactement la formule attendue au rang n + 1.

Conclusion : Par le principe de récurrence, la formule est vraie pour tout entier
n>1.

Conclure.

2
n n
Pour tout n € N*, on a bien ZU,?; = (Z vk> .

k=1 k=1

La suite (v, )nen+ vérifie donc la propriété 2.




Probléme 2

Pour toute partie A de R et tout réel a € A, on dit que a est un point isolé de A si la propriété
suivante est vérifiée :

Je >0, ANja—e,a+¢e[={a}. (%)
1. Soit n € N. Montrer que n est un point isolé de N.

On cherche un réel € > 0 tel que NN|n — e, n + e[= {n}. Il suffit de prendre & = . Alors
NNJn — 3,n+ 3 [= {n} (car le seul entier de I'intervalle Jn — 3,n + [ est n).

On a bien trouvé un réel € > 0 tel que NN|n — e, n + ¢[= {n}.

Par conséquent, la propriété (x) est vérifiée et donc n est un point isolé de N.

2. Existe-t-il un point de Z qui n’est pas isolé ? Justifier.

Soit n € Z. En raisonnant comme a la question précédente, on a ZNjn — %, n + %[z {n}
donc n est un point isolé de Z. Puisque ceci est vrai pour n’importe quel entier n € 7Z,
on en déduit que tous les points de Z sont isolés, et donc qu’il n’existe pas de point de Z
qui n’est pas isolé.

3. (a) Ecrire la négation de la propriété ().

(b){Ona: —=(3c>0, Anja—e,a+¢e[={a}) <= Ve >0, ANja—e¢,a+¢e[# {a}.

(c) Soit x € R. Montrer que z n’est pas un point isolé de R.

Pour montrer que z n’est pas un point isolé de R, il suffit de prouver que la propriété
(*) n’est pas vérifiée, donc que sa négation est vérifiée, c’est-a-dire, d’apres le résultat
de la question précédente, que :

Ve >0, RNz —e,z+el# {z}.

On commence donc par fixer un réel ¢ > 0. On a :

r+x+e¢ g €
————— =2+ - € RN|x — ¢,z + €] car, comme & > 0, onax—5<x—|—§ <z+e.

Donc RNz — ¢,z + ¢[=]z — ¢, + €[# {z}.
Puisque ceci est vrai pour n’importe quel réel € > 0, on a bien montré que :
Ve >0, RNz —e¢,z+el#{z}.

Par conséquent, la négation de la propriété (k) est vérifiée et donc = n’est pas un
point isolé de R.

Remarque : l'intervalle |z — €, z 4 €[ contient une infinité de réels.

4. (a) Dans cette question, on fixe un rationnel § €Qou (p,q) € ZxN* unréel ¢ >0, et
un entier n € N supérieur a 2/e. Montrer que :

np +
<e ou r= N qe@.
ng

p
7"‘__

q

0<




p| _|np+q p| |npt+q—mp| |q| (1] 1 ..
r—-|l=|———-Z|=|——=|=|=|=|-|== car n est positif.
q ng q ng ng n| n
Orn > 2/6>Odonc—>0et% %——<5.0nendéduitbienque:
0<|r—2<e
q

(¢) En déduire qu’aucun point de Q n’est isolé.

Puisque |r —§ < ¢ d’apres le résultat de la question précédente, on en déduit,
d’apres les propriétés de la valeur absolue, que r E]— —&, -+ e[. De plus, r € Q et
r#£2 ( car —‘ > (0 d’apres le résultat de la question precedente) Par conséquent,

I mtervalle ]— —¢, 24¢[ contient au moins deux rationnels différents : £ et r. Puisque
ceci est vrai pour n ‘importe quel réel € > 0, on a montré que :

Ve > 0, @ﬁ]]—g—e,]—g—ka{# {E}
q q q
Par conséquent, la négation de la propriété (x) est vérifiée et donc § n’est pas un
point isolé de Q. Puisque ceci est vrai pour n’importe quel rationnel ’(—; € Q, on en
déduit que tous les points de QQ ne sont pas isolés, et donc qu’aucun point de Q n’est
isolé.

(a) Soit B =[1,2] U{0}. Prouver que 0 est le seul point isolé de B.

On a [1,2]N] — 3,3[= 0 donc BNJ0 — 3,0 + 3 [= {0}. Ainsi, on a trouvé un réel
e =1 > 0 tel que BNJ0—¢,0+¢[= {0}. On en déduit que 0 est un point isolé de B.
Montrons que c’est le seul, c’est-a-dire que les autres points de B ne sont pas isolés.
Soit z un autre point de B, donc x € [1,2]. On fixe un réel € > 0. Alors I’ensemble
[1,2]N]z —¢€, x4 ¢[ contient une infinité de réels, donc BNz —e, z+¢[# {z}. Puisque
ceci est vrai pour tout réel € > 0, on en déduit que x n’est pas un point isolé de B.
Puisque ceci est vrai pour tout x € [1,2], on en déduit finalement que 0 est le seul

point isolé de B.

(b) Soit C' = { 1| n € N*} U{0}. Prouver que 0 est le seul point non isolé de C.



On fixe un réel € > 0 et un entier n € N supérieur a 2/e. On a % <3z = s <e
donc :

1

—€]0—¢,0+¢].

n

Autrement dit, CN]0 —&,0+ €[# {0} pour tout £ > 0. On en déduit que 0 n’est pas
un point isolé de C'.

Montrons que c’est le seul, c¢’est-a-dire que les autres points de C' sont isolés. Soit %
un autre point de C, ou n € N* est fixé. On raisonne par analyse-synthese.

e Analyse : On cherche un réel € > 0 tel que CN|: — ¢, % + € [: {%} Puisque n+r1

n
est I’élément de C' qui précede %, il faut que e soit plus petit que la distance entre
1 1 S Tira -
—5 et .-, cest-a-dire :
1 1 n+1-—n 1
£< — — = =
n n+1l nh+1) nn+1)

1
n—1
que la distance entre ﬁ et %, c’est-a-dire :

De méme, puis que est I’élément de C' qui suit %, il faut que ¢ soit plus petit

1 1 n—(n-1) 1
£ < ——= =
n—1 n (n—1)n (n—1)n
I1 suffit donc que :
< mi ! ! = (n+1)>(n-—1)
£ < min , =——— carn(n n—1)n.
nn+1) (n—1)n n(n+1)
1
e Synthese : On pose e = ——— . D’apres les calculs de 'analyse, on a :
2n(n +1)

1 1 1
Cﬂ]——a,——i—e{:{—}.
n n n

1
On en déduit que — est un point isolé de C'. Puisque ceci est vrai pour tout n € N*,

n
on a bien montré que 0 est le seul point non isolé de C.

6. Soient A C R et a € A. Démontrer que a est un point isolé de A si et seulement si la
propriété suivante est vérifiée :

>0, ANja—e,a+¢]={a}. ()
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de >0, ANa—e,a+¢]={a}. (xx)

Pour ne pas confondre la variable muette € dans la propriété (*) et la variable muette &
dans la propriété (**), on utilise des notations différentes. Montrons que :

de1 >0, ANja—ce,a+e[={a} < Fe2 >0, AN[a—ey,a+ ] = {a}.

On raisonne par double implication.

1™ implication <.

On suppose qu'il existe un réel e5 > 0 tel que AN [a — e9,a + &3] = {a}. On cherche
g1 > 0 tel que AN]Ja — e1,a + &1]= {a}. Or :

{a} CANJa—ep,a+ & [C ANa—eza+es] = {a}.

Donc ANja — e2,a + 2 [= {a}. Par conséquent, il suffit de poser g1 = 5.

2¢ implication ==. On suppose qu’il existe un réel e; > 0 tel que ANja—e1,a+¢1[= {a}.
On cherche un réel g5 > 0 tel que AN [a — e2,a + 2] = {a}.

Attention : contrairement a la premiere implication, il ne suffit pas de poser e5 = ;. En
effet, sia—e; € Aousia+e; € A,ona ANja—ey,a+e;[= {a} mais AN[a —€1,a + &1 #
{a}. 1l faut donc choisir un e, plus petit.

On a: . .
{a} CTAN [a—é,a%—é

Donc AN [a—2,a+ 2] = {a}. Par conséquent, il suffit de poser e, = 2.

] C Aﬁ} a—e1,a+ &= {a}.

Conclusion. Pour double implication, on a montré que les propriétés (x) et (xx) sont
équivalentes, et donc que a est un point isolé de A si et seulement si la propriété (xx) est
vérifiée.

11




