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Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel.
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9.1 Calculs de dérivées et applications

9.1.1 Opérations sur les dérivées

Proposition 1: Opérations élémentaires sur les dérivées

Soit u, v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Eléments de départ Opérations | Fonctions dérivées
uetv Somme u+v | (u+v) =u +o
uetwv Produit uv (uwv) = v'v 4+ w'
u, k nombre réel Produit ku (ku) = ku’
1 " -
v ne s’annule sur 1 Inverse — (—) = —
v v v
, . U w\’  uv—u
u et v, v ne s’annule sur I | Quotient — (—) =—
v v v

Proposition 2: Dérivation d’une fonction composée

Soit f: 1 — J, soit g: J — R. Soit a € I.
On suppose que f est dérivable I et que g est dérivable sur J
Alors g o f est dérivable sur [ et

(gof) =f xgof.

Corollaire 1: Dérivation de fonctions composées

Soit u, v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Eléments de départ Opérations Fonctions dérivées
uetn eN Puissance (W) =nxu xu"!
1 /
uetnéeN Puissance négative <—) _
un un+1
u/
u(u>0 Racine u) =
(u>0) (Vi = 572
u Exponentielle (exp(u)) =u' x expu
u/
u (u>0) Logarithme (In(u)) = —
U
u Cosinus (cos(u)) = —u' x sin(u)
u Sinus (sin(u))" = u’ x cos(u)

Démonstration. Ceci découle de la proposition précédente et des dérivées des fonctions
usuelles. m
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Exemple 1. Soient f, g et h les fonctions définies sur R par f(z) = xe®, g(z) = 2% + 32z — 7 et
h(z) =

. Pour tout réel z, on a :
241

e fllx)=(x+1)e" eg(x)=224+3 eh/(z)=-— 10z

(2 +1)2

sin
Exemple 2. La fonction tan = — est dérivable sur | — § + km, § + k7| pour tout k € Z, et on
cos

a pour tout k € Z, pour tout x €] — § + km, 5 + kn|,

_ sin’(z) cos(z) —sin(z) cos’(x)  cos®(z) +sin*(z) 1

tan’(z) = = 1+ tan®(z).

cos?(x) N cos?(x) ~ cos?(x)

af . d
Remarque 1. En physique, la dérivée d’une fonction f de variable x se note d—f (d—f(azo) si on
x dr

considere la dérivée de f en x(). Cette notation indique que la dérivée de f en xy correspond
au rapport de la variation infinitésimale de f (notée df) et de la variation infinitésimale de x
(notée dx) autour de xg.

d
Exemple 3. Si f: 2 +— 22 + 3 alors d—f(:ro) = 2xg
x

sin
Exemple 4. La fonction tan = — est dérivable sur | — 5 + km, § + k7| pour tout k € Z, et on
COS

a pour tout k € Z, pour tout x €] — § + km, § + kn|,

sin'(z) cos(z) — sin(z) cos'(z)  cos?(z) +sin’(z) 1

tan’(x) = =1+ tan®(z).

cos?(x) N cos?(x) ~ cos?(x)

Proposition 3: Dérivation d’une fonction réciproque

Soient I et J des intervalles réels. Soit f : I — J une application continue sur I,
strictement monotone et bijective de bijection réciproque f=':J — I.

Soit a € I tel que f est dérivable en a avec f'(a) # 0.

Alors f~! est dérivable en f(a) et

Ainsi, si f est dérivable sur I alors pour tout = € .J, f~! est dérivable en z si et seulement
si f/(f~%(z)) # 0 et dans ce cas, on a

Rappelons que la bijection réciproque de tan :] — 7, Z[— R est arctan : R —] — 7, 7.

Corollaire 2: Dérivée de la fonction arctan

La fonction arctan est dérivable sur R de dérivée

1
Vo € R,arctan’(z) = .
Démonstration. Pour tout z €] — %, %[, on a tan’(z) = 1 + tan?(z) # 0 donc d’apres la
proposition précédente, arctan est dérivable sur R et on a pour tout z € R,
1 1
arctan’(x) = = i
(z) tan’(arctan(z)) 1+ tan?(arctan(z))
1
Or, pour tout = € R, tan(arctan(z)) =  donc pour tout = € R, arctan’(x) = T2 [ |
x
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9.1.2 Dérivées d’ordre supérieur

Définition 1: Dérivée n-éme

Soit f: 1 — R, soit a € I. Soit n € N.

On appelle dérivée n-éme de f en a le nombre :

o fO(a) = f(a) et fO = fsin=0;

o fM(a) = (fVY(a) si f1) existe et est dérivable en a si n > 1. On dit alors que f
est n fois dérivable en a.

On dit que f est n fois dérivable sur I si f est n fois dérivable en tout point de I et on
note f(™ la dérivée n-eme de f sur I.

Remarque 2. Ona f© = f f = /@) = g7 |

Exemple 5. Soit n € N. Soit f : x — 2™ définie sur R.
Alors pour tout k € [0,n], pour tout x € R,

|

9.1.3 Monotonie et signe de la dérivée

Théoréeme 1: Lien entre signe de la dérivée et monotonie

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I.
1. La fonction f est croissante sur I si et seulement si pour tout x € I, f'(z) >0
2. La fonction f est décroissante sur I si et seulement si pour tout = € I, f'(z) < 0.
0

3. La fonction f est constante sur I si et seulement si pour tout x € I, f'(z) =

1
Remarque 3. Ce résultat n’est valable que sur un intervalle. Soit f : x — — pour z € R*.
x

1
Pour tout x € R*, f’(x) = —— < 0 mais f n’est pas décroissante sur R* puisque f(—1) = —1 <
x

1= f(1).

Théoreme 2: Stricte monotonie et signe de la dérivée

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I.
1. Si pour tout = € I, f'(x) > 0, alors la fonction f est strictement croissante sur I.

2. Si pour tout x € I, f'(x) < 0, alors la fonction f est strictement décroissante sur I.

Remarque 4. e La méme preuve montre que si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b,
alors si pour tout z €la,bl, f/(x) > 0 (resp. f'(z) < 0), f est strictement croissante (resp.
strictement décroissante) sur [a, b].

e La réciproque est fausse. En effet, soit f : # — 3. La fonction f est strictement croissante
sur R mais f/(0) = 0.
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9.2 Fonctions réelles de deux variables réelles

9.2.1 Définition et propriétés

Définition 2: Fonctions réelles de deux variables réelles

On appelle fonction réelle de deux variables réelles toute fonction f définie sur un domaine
D C R? et & valeurs dans R. On note

f+D — R
(z,y) — f(=z,y).

Exemple 6. o Les fonctions polynomiales & deux variables sont définies sur R? tout entier, par
exemple f(z,y) = 323y + 22y? —xy* +y — 1.

e Certaines fonctions sont définies sur des demi-plans, par exemple f : (z,y) — In(z) + y
est définie sur D = R% x R, qui est le demi-plan supérieur du plan R? (privé de I'axe des
abscisses).

e Certaines fonctions sont définies sur des pavés de la forme [a,b] X [¢,d], par exemple la
fonction f: (z,y) — V1 — 22 + /1 — y2 est définie sur D = [—1,1]2.

e Certaines fonctions sont définies sur des disques, par exemple la fonction f : (z,y) —>
V1 — 22— y? est définie sur le disque de centre (0,0) et de rayon 1.

9.2.2 Fonctions partielles

Définition 3: Fonctions partielles

Soit D C R2. Soit
D — R

(z,y) —  f(z,9)
une fonction de deux variables réelles.
Pour tout (z9,y0) € D, on appelle premiere fonction partielle en (zg, yp) la fonction

f:

fyo S f(w7y0)

et deuxieme fonction partielle en (xg,yo) la fonction

f:Eo Yy f(x()ay)

Remarque 5. e La courbe de la premiere fonction partielle de f en (zg,yo) s’obtient en
intersectant la surface représentative de la fonction f avec le plan d’équation y = yqg.

e La courbe de la deuxieme fonction partielle de f en (xg,yp) s’obtient en intersectant la
surface représentative de la fonction f avec le plan d’équation z = x.
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9.2.3 Dérivées partielles

Définition 4: Dérivées partielles

Soit D C R2. Soit f : P —R une fonction de deux variables réelles.

(z,y) +—  f(=,y)
Pour tout (zo,y0) € D, on considere les fonctions partielles f,, : © — f(z,yo) et
fao 1y — f(20,9).
e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiére variable en (zg, yo)
si la premiere fonction partielle fy, est dérivable en xy et dans ce cas, on note

%(wo,yo) = fyo(20)-

e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la deuxiéme variable en (zg, yo)
si la deuxieme fonction partielle f,, est dérivable en yy et dans ce cas, on note

%(«To,yo) = fzo(W0)-

0
Remarque 6. e Pour calculer 8—f(:1:, y) en un point (x,y) € R% on dérive f(x,y) par rapport
x

a x en traitant y comme une constante.

d
e Pour calculer 8f(ac, y) en un point (z,y) € R?, on dérive f(x,y) par rapport & y en traitant
Y

x comme une constante.

Exemple 7. Soit f : (z,y) — 2%y3 + 3yz — = pour tout (z,y) € R2.
Pour tout (z,y) € R?, on a f;(x) = 2zy® + 3y — 1 et f1(y) = 32%y* + 3z.
0 0
Ainsi, pour tout (x,y) € R?, a—f(:c,y) =22y +3y —1et 8—f(a:,y) = 32%y% + 3u.
T Y
of

En particulier, on a gi(l, —1)=—6et 6—y(17 —1) =6.

9.3 Primitives

9.3.1 Définition et propriétés

Définition 5: Primitive

Soit f: I — R.
Une primitive de f sur I est une fonction F': I — R dérivable sur [ telle que

Ve € I, F'(z) = f(z).

Exemple 8. La fonction F':  —— xIn(x) —x est une primitive sur R’ du logarithme néperien.

En effet, I est dérivable sur R% comme produit et somme de fonctions dérivables sur R* et
on a pour tout x € RY,

F'(z) =In(z) + = x é —1=In(z).
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Proposition 4

Soit f: 1 — R. Soit F': I — R une primitive de f sur I.

Soit G: I — R.

Alors G est une primitive de f sur I si et seulement si il existe ¢ € R tel que pour tout
z€1,G(x)=F(z)+c

Démonstration. e Supposons que G est une primitive de f sur I. Alors G — F' est dérivable
sur I et pour tout z € I, (G — F) (z) = G'(x) — F'(x) = f(x) — f(z) = 0 donc la fonction G — F
est constante sur I, i.e. il existe ¢ € R tel que pour tout = € I, G(x) — F(z) = ¢, donc pour tout
xel,G(z)=F(x)+ec

e Supposons qu’il existe ¢ € R tel que pour tout z € I, G(z) = F(z) + c.

Alors G est dérivable sur I et pour tout = € I,G'(z) = F'(z) = f(x) donc G est une
primitive de f sur [. |

Remarque 7. Autrement dit, si une fonction admet une primitive sur un intervalle, elle en
admet une infinité, toutes égales a une constante additive pres.

Le théoréme suivant, que ’'on admet provisoirement, donne une condition suffisante d’exis-
tence de primitives pour une fonction.

Théoréme 3

Soit f : I — R une fonction continue sur I. Alors f admet des primitives sur I.

Année 2025-2026 7/ 16 A. WASSFI



BCPST1

Lycée Fénelon

9.3.2 Primitives usuelles

A partir des dérivées de fonctions
notant F' une primitive de f) :

usuelles, on obtient les primitives usuelles suivantes (en

’ f(z) | F(x) Domaine ‘
a,a € R ax R
1
e (a #0) —e® R
a
1
— 1 R*
; il(|96 )
- _b
il aln(]aa:—kb\) R\ {-2
:L,oe—ﬁ—l Rsia€eN,
¢ a#£ —1 R* sia€Z\N,
a—+1 R? si a€R\Z
In(z) zln(z) —x R%
* R 1 * R
a®, a € RY\ {1} ln(a)a
1
cos(ax + b), (a,b) € R* xR | —sin(az + b) R
a
1
sin(axz + b), (a,b) € R* x R - cos(ax + b) R
1 m T
- T T Z
o2 (0 tan(z) kLeJZ] 5 kT o+ ka k€
tan(x) —1In(] cos(z)]) U] - g + k, g +kr[, ke Z
1 kEZ
i arctan(z) R

Enfin, le tableau suivant s’obtient en utilisant la formule de dérivation d’une composée de

fonctions dérivables.

Soit u : I — R une fonction dérivable sur I. La troisieme ligne est valable si u(I) C R* et

la quatrieme si u(/) C R%.

Fonction Primitive
u'e et
I
/ n’ c 7 -1 n+1
u'u™ n , \ {-1} e
U
In(ful)

2Vu

u sin

) —cos(u)

(u
u’ cos(u) sin(u)

Exemple 9. Les fonctions suivantes F' sont des primitives des fonctions f :

1 1
1. f(x):61+3$2+7etF(x):ex—f—x?)_f_Fl_
x x

3z 2z 631 —2x
2. f(x) = —e’® —2e 2" et F(x) =—5 te
1
_ _ 1 2
3. f(x) = T 22 et F(x) = 2ln(l—l—av )

4. f(x) = sin(2z)(cos(2z) + 1)* et F(x) 0

—i(cos(21:) +1)5.
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9.4 Intégrale

9.4.1 Définition de ’intégrale

Soit (a,b) € R? tel que [a;b] C I et 6f la courbe représentative de f dans un repére

orthogonal (O; 7'; 7).

Fonction positive

Fonction négative

Définition 6 Définition 7

L’aire délimitée par ¢, 'axe des abs-

cisses et les droites d’équation x = a et
b
= b est notée f(z)dz (qui se lit

< intégrale de a a b de f(z)dx >).

L’opposée de l'aire délimitée par €7,
l'axe des abscisses et les droites
d’équation x = a et x = b est notée

/a b f(z)da.

¢y

Fonction de signe quelconque

Définition 8

b
tient : / flz)dx = A — oty + o

/ f(x)dz correspond a l'aire délimitée par €, I'axe

des abscisses et les droites d’équation x = a et © = b, E
comptée positivement lorsque est € est au-dessus de :
I’axe des abscisses et comptée négativement lorsque
¢y est en dessous. En considérant la figure, on ob-

s

oty

Exemple 10. e Soit f : [a,b] — R. une fonction constante égale & k € R,. La fonction f est

bien continue et positive sur [a, b].

L’aire sous la courbe de f est donc l'aire d’un rectangle de longueur b — a et de largeur k,

/abkdt = k(b—a).

donc

[a, b]

En notant F': —
T — kx

une primitive de f sur [a,b], on remarque que

/b kdt = F(b) — F(a).

0,a] — R

e Soit a € R.. Soit f: N

o La fonction f est bien continue et positive sur [0, al.

Année 2025-2026
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L’aire sous la courbe de f est l'aire du triangle dont les sommets sont les points (0, 0), (a,0)
2

1 a
et (a,a). C’est donc 'aire d’un triangle de base a et de hauteur a donc 'aire vaut Faxa=—.
a (Z2 [0, CL] — R
Ainsi, / tdt = —. En notant F : 2 une primitive de f sur [0,a], on
0 2 xX — ?

remarque que / tdt = F(a) — F(0).
0

f:00,2] — R
e Soit . R { x  sizel0,1]
2—z siz€]l,2].

La fonction f est continue sur [0, 1] et sur |1, 2]. De plus, i;ml 2—x = i;nllx =1= f(1) donc
f est continue en 1.

Ainsi f est continue sur [0, 2].

En outre, pour tout x € [0, 1],z > 0 et pour tout = €]1,2],2—2 > 0 donc f est bien continue
et positive sur [0, 2].

L’aire sous la courbe de f entre 0 et 2 est I'aire du triangle dont les sommets sont les points
(0,0),(2,0) et (1,1). C’est donc 'aire d’un triangle de base 2 et de hauteur 1, donc 'aire vaut

Remarque 8. L’élément infinitésimal dz précise par rapport a quelle variable on integre et est
indispensable, notamment pour effectuer des changements de variable. I ne faut donc jamais
l'omettre!

Cela dit, le = est une variable muette et, a I'instar d’une somme, on note indifféremment

/abf(t)dt—/abf(:z;)da:—/abf(u)du.

9.4.2 Propriétés de l’'intégrale

Proposition 5: Linéarité

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a,b € 1.
Alors, pour tous réels « et 3, on a :

/ab af(z) + Bg(z)dz = a/abf(a:)dx + ﬂ/abg(:c)d:c.

Proposition 6: Relation de Chasles

> Pour tout a € I, / f(z)dz = 0.

> Pour tous a,b,c € I, /Cf(a:)dxz/bf(x)dx—i—/bcf(a:)dm.

a b
> Pour tous a,b € I, / f(z)dz = —/ f(z)dx.

b
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Proposition 7: Positivité de ’intégrale

b
> Si pour tous x € [a;b],f(x) > 0 alors / f(x)dz > 0.
a

b b
> Si pour tous z € [a;b],f(x) < g(x) alors / flz)dx < / g(x)dz.

w/2
Exemple 11. Pour tout = € [0; 5], cosx > 0 donc / cos(z)dz > 0.
0

9.4.3 Valeur moyenne d’une fonction

Proposition 8: Encadrement de I’intégrale

Soit f : [a,b] :— R une fonction continue.
1. (Inégalité de la moyenne) Soient (m, M) € R? tels que pour M
tout x € [a,b],m < f(z) < M. Alors

m(b—a) < b (t)dt < M(b—a).

a

2. On a

b b
/ f(t)dt‘ < "1 mlo

. v

Remarque 9. D’apres le théoreme des bornes atteintes, une fonction continue sur un segment
est bornée et atteint ses bornes donc on a toujours

(b—a) min f(x /f (b—a) max f(x).

x€|a,b] x€|a,b]

Démonstration.

1. Par hypothese, on a pour tout x € [a,b],m < f(x) < M. Par croissance de l'intégrale, on

en déduit ) ) )
/mdtg/ f(t)dtg/ Mdt

b
d’ou m(b—a)é/ ft)dt < M(b—a).

2. Pour tout x € [a,b], on a f(z) < |f(z)| et —f(x) < |f(x)| d’ou pour tout x € [a,b],
—[f(@)] < flz) < [f(2)]

b b
Par croissance de 'intégrale, on en déduit que / —|f(®)|dt < / f(t) / |f(t)|dt i.e.

/ )l < / 0 / I,
/ bf(t)dt‘ < [

Année 2025-2026 11/ 16 A. WASSFI
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T
Exemple 12. e Puisque pour tout z € [0,7],—1 < cos(z) < 1, alors —7 < / cos(t)dt < .
0

/2 /2
e Soit I = / tsintdt. On a pour tout ¢ € [0; 5], 0 < tsint < § donc 0 < / tsintdt <
0 0

7r2

_ _ A7 << —.
2><(2 O)dOUO 4

Définition 9: Valeur moyenne d’une fonction continue
sur un segment

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] avec a < b.
On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a,b] le nombre

’ t)at.

Remarque 10. C’est la version continue d’une moyenne discrete du type — E Tk
n
k=1

Exemple 13. e La valeur moyenne de la fonction f définie par f(x) = 2z + 3 sur l'intervalle

1 [? (5+7) x1
[1;2] est p 2_1/1 x + 3dz 5

e Si une fonction continue f est d’intégrale nulle sur [a,b], alors sa valeur moyenne est 0.
Ceci confirme l'intuition géométrique, a savoir que si 'aire négative en dessous de l'axe des
abscisses est égale a ’aire positive au-dessus de I'axe des abscisses, alors la valeur moyenne de
la fonction est nulle.

e Soit k € R. On a
ak est k.
e Soit a > 0. Soit f :

= 6.

b
2 / kdt = k donc la valeur moyenne d’une fonction constante égale

2

a
0,a] — R On a vu que / f(t)dt = % donc la valeur moyenne
0

— oz

1 @ a
a—O/O Flt)de = 2.
9.4.4 Théoreme fondamental de ’analyse

Théoreme 4: Théoréeme fondamental de ’analyse

Soit f : I — R une fonction continue sur l'intervalle I. Soit a € I.
x

On considere la fonction F' définie sur I par F(z) = / f(t)dt.

de f sur [0,a] est

a
La fonction F' est 'unique primitive de f sur I s’annulant en a, i.e.

Ve eI, F'(z) = f(x) et F(a)=0.

Exemple 14. La primitive de la fonction f définie par f(z) = 322 + 32z — 1 qui s’annule en 1
3 3 3 3
est la fonction définie par F(x) — F(a) = 23 + 51‘2 —z— (134 512 —1) =23+ §$2 —r-
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Remarque 11. e Ainsi, toute fonction continue sur un intervalle y admet des primitives (une
infinité, égales & une constante additive pres). Ceci légitime la définition de la fonction logarithme

€T 1 x
néperien sur R par In(z) = / gdt = / ~ comme I'unique primitive de la fonction continue
1 1

t— n sur R s’annulant en 1.

e Si f est une fonction de classe C' sur I et si a € I, alors
f@) = fla) = [ 1/t

En effet, la fonction  — f(z) — f(a) est Punique primitive de f’ sur I qui s’annule en a.

Plus généralement, on a le corollaire suivant :

Corollaire 3

Soit f : I — R une fonction continue sur U'intervalle I. Soit F' une primitive de f sur [.
Alors pour tout (a,b) € I?, on a

b
/mﬂﬂﬁzﬁﬂﬁ—Fm)

b
(mmm/f@ﬁ:ﬂm—n@:w@m

Démonstration. Soit a € 1.

La fonction z — F(z) — F(a) est I'unique primitive de f sur I s’annulant en a donc pour
tout x € I,

| 10t =F@) - Fa)
b
donc pour tout b € I,/ f(t)dt = F(b) — F(a) et ceci est vrai pour tout (a,b) € I°. [

Remarque 12. Ce résultat fondamental permet de calculer facilement des intégrales en utilisant
les primitives usuelles.

1
Exemple 15. o /0 ek [arctan(z)]} = arctan(1) — arctan(0) = Z

.A%m@ﬁ:[cwwm:amm+ammzz

1
./o . i xda: = [In(1 + 2)]§ =1n(2) — In(1) = In(2).

L ]3 gntl _ ontl

3
e Pour tout nGN,/ 2"dr = [ =

n—+1

In(3)
. /1(2) evdxr = [efc]iﬁggg =) _ @ =3 _2=1.
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9.5 Meéthodes de calculs

9.5.1 Intégration par parties

Proposition 9: Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a,b] et dont les dérivées sont continues sur
[a, b].
Alors

Démonstration. Notons que toutes les intégrales existent parce que u,v,u’,v’ et leurs
produits sont bien continues sur [a, b].
Par linéarité de 'intégrale, on a

b b b
/ (W (£)0(8) + ult) (1))t = / o (E)o(t)dt + / w(t)! () dt.

Or, la fonction uv est une primitive sur [a,b] de v'v + uv” donc

b b
d’oﬁ/ u’(t)v(t)dt:[u(t)v(t)]g—/ u(t)v' (t)dt. [ ]

1
Exemple 16. e Calculons / teldt. Pour cela, effectuons une intégration par parties en posant

0
u(t) =t,u/(t) = 1,0/ (t) = et et v(t) = €. On a alors

1 1
/ teldt = [te']} — / eldt =e—[e']p=e—(e—1)=1.
0 0

e L’intégration par parties est une méthode efficace pour déterminer des primitives.
Par exemple, déterminons la primitive de arctan sur R qui s’annule en 0. On a alors pour
x
tout z € R, F(z) = / arctan(t)dt.
0

1

Posons u(t) = arctan(t), u'(t) = 112"

'(t) =1 et v(t) =t. On a alors pour tout x € R,

xT

r 1 1
F(z) = [tarctan(t)]§ —/0 #dt = zarctan(z)— [2 In(1+ tZ)] = zrarctan(z)— 5 In(1+22).

0

1
Ainsi, la fonction x — x arctan(x) — 3 In(1+ 22) est 'unique primitive de arctan sur R qui

s’annule en 0.

9.5.2 Changement de variable

Soit f: I — R une fonction continue. Soit ¢ : [a, 8] — I une fonction de classe C! sur

[a, B].
Alors

o(B) B
/ F(t)dt = / (f o 0) ()¢ (1) dt.
o(a) a
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Remarque 13. e On n’a pas nécessairement p(a) < ().
b

e Fn pratique, quand on effectue un changement de variable pour calculer f(t)dt en

a
posant t = p(u) < u = ¢~ 1(t) ol ¢ est bijective d'un intervalle I sur [a,b], on a dt = ¢'(u)du.
Sit=a,u=¢ (a),sit=bu=p (b), on remplace t par p(u),dt par ©'(u) et on obtient

b ™t (b)
| swae= [ petu)e wdn
a )
ce qui correspond & la formule ci-dessus en remplacant a par ¢~ '(a) et b par o ~1(b).
b
e En pratique, quand on effectue un changement de variable pour calculer / fp(t))dt,

ot ¢ : [a,b] — ¢([a,b]) est bijective, on pose u = p(t) & t = ¢ 1(u) d'ou "en dérivant”,
dt = (p~1) (u)du.

Sit=a,u=pa),sit=nbu= pb), onremplace ©(t) par u,dt par (¢~!)'(u)du et on
obtient

b (b)
/f(w(t))dt—/v fu) (™) (u)du.
a ©(a)

Cette recette est justifiée car en appliquant le théoreme, on a

(b) (b) ~1(p(b)) b
/“0 F(u) (oY (u)du = / (Fop)or™ ) (w) (oY (w)du = / Y fop(u)du = / F(p(w))du.
o(a) ¢(a) e~ 1(p(a)) a

1
Exemple 17. e Calculons / V11— 22dx.
1

Posons ¢ : & — cos(z) sur [0, w]. D’apres le théoréme, on a

COoSs

1 (0)
/ V1-—22dzr = V1 —x2dx
-1

cos(m)

— /: V1 — cos?(z) cos’ (z)dx
_ /7r ' \/sin?(2)(~ sin(x))dz
- /07r | sin(z)| sin(z)dz

= / sin?(x)dz  (car pour toutz € [0,7],sin(x) > 0)
0

1 — 2
cos( SL‘)d

2 o
< /0 "y — /0 i cos(2x)dx>

~ Slsin(2x)§

Il
w.\:n\o\zi DO = S—

¢ dx
e Soit a € R*. Calculons / -5
0o T°+a

¢ dx a1 dx
Ona | —5——=| 52
0o T +a o a (%) +1

x N
Posons © = — & z = au d’ou dz = adu.
a
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@1
Ainsi,/ 7217
0o 27 (3)

e Calculons /

On pose u = sin(t) d’ou du = cos(t

dx

s
4

0

2+1

cos(t)

/

1

wr+1 a 4a

adu 1 (Y du 1 ;T
R == i = —[arctan]; = —.

dt du du

Par ailleurs,

dt et ainsi = =

o S

2

quand t = 0,u = 0 et quand t = §,u = 5= donc

s
/4
0

1
cos(t)

donc

s

J

1

cos(t)

V2
2
dt:/
0

1

du_

1 —wu?

1
=—-1In
2

V2

; ) _1n<1—‘f>> :%<1n(2+\/§>—1n(2

(

J

1+ -

&

du _1/2 1 n 1
(1—uw)(l4u) 2/ l+u 1-u

V2

V2-1

ﬂ“) _ %m((\/ﬂ 1)?) = In(v2 + 1).

cos(t)  cos?(t) 1—wu?

1
> du = §[ln(1+u)—ln(1—u)]

9)=5m(51)
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