LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 PANETTA / WASSFI

Corrigé de la liste d’exercices n°10 Equations différentielles linéaires

Exercice 1

1. Sg={y:x+—— X", XA € R}.
L’unique solution telle que y(0) = 1 est exp.

2. On considere I’équation homogene (H) : Vt € R, y/(t) + 5y(t) = 0.
Alors Sy = {y : t — A7 X € R}.
Une solution particuliere de 1’équation avec second membre est la fonction constante
égale a % donc Sg={y : t — Ae™™ + 2, X e R}.
Onaalors y(0) =1 A+2=1& =2
L’unique solution telle que y(0) = 1 est donc y : t — 2™ + 2.

3. L’équation est équivalente a (F) : Vo € R,y'(z) — 3y(x) = 7.
On considere ’équation homogene (H) : Vx € R, ¢/(x) — 3y(z) = 0.
Alors Sy = {y : v — X3 )\ € R}.

Une solution particuliere de (H) est la fonction constante égale & —— donc
3z 7
Sg=<Ry:x+— e —g,)\GR .

On a alors y(0) =1 < A — £ =14 A= 2 donc 'unique solution telle que y(0) = 1 est

10631

. 03z 7
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Exercice 2

1. o (H):Vz e R,y (x) —2y(xz) =0.

Sy ={y: x> Xe**, A € R}.

e Méthode de variation de la constante : on cherche une solution particuliere sous la
forme y(z) = A\(x)e?*® ou A est une fonction dérivable sur R.

On a les équivalences :

Vo € Ry (z) —2y(z) = (z — 1)e* <& Vo € RN (2)e* + 2\(2)e** — 2\ (2)e*” = (v — 1)e*
& VeeRN@z)=x-1

& HCGR,VZUER,)\(IB):%—QZ—FC
2

2z z 2z

& deeRVr e R y(z) = ce +(§—x)e

2
donc Sg = {y:x>—>)\e2‘”+ (%—x) 62$,)\€R}.
2. ¢ (H):Vz eR,y/(z) —y(z) =0.

Sy ={y:x+— X", ) € R}



e Méthode de variation de la constante : on cherche une solution particuliere sous la
forme y(z) = A(z)e” ou A est une fonction dérivable sur R.

On a les équivalences :
Vo € R,y (z) —y(z) = cos(2z)e” < Va e R N(z)e” + A(z)e® — A(x)e” = cos(2z)e”

& Vo e R, N (z) = cos(2x)
_ sin(27)

& JeeR Ve eR A(z) = 5 +c
in(2
& EIcER,VmER,y(m):ceersm(Q m)ex
in(2
doncSE:{y:mr—>)\em—l—sm(2x)ex,)\€R}.

3. ¢ (H) :Vx e R,y (x) + zy(z) = 0.
OnaSH:{y:xHAe_%,AER}.
e On remarque facilement que la fonction y : © — x est solution particuliere de (E)
donc Sg = {y:x»—>)\e’§ +z, A € R}.

, 2z x
4. Ona (F):Vz e R, y/(z) — 1+x2y(z) =112
. , 2z B
e Soit (H) : Vx € R,y/(x) 1+x2y(m)—0.

OnaSy={y:z+— X" N e R} ={y:z— AN1+2?),) R}
e On remarque facilement que la fonction constante égale a —% est solution particuliere
de (E) donc Sg ={y : z —> A(1 +2?) — 3, A € R}.

2 2z
5. Ona (E):VreR,y(x)+ gy(x) = 93+36 :
2
e Soit (H) : Vx € R, y/(x) + gy(:v) = 0.

Alors Sy = {y : 2 — Ae ™37 X € R}

e Méthode de variation de la constante : on cherche une solution particuliere sous la
forme y(z) = Ma)e~3% olt A est une fonction dérivable sur R.

On a les équivalences :

2 2x ) 9 5
Vo € Ry () + gy(e) = 2 +3€ & Vo €R N(z)e 3 — ZA(x)e i +
1

& Ve eR N(z) = 5(:56%9” +ei®),

2 T+ e

A T3 =
(x)e”3 3

Cherchons une primitive de z — xe3” en réalisant une intégration par parties.

On a
x 2 3 2 r x 3 2 3 2 9 2 * 3 2 9 2 9
/0 testdt = [§te3t] ) — /0 §e§tdt = §xe§’” — [Ze3t] = —ge3”® — Ze?’: + 1

1
On peut donc choisir comme primitive de z — g(xe§”” + egz) la fonction

) 1/3 25 9%x+3%x 1 2, 3%x+1%x
C T 3 5 %€ 1€ 86 = 5%e 1€ 86
donc une solution particuliere est
r 3 9
y(l’) = § — Z + —e




Finalement, I’ensemble des solutions de (E) est

r 3 1
—y: A5+ S — D p e AEeRY.
Sg {y T — 63+2 4+86, € }
. e Soit (H) :Vzx € R,y (z) + y(x) = 0.
Alors Sy ={y : x — Xe ™ *, X € R}.
e Méthode de variation de la constante : on cherche une solution particuliere de la forme
y(x) = AM(x)e ™ ou A est une fonction dérivable sur R.

On a les équivalences :

1
Vz € R,y’(l‘) +y(ZE) = 1+ o0 & Vi e R, )J(g(;)@_x _/\<x)e—$ +/\(I)€_$ _ o
Yz € R, N ¢
& Ve () = T o
& deeR Ve R A(z)=In(1+¢€")+c
& JeeR Ve eRy(z) =In(1+e%)e ™+ ce ™.

Ainsi, Sp ={y: x> de™® +In(1 +e%)e ", A € R}

. On remarque que si pour tout réel x, 3zy’(x) — 4y(z) = x, alors y(0) = 0.

e Commencons par résoudre (E) sur R.

L’équation homogene est (H) : Va € R%, y/(z) — 5-y(x) = 0 qui admet comme ensemble
de solutions Sy = {y : & —> Ae3M@AR — 5 05 23 )\ € R}.

On remarque que = — —z est une solution particuliere de (£) sur R% donc 'ensemble
des solutions de (E) sur R est Sp = {y: v +— A3 —z, A € R},

e Résolvons maintenant (£) sur R*.

L’équation homogene est (H) : Va: eR,y/(x) — wy(z) = O qui admet comme ensemble
de solutions Sy = {y : v — pes m(-2)nek — ={y:z— ps, € R}.

On remarque que = — —x est une solution particuliere de (E) sur R* donc I’ensemble
des solutions de (E) sur R* est Sp = {y : # — pzs — z, p € R}

Finalement, y est solution de (F) sur R et seulement si

y(0) = 0
INeR Ve >0,y(x) = A3 —x (z){
JueR, Ve <0,y(z) = prs —x

INER V> 0,y(z) = Mzt —ux
JueR Ve <0,y(x) = pws —x

. e Soit (H) : Vo € R, y/'(z) + sin(x)y(z) = 0.

Alors Sy = {y : 2 — Xe®@) )\ € R}.

e On remarque que la fonction constante égale a 2 est une solution particuliere de (F)
donc S = {y : @ — Ae®®) 12\ € R}.

. OnaSy={y:r— X \eR}

. e Soit (H) : YV € R,y (z) — y(z) = 0.

Alors Sy = {y : x — Xe®, A € R}.

e Méthode de variation de la constante : on cherche une solution particuliere de (F) sous
la forme y(z) = A(z)e® ol A est une fonction dérivable sur R.

On a les équivalences suivantes :

Ve € Ry (z) —y(z) = 2%(e“ + e ) & Vo eR N(z)e" ( )er — Ax)e® = 2?(e” +e7)
& Vo e R N(z) = 2% + 2% .



Cherchons une primitive de z — z%¢~%* sous la forme z(z) = (az? + bz + c)e 2",

On a

Vo € R, 7 (z) = 2%e* & Vo €R,(2ax +b— 2az® — 2bw — 2c)e ** = 2% >
& Vo € R, —2a2® + (2a — 2b)x + b — 2c = 2°

d’ou par identification :

—2a =1 a = —%
20—-2b = 0 ¢ b = —3
b—2c = 0 c = _411
‘Ts x? T 1 2 )
donc finalement, on peut poser pour tout xz € R, A\(x) = ) + (=% —§ —7)e*" dou

3

x
pour tout z € R, y(x) = gex + (- -2 - He

Finalement, Sg = {y : ¢ — e + %e” + (—%2 —2 e NeR}.

11. e Soit (H) : Vx € R, y/(z) + 2y(x) = 0.
Alors Sy = {y : z — e >}
e Cherchons une solution particuliere de (E) sous la forme y(z) = ax? 4+ bxr + ¢. On a

Vo € Ry (z) +2y(x) =2° — 20 +3 & Vr € R,2ax + b+ 2ax” + 2bw +2c = 2> — 2v + 3
& V€ R, 2ar® + (2a + 2b)x + b+ 2¢ = 2 — 22 + 3.

Par identification, on obtient

2a = 1 a = %
20420 = -2 &b = =3
b+2c = 3 c = i

Finalement, Sp = {y : z — le™2* + % — %3; 4 %}.

12. o Soit (H) : Vx €] — %, Z[, ¥/ (x) + tan(z)y(z) = 0.

272

Alors Sy = {y : & — AeUes@D N € R} = {y : 2+ Acos(x), A € R}.

e Méthode de variation de la constante : on cherche une solution particuliere de (F) sous
la forme y(z) = A(x) cos(z) ou A est une fonction dérivable sur | — 7, 7.

On a les équivalences :

Vz €] — g g[, Y (z) + tan(z)y(z) = sin(2z) + cos(z)
& Va €] = 5, 5[ N (@) cos(2) = M) sin(x) + tan(z) cos(@)A(x) = sin(2a) + cos(a)
& Ve~ 2 T V) = 8228((25)) ‘1
& Vel - g g[, N(z) = 2sin(z)+1
&3 eR Ve e - g g[, Mz) = —2cos(z) +x+c
& 3IeeR Ve e — g g[,y(:p) = ccos(z) + 2 cos(z) — 2 cos?(z).

Finalement, Sg = {y : * — X cos(z) + x cos(z) — 2 cos?(z), A € R}.



Exercice 3

Procédons par analyse-synthese.

eAnalyse : Soit f: R — R dérivable telle que pour tout réel z, f'(x) + f(z) = f(0) + f(1).
Alors pour tout z € R, f'(z) = —f(z) + f(0) + f(1) donc f" est dérivable sur R comme
somme de fonctions dérivables sur R et on a pour tout x € R, f”(z) = —f'(x) d’out pour tout

v eR, f(x)+ fl(z) =

Ainsi, il existe A € R tel que pour tout = € R, f'(x) = Ae™ donc en primitivant, on obtient
I'existence de deux réels (A, u) € R? tels que pour tout réel x, f(z) = p — Ae™™.

Ainsi, f(0) =p—Xet f(1) = pu— Ae™! donc

Ve e R, fl(x)+ fl2) = FO)+ f() e u=2u—-AX1+e ) e pu=A1+e)

d’ott pour tout réel z, f(x) = A(1 + e~ —e7®).

eSynthése : Supposons qu'il existe un réel A tel que pour tout réel x, f(z) = AM(1+e ! —e™®).
On a alors pour tout réel z, f'(x) = Ae™™.

Ainsi, pour tout réel x, f(x ) + fl(z) =21+ e’l).

Or, fO)+ f(1)=A1+et=1+1+et—et)=A1+e1).

On a donc bien pour tout réel x, f(x) + f’(:c) = £(0) + f(1).

Finalement, I’ensemble des fonctions f : R — R dérivables telles que pour tout réel z, f'(x) +
f(z) = f(0) + f(1) sont les fonctions {f : z — A(1 + et —e %), A € R}.

Exercice 4

1. e Résolvons (E) sur |0, +o0].
On considere alors 'équation (E') : Vo > 0,y/(z) + (1 — 2)y(z) = 22
Soit (H') : Vax > 0,y'(z) + (1—%)y( )=
Alors Sppr = {y : = Ae™@F2I0@) ) ¢ R} ={y:z+— \r?e ® )\ e R}
On remarque que x — 2 est une solution particuliere de (E') sur R donc

Spr={y:z+—— e ™ + 2% X € R}.

e Résolvons (E) sur | — oo, 0.
On considere alors ’équation (E”) : Vo < 0,y'(x) + (% — 1y(z) = —22.
Soit (H") : Va < 0,y (z) 4+ (2 — 1)y(z) = 0.

xT

Alors Spn = {y 1 2 pe” 2@ e R} = {y: 2 —> ue—Q,,u € R}.
x

On cherche une solution particuliere de (E”) sur R* sous la forme y(z) = A(z)— ou
A : R — R est une fonction dérivable sur R* .
On a alors les équivalences

2
Vi <0,y (z) + 5—1 y(z) = —a?
e® ev e ot ,
e <0XN@G + A0S - 205 + 2GS A5 = -

T
Ve < 0,N(r) = —zte™

On cherche une primitive A sous la forme A(z) = (az? + bx® + cx? + dx + t)e™® ol
(a,b,c,d,t) € R5.



On a alors les équivalences

Vo <0,N(z) = —ate™
& Vo <0, (4ax® + 302 + 2cx +d — ax* — ba® — cx? —dr —t)e™® = —ate”
e Vr<0,—ar* + (4a —b)x* + Bb—c)x* + c—d)v +d—t = —a*
d’ou par identification

-a = -1 a = 1
da—b = 0 b = 4
3b—c = 0 ¢ c = 12
2c—d = 0 d = 24
d—t = 0 t = 24

donc on peut considérer Vo < 0, A\(z) = (z* + 42% + 1222 + 24z + 24)e™".

24 24
Ainsi, pour tout z < 0,y(r) = 2? + 4o + 12+ — + —-
r

24

r 24
Finalement, Sgr = {y : © — ue—Q +x+4r+ 12+ — + —, € R},
x r

2. Soit y dérivable sur R. On a les équivalences suivantes :

A eR,Vx > 0,y(x) = Azle ™ + x?

yest solution de (F) & y(0) = 0

v 24 24
JueR, Ve <0,y(z) = ,ue—2+a:2+4a:+12+
x

x  ax?
Puisque y est dérivable sur R, a fortiori y est continue sur R, donc en 0. On doit donc
avoir lim y(z) = y(0) = 0.
z—0
On a bien lim y(x) = 0.
z—0t

Cherchons p € R tel que lim y(x) = 0.
z—0~

Faisons un développement limité de y en 0.

On a
142+ 2 + o(a? 24 24
y(x) = nu 2 ( )+x2+4x+12+——|——2
x r  x
+ 24 + 24 + 24
- H 5 + B + £ +o(1) + 4z + 2
z T 2
+ 24 + 24 + 24
S L L +o(1).
x T 2
Ainsi, on a lim y(z) = 0 si et seulement si p = —24.

z—0~
Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y telles que

INeER,Vr >0,y(z) = Are™ + 22
e 24 24
Vo < 0,y(x) = 25 +ri+dr+12+ —+ —.
T T

Exercice 5

1. On a pour équation caractéristique (EC) : 1?2 +8r +15=0« (r +3)(r +5) = 0.
Ainsi, Sy = {y : t = Ae 3 + pe™ (A, u) € R?}.



2. e Soit (H) :Vt € R, y/"(t) — 6y/(t) + 9y(t) = 0.

L’équation caractéristique associée est (EC) : r* — 6r + 9 = 0 dont le discriminant est
nul. On a donc une racine double r = 3 donc Sy = {y : t — (A + pt)e®, (\, u) € R?*}.

1
e On remarque que la fonction constante égale a — est une solution particuliere de
(E):vt e R,y (t) —6y'(t) + 9y(t) = 3, donc finalement ’ensemble des solutions de (£)
1
est Sp={y :t — (A + put)e® + 3 (\, p) € R?}.
. On a
Vz € R,y (z) =2y (2) & 3INER,Vr € R,y (z) =A™
& A\ p) € R®Vr € R y(x) = Ae®™ + .
. e Soit (H) : Vo € R,y"(z) — 4y(x) = 0.
L’équation caractéristique est (EC) :r? —4 =0 < (r +2)(r — 2) = 0 donc
Sy ={y:x— X’ +pue ¥, (\ pn) € R}
e On cherche une solution particuliere de la forme y : x — €* (a cos(x) 4 bsin(z)), avec
(a,b) € R2.
On a pour tout z € R,
y'(x) = e"(acos(x) + bsin(z) — asin(z) 4+ beos(x)) = €*((a + b) cos(x) + (b — a) sin(x))
et pour tout r € R,
y'(z) = €"((a+0b)cos(x)+ (b—a)sin(z) — (a+ b)sin(z) + (b — a) cos(z))
= €%(2bcos(r) — 2asin(z)).
On a alors
Ve e R y"(x) —4y(z) = €"cos(x)
& Vo € R,e”((20 — 4a) cos(z) + (—2a — 4b) sin(z)) = €” cos(x)
& Vo € R, (2b — 4a) cos(z) + (—2a — 4b) sin(z) = cos(x)

Pour z = 7, on trouve —2a — 4b =0 d’ou a = —2b.
Pour z =0, on trouve 2b — 4a =1 d’ou 10b =1, i.e. b—— eta——%
Une solution particuliere est donc y : 2 — e®(—£ cos(z) + 15 sin(z)).

)
Finalement, Sg = {y : @ — Ae® + pe " + *(—1 cos(z) + sm( ), (A, 1) € R?}.
. (H):VzeR,y'(z) — 4y (x) = 0.
On a pour équation caractéristique (EC) : r? —4r =0 < r(r —4) = 0 donc
Sy ={y: x> e 4+ p, (\, p) € R?}.

Cherchons une solution particuliere de (E) sous la forme y(z) = az?+bzx avec (a,b) € R2.
On a pour tout z € R, y/'(z) = 2ax + b et 3" (x) = 2a donc

Ve e R,y"(x) — 4y’ () =8z — 16 < Vz € R,2a — 4(2ax + b) = 8x — 16
& Ve e R, —8ax 4 2a — 4b = 8x — 16

Par identification, on obtient

—8a = 8 eda = -1
20 —4b = —16 b
On a donc pour solution particuliere y(z) = —x? + %x
Finalement, Sg = {y : v — Xe*™ + p— 2 + Tz, (A, n) € R?}.

N[~



6. Soit (H) :Vz € R,y"(z) + 2y (z) + 2y(z) = 0.
On considere I'équation caractéristique (EC) : 72 + 2r +2 = 0.
Cette équation a pour discriminant A = 4 — 4 x 2 = —4 < 0 donc les racines sont
—2—2i

ry = 5 =—1—1detryg =—1+1.

Les solutions de (H) sont donc Sy = {y : x — e~ %(Acos(z) + psin(z)), (A, u) € R?}.
Cherchons une solution particuliere de (F) sous la forme y(z) = (ax +b)e® avec (a,b) €
R2.

On a pour tout x € R, y'(z) = e*(ax + a +b) et y'(x) = e*(ax + 2a + b).

On a alors les équivalences suivantes :

Vo e R, y" () + 2¢/ (z) + 2y(z) = 3ze® & Va € R,e"(5ax + 4a + 5b) = 3ze”
< Vo € R, baxr + 4a + 5b = 3.

Par identification, on obtient

{ ba =3 { a = 3
da 12
Ainsi, la fonction y : & — (22 — £2)e” est une solution particuliere de (E) donc
—x : 3 12 T 2
Sg={y:x+— e *(Acos(z) + psin(x)) + AT (A p) e R}
7. Posons pour tout z € R, z(z) = /().
2 2
Alors (E) < (E') :Vz € R, Z(z) + 1 _;222(95) =13
. 2z
Soit (H) : Vo € R, 2'(x) + 1 +x22(az) =0.
A
Alors Sy = {z 1z — Ae M) N eR} =z 2— ——— NeRy.
orsSy={z:x e A ER} z:T 1—|—x2’€
Cherchons une solution particuliere de (E’) grace a la méthode de variation de la
A
constante, i.e. sous la forme z(x) = 7 ix)z ou A est une fonction dérivable sur R.
x

On a alors les équivalences suivantes :

2z 2
Vo e R, 2 (x) + 1+x22(37) R
s VreR —A -
TER T (x)(1+x2)2+(1+x2)22(x) 1+2?
eVreR N(x) = 2
S IeRVreERANz) = 20+c
2z c
@HCER,VxER;Z(x> = 1_|_l.2+1_|_l'2

A 2x
doncSE/—{z:xl—> 1+x2+1—|—x2’)\6R}'

Or, y est solution de (F) si et seulement si y est solution de (E’) donc y est solution de
(E) si et seulement si

A 2x

A e R,V R,y (z) =
eR,Vz e R,y (2) 1+x2+1+x2

& I\, p) € R? y(x) = Xarctan(x)+In(1+2%)+ 4.

Finalement, Sg = {y : * — Xarctan(z) + In(1 + 2?) + u, (\, u) € R?*}.



Exercice 6

Raisonnons par analyse-synthese.

e Analyse : Soit f: R — R dérivable telle que pour tout x € R, f'(x) = f(2 — x).

Puisque la fonction z — f(2 — x) est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables
sur R, on en déduit que f’ est dérivable sur R et on obtient

Ve eR, f(z) =-f(2-2)=—-f2-(2-2)=—f(2),
d’ou pour tout z € R, f"(z) + f(x) = 0.
L’équation caracctéristique associée a cette équation linéaire homogene d’ordre deux a coeffi-
cients constants est 72 + 1 = 0 dont les racines sont i et —i.
On en déduit qu'’il existe (A, u) € R? tel que pour tout réel z, f(x) = Acos(z) + psin(z).
Il en découle que pour tout z € R, f'(x) = pcos(z) — Asin(z).
On a alors I’équivalence

Ve e R, f'(z) = f(2—x) & Vo € R, pcos(x) — Asin(z) = Acos(2 — x) + psin(2 — ).

A 2
Pour x = 0, on obtient p = Acos(2) 4+ psin(2) d’ou p = 1L_S(()2) (on a bien sin(2) # 1).
— sin
2
Pour x = 2, on obtient pcos(2) — Asin(2) = A d'ou A = % (on a bien sin(2) # —1).

Acos(2) peos(2)  Acos?(2)
1 —sin(2) 1+sin(2) 1 —sin?(2)
pas déterminer A de fagon unique.

Or, si p = , on a bien = )\, ce qui signifie qu’on ne pourra

2
On a donc pour tout x € R, f(z) = A (cos(m) + % sin(:c)) :
. N . ) cos(2) .
eSynthese : Supposons qu’il existe un réel X tel que pour tout réel x, f(x) = A | cos(x) + 1—<2> sin(x) | .
— sin

2
On a alors pour tout réel z, f'(z) = A (— sin(z) + % COS(ZL‘)) :

Par ailleurs, pour tout réel z, on a

f2—xz) = )\(COS(Q—JJ)—F%

sin(2 — x))

= cos(2) cos(x) + sin(2) sin(x M sin(2) cos(x) — cos(2) sin(x

= 0 (cos(2) cos(a) + sin(@)sinfi) + s sin(2)cos(a) — cos(2) sin(o)

- %m@) ((cos(2) — cos(2) sin(2) + cos(2) sin(2)) cos(z) + (sin(2) — sin*(2) — cos®(2)) sin(z))
A . .

= T—sn®) (cos(2) cos(z) + (sin(2) — 1) sin(x))

= —sin(z L(Q) cos(x

B A( ( )+1—sin(2) ( >)

= fi(2).

Finalement, I’ensemble des fonctions f : R — R dérivables telles que pour tout € R, f'(z) =
f(2—x) est
2
{f ST A (cos(m)+%i(r122)sin(x)) A€ R}.

Exercice 7

D’apres le théoreme fondamental de 'analyse, la fonction F' : z —— / f(t)dt est I'unique

0
primitive de f sur R s’annulant en 0. Autrement dit, F' est dérivable sur R et on a pour tout



r € R, F'(z) = f(z) et F(0)=0.

L’équation qu’on doit résoudre s’écrit alors

Vo € R,3F(z) = 22F'(x) & Ve € R*, F'(x) — %F(m) = 0et F(0) = 0.

Il existe donc deux réels \ et p tels que pour tout x > 0, F(z) = Ae2 @) = A3 et pour tout
© < 0,F(x) = pe2 0 = y(—z)2.
On a bien 0 = lim F(z) = lim F(z).

z—0+ z—0—

3
On en déduit que pour tout x > 0, f(x) = F'(x) = 5)\\/5 et pour tout x < 0, f(x) = F'(z) =

3
—5,“\/—_93 -
On a bien dans ce cas 0 = lim+ f(z) = lim f(z) donc f est prolongeable par continuité en 0
z—0 z—0~
en posant f(0) = 0.
Finalement, les fonctions continues sur R telles qu’on ait pour tout réel z, 3 / f(t)dt =2z f(x)
0

sont les fonctions f telles que

MNER V>0, f(x) = AT

5

JueR, Ve <0, f(z) = —§,u\/—x.

Exercice 8

1. L’équation caractéristique associée est 7?2 — 1 = 0 dont les racines sont —1 et 1 donc les
solutions sont
{z:t X" +pe”" (A p) € R?}.

2. Posons pour tout réel ¢, z(t) = y"(t) — y(t).
On a pour tout réel ¢, 2”(t) =y (t) — y"(t).
On obtient I’équivalence :

vt e Ry W(t) —2¢"(t) +y(t) =0 & Vt € R, 2"(t) — 2(t) = 0.
D’apres la premiere question, ceci équivaut a l'existence de deux réels A et p tels que
Vt € R, y"(t) —y(t) = z(t) = ' + pe™. (E)
e Considérons I’équation homogene associée
Vte R, y"(t) —y(t)=0. (H)

D’apres la premiere question, Sy = {y : t = ae! + Be™", (a, 8) € R?}.
e Cherchons une solution particuliere a I’équation

vt e Ry (1) —y(t) = A (E)

sous la forme y(t) = ate' ou a € R.
On a pour tout réel t,y/(t) = e'(at + a) et y"(t) = e'(at + 2a).
On a donc I’équivalence :

vVt e Ry (t) —y(t) = Ae' & Vit € R, 2ae" = \e'.



A At
Pour ¢t = 0, on obtient 2a = A d’ou a = 5 i.e. pour tout réel ¢,y(t) = Eet est une
solution particuliere de (F).
e Cherchons une solution particuliere a 1’équation

vt e R,y (t) —y(t) = pe™"  (E)
sous la forme y(t) = bte™* ou b € R.

On a pour tout réel t,y'(t) = e "(=bt + 1) et y"'(t) = e *(bt —b—b) = (bt — 2b)e™".
On a donc 1’équivalence :

Vit e R,y (t) —y(t) = pe ' &Vt € R, —2be™" = pe".

t
Pour ¢t = 0, on obtient —2b = p d’ou b = —g, i.e. pour tout réel t,y(t) = —%et est une

solution particuliere de (Fy).

At
Par principe de superposition, la fonction ¢ — —e' — %e*t est une solution particuliere

2
de (B).
Finalement, ’ensemble des solutions de (£, et donc par équivalence, de 1’équation de

départ, est
Aot

{y:t%aet—i—ﬁet 26—56 ,(a,ﬁ,)\,u)eR4}.

Exercice 9

1. Supposons que f est deux fois dérivable sur R. Alors g l'est également et on a pour tout
réel z, f(z) = g(x)(1+¢e*) don f'(x) = ¢'(x)(1 + €*) + g(x)e” et
fl(@) =g"(@) (1 +€") + g'(z)e” + g'(x)e” + g(x)e” = g"(2)(1 + €) + 29'(x)e” + g(x)e”
On a alors les équivalences

Vo € R, (1+¢)*f"(z) — 2¢"(1+€") f'(z) — (3e” + 1) f(2) = 0

Vr € R, (1+¢")%g"(z) + (1 +e%)e” — 2e** — 3¢ — 1)(1 +€%)g(x) =0

Vr € R, (1+€")%¢"(z) +

vz € R, (1 +¢e")%g"(x) —

Vr € R, ¢"(x) — g(z) =

te T

0

ce qui prouve que f est solution de (FE) si et seulement si g est solution de (H).
2. Sy ={y:z+—— Xe*+ pue®, (\ n) € R?}.
3. S ={f: 2+ (Ne® + pue®)(1+¢%),(\ pn) € R?}.

Exercice 10

1. On reconnait une équation différentielle linéaire du premier ordre :

y(z) = Cel? = Ce* CeR.
2. Avec la condition initiale y(0) = 3, on obtient
y(0) =Ce’ =C = 3.
Donc la solution vérifiant y(0) = 3 est

y(r) = 3e*".



3. Pour cette solution, on a 3e?* > 0 pour tout € R. Elle est donc strictement positive.
Lorsque  — +00, on a e?** — +o00, donc

y(r) = 3e* — +oo.

Exercice 11

On considere ’équation différentielle

g—i +2y=¢e"
1. Equation homogene :
j—i +2y=0
On peut réécrire dy
1=

qui est de la méme forme que 'exercice précédent. On obtient
yn(z) =Ce ™, CecR.
2. On utilise la méthode de variations de la constante. On pose
y,(z) = C(x)e "
Y, solution de (E) si :

C'(z)e ™ — 2C(z)e * +2C(z)e > = e 7.

On a donc :
C'(z)e ™™ =e "

soit

C'(z) =¢"
En intégrant, on obtient :

C(z) =¢€"
d’ou

yp(z) = ete T =7

3. L’ensemble des solutions est donc
ylr)=e "+ Ce > CeR.

4. Condition y(0) =0 :
y(0)=1+C=0 = C=-L

La solution demandée est donc



Exercice 12

[Refroidissement de Newton| On modélise T'(¢) par

ar
dt
1. Si T(t) > Toxs, alors T(t) — Toxy > 0 et donc

—k(T(t) = Tow), k>0

dT
E = —k(T - Text) < 0,

la température décroit : I'objet se refroidit. Si T'(t) < Tey, alors T — T < 0, donc

dT
— > 0 : l'objet se réchauffe. Le coefficient £ > 0 mesure la rapidité du retour vers

I’équilibre.
2. On considere d’abord I’équation homogene. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire
du premier ordre a coefficients constants. On la résout classiquement :

T(t) = Cel Rt — Okt C eR.

On note cette solution homogene

On cherche maintenant une solution particuliere de I’équation complete

dT
— + kT = kT,
ar !
sous la forme
Tp(t) =C
car le second membre est constant.
On obtient
kC = kText
soit
C= Text

La solution générale s’écrit alors
T(t) = Texs + Ce ™™ = (T e + C)e™™.
3. Avec T(0) =Tp :
TO) =T +Ce" =T + C=Ty = C=Ty— Tox.

Donc
T(t) = Togy + (T — To) €.

—kt 0, donc

4. Lorsque t — 400, e
T(t) = Texs-

La température se stabilise a celle du milieu.



Exercice 13

[Cinétique chimique simple] On considere

dC
— =—kC(t)+a, k>0, a>0.
dt
1. On écrit 4
— + kC =a.
dt+ C=a

C’est une équation linéaire du premier ordre.
On résout I’équation homogene :

Ch(t)=Ke™,  KcR.

Or la fonction C,, définie par :

est clairement une solution particuliere de ’équation différentielle complete donc la so-
lution générale s’écrit :

qw:%+Kf% K eR.

. Avec C(0) =Cy :

CO)=24+K=C = K=0C-2
k k
D’ou a a
_a AN g
C@y_k+(0 k)e .
. Lorsque t — +o00, e * — 0, donc
a
ct) — T

La concentration tend vers la valeur d’équilibre Cy, = a/k.

. Influence des parametres :

— Plus a est grand, plus la concentration d’équilibre a/k est élevée (apport plus impor-
tant).

— Plus k est grand, plus a/k est petit : la consommation (proportionnelle & k) est plus
forte, ce qui réduit la concentration d’équilibre.

Exercice 14

[Oscillateur harmonique] On considere

d?z

mﬁ—i-kx(t)zo, m >0, k> 0.
1. On divise par m :
d’z  k
— + —2x(t) = 0.
dt? + mx( )

On pose
k
2
= — >0
P= (w0,

ce qui donne
d?x 9
W +w l’(t) = 0.



2. L’équation caractéristique associée est
P?+wr=0 = r=+iw.
La solution générale est donc
z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), A, B¢€R.

3. Avec les conditions initiales 2(0) = zo et 2'(0) = vy :

On a
z(0) =Acos0+ Bsin0=A=xzy = A=ux,.
Puis
2'(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt),
donc
/ Vo
2(0)=Bw=vg = B=—.
w

La solution cherchée est donc

x(t) = zg cos(wt) + %o sin(wt).
w

4. La solution est une combinaison de fonctions trigonométriques de pulsation w; elle est

donc périodique de période
2 m
T=—=2m/—.
w m k

Le mouvement est un oscillateur harmonique de période T'.



