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11.1 Généralités

Définition 1

On appelle suite réelle toute application définie sur une partie de N de la forme NN [ng, +00|
ou ng € N et & valeurs dans R. Autrement dit, a tout entier naturel n > ng, on associe un
réel u(n) qu’on note uy,.

On note (uy)n>n, une telle suite.

Le nombre réel u,, s’appelle le terme général de la suite (uy,)nen-

Remarque 1. L’ensemble des suites réelles se note RY, car c’est ensemble des applications définies
sur N a valeurs dans R.

Exemple 1. e Soit (uy,)nen la suite définie pour tout n € N par u,, = n.

Onawuy=0,u; =1,up = 2...

e Soit (vp)nen la suite définie pour tout n € N par v, =n + 1.

On awvy=1,v1 =2,v0 =3...

e Soit (wy)nen la suite définie pour tout n € N par w,, = 2n.

On awy=0,w; =2,wy =4...

e Soit (t,)nen la suite définie par tg = 16 et pour tout n € N, t,11 = /tp.

On a tl = 4,t2 = 2,t3 = \/§

e Soit (Fy)nen la suite de Fibonacci définie par Fy = 0, F; = 1 et pour tout n € N, F, 1o =
Foy+ F,.
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OnaFy=1F=2F =3 F =5 Fs=8,F =13, Fy = 21...

Définition 2
Soit ng € N. Soient (upn)n>ng €t (Vn)n>n, deux suites réelles.

1. Pour tout A € R, on définit la suite (Aup)p>n, de terme général A x u,.

2. On appelle somme des suites (up)n>n, €6 (Un)nen la suite (up + vp)n>n, de terme
général u, + vy,.

3. On appelle produit des suites (up)n>n, €t (Vn)nen la suite (uyvy)n>n, de terme général
UV,

4. On suppose que pour tout n > ng, v, # 0. On appelle quotient des suites (uy)p>n, €t

. Unp, 2 Unp,
(Un)nen la suite (—> de terme général —.
Un / n>ne Un,

Exemple 2. Soit (up)nen €t (vn)neny deux suites définies respectivement par, pour tout n €
N, u, = 6n et v, = cos(n). Alors (upvp)n>n, & pour terme général 6n cos(n).

11.2 Suites usuelles

11.2.1 Suites arithmétiques

Définition 3: Suites arithmétiques

Soit (un)nen une suite réelle. Soit r € R.
On dit que la suite (up)nen est arithmétique de raison r si

Vn € N,upy1 = uy + 1.

Exemple 3. Soit r € R. Soit (uy)nen la suite définie pour tout n € N par u,, = nr.
Pour tout n € N, on a up+1 — up = (n + 1)r — nr = r donc la suite (up)nen est arithmétique
de raison r.

Remarque 2. Une suite arithmétique est de raison nulle si et seulement si elle est constante.

Proposition 1

Soit (up)nen une suite arithmétique de raison 7.
Alors
Vn € N, u, = ug + nr.

Démonstration. Montrons la propriété par récurrence sur n € N.

Pour n =0, on a ug + 0 X r = up donc la propriété est vraie au rang n = 0.
Soit n € N. On suppose que u,, = ug + nr. Montrons la propriété au rang n + 1.
Puisque la suite (uy)nen est arithmétique de raison r, on a

Upgl = Up + T =ug+nr+7r=ug+ (n+1)r
ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence. |

Remarque 3. Ceci signifie qu’une suite arithmétique est entierement définie par son premier
terme et sa raison.

Exemple 4. Soit (up)nen une suite arithmétique de premier terme uy = 3 et raison r = —5.
Alors pour tout n € N, u,, = 3 — 5n.
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Proposition 2: Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique

Soit (up)nen une suite arithmétique de raison 7.
Soient (p,n) € N? avec p < n.

Alors
Uy + Up
E up= (n—p+1) X pT
—_———
nombre de termes v
moyenne des
termes
extrémes

En particulier, on a

Démonstration. Soient (p,n) € N? avec p < n. On a

n n

Zuk = Z(uo—i-kr)

k=p k=p

n n
= }::UO+-TZZ:k
k=p k=p

= (n—p+1)uo+r(n—p+1)><p+n
2ug + pr + nr
= — 1 _—
(n—p+1) x 5
ug + pr + ug + nr
= — 1
(n—p+1) x 5

Pour p = 0, on retrouve la formule

Z’U,k— n+1 U()+Un

2
|

Exemple 5. Soit (up)nen une suite arithmétique de premier terme uy = —3 et de raison r = 2.
Alors

37

—34+2x13-3+2x37
ZUk=(37—13+1)u13;u37=25 i 5 ki — 47 x 25 = 1175.
k=13

11.2.2 Suites géométriques

Définition 4: Suites géométriques

Soit (up)nen une suite réelle. Soit ¢ € R.
On dit que la suite (uy)pen est géométrique de raison ¢ si

Vn € Nyupr1 = q X up.

Exemple 6. Soit ¢ € R. Soit (u,)nen la suite définie pour tout n € N par w,, = ¢".
Pour tout n € N, on a u,41 = ¢""! = ¢ x ¢" = ¢ X u, donc la suite (u,),en est géométrique
de raison q.
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Remarque 4. Une suite géométrique est de raison ¢ = 1 si et seulement si elle est constante.

Proposition 3

Soit (un)nen une suite géométrique de raison q.
Alors
Vn € N,u, = ug X q".

Démonstration. Montrons la propriété par récurrence sur n € N.

Pour n = 0, on a ug x ¢° = ug donc la propriété est vraie au rang n = 0.

Soit n € N. On suppose que u, = ug x ¢"*. Montrons la propriété au rang n + 1.
Puisque la suite (uy)nen est géométrique de raison ¢, on a

_ _ n __ n+1
Un+l =9 XUy =9 XUy X G =Uy X (g )

ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la récurrence. |

Remarque 5. e Ceci signifie qu’une suite géométrique est entierement définie par son premier
terme et sa raison.

e Une suite géométrique de premier terme ug = 0 est identiquement nulle.

e Si ¢ = 0, alors pour tout n > 1,u, = 0. Ainsi, tous les termes d’une suite géométrique de
raison nulle sont nuls, saufs éventuellement le premier terme wuy.

Exemple 7. Soit (u,)nen une suite géométrique de premier terme /2 et de raison 7. Alors pour
tout n € N, u,, = /2 x 7.

Proposition 4: Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique

Soit (un)nen une suite géométrique de raison g. Soient (p,n) € N2 avec p < n.
Alors "
n 1—q¢"7? .
— S 1
doue=19 " 1-g a7
k=p (n—p+1uy sig=1.
En particulier, on a
n 1— qn-‘rl )
— S 1
Y=g 1—g °F 7
k=0 (n+1uy sig=1.

Démonstration. Soient (p,n) € N? avec p < n.
n

n
e Sig=1, alors Zuk :Zuo =(n—p+ 1up.

k=p k=p
eSig#1,0ona

n—p+1 1— qn—p+1

Remarque 6. Si g # 1, on retient cette formule sous la forme

1— q(nombre de termes)

n
Zuk = (premier terme) X

k=p 1- q
Exemple 8. Soit (uy)nen une suite géométrique de premier terme ug = 3 et de raison g = —2.
Alors ’
1— (=2 21-7+1 1— (=2 15
> up = uz (=2) =3 x (—2)7# = —128(21 +1).
— 1—(-2) 3
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11.2.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 5: Suites arithmético-géométriques

Soit (uy)nen une suite réelle.
La suite (up)nen est dite arithmético-géométrique s'il existe (a,b) € R? tels que

Vn € Nyup11 = auy, + 0.

Remarque 7. o Si a = 0, la suite (uy)nen est stationnaire et pour tout n > 1, u, = b.
e Sia =1, la suite (u,)nen est arithmétique de raison b.
e Si b= 0, la suite (un)nen est géométrique de raison a.
e Supposons que a # 1. Si la suite (un)peny converge vers [ € R, alors on a également

lirf Upy1 = I donc en passant a la limite dans la relation u, 11 = au, + b, on obtient | = al + b
n—-—+0oo

doul =
—a

suites arithmético-géométriques en pratique.

Proposition 5

Soit (a,b) € R? avec a # 1. Soit (u,)nen une suite arithmético-géométrique qui vérifie pour

. Ceci légitime la proposition suivante, qui va servir de méthode pour étudier les

tout n € N, u,11 = au, +b. Posons [ =

— a/.
Alors la suite (v, )nen définie pour tout n € N par v, = u,, — [ est géométrique de raison a.
Ainsi, pour tout n € N, u,, = a™(ug — 1) + .

Démonstration. Montrons que la suite (v, )nen est géométrique de raison a.
Soit n € N. On a

ab b
Un+1:un+1—l:aun+b—l_a:aun—l_a:a un_l—a = a(u, — 1) = avy,

ce qui prouve que la suite (v,)pen est géométrique de raison a.
Ainsi, pour tout n € N,v,, = vg x a™ = (ug — 1) x a™.
Il s’ensuit que pour tout n € N, u, = v, +1=a"(ug — 1) +I.
|

Exemple 9. Soit (up)nen une suite réelle de premier terme ug = 2 qui vérifie pour tout n €
1
N, up41 = §Un - 3.
1
Commencons par chercher [ tel que [ = §l —-3< 3= -3 & [ =-6.

Posons pour tout n € N, v, = u,, —l = u, + 6. On a alors pour tout n € N,

1 1 1 1
Un+1:un+1+6:§un—3+6:§un+3:§(un+6):§vn

1
donc la suite (vy,)nen est géométrique de raison 37 ce qui implique que

on on on—3 )

1\" 6 8 1
VnEN,vn:vox(> :u0+ =

1

doncpourtoutneN,onaun:vn—GZW—ﬁ.
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11.2.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 6: Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Soit (up)nen une suite réelle. On dit que la suite (uy)nen vérifie une récurrence linéaire
d’ordre 2 s'il existe (a,b) € R? tels que

Vn € Ny upyo = atipq1 + buy,.

Remarque 8. e Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est entieérement définie par ses deux pre-
miers termes ug et u; et la relation de récurrence. En effet, la relation w42 = aunt1 + bu, ne
permet de calculer us pour n = 0 qu’a la condition que I'on connaisse ug et uq.

e Si b =0, la suite (up)p>1 est une suite géométrique de raison a.

e Si (a,b) = (0,0), alors pour tout n > 2, u,, = 0.

Exemple 10. La suite de Fibonacci (F},)nen est définie par Fy = 0, F; = 1 et pour tout n €
Nan+2 :Fn+1+Fn~

Soit (a,b) € R?\ {(0,0)}. Soit (u,)nen une suite réelle telle que
Vn € Ny up o = atn g1 + buy,.
On appelle équation caractéristique de cette suite récurrente 1’équation
(B):r>—ar—b=0

de discriminant A = a? + 4b.

1. Si A > 0, notons r; et 2 les deux solutions réelles distinctes de (E).
Alors il existe un unique couple (A, 1) € R? tel que

Vn € N u, = Arl' + pry.

2. Si A =0, notons r I'unique solution de (F£).
Alors il existe un unique couple (A, 1) € R? tel que

Vn € N,up, = (A + pn)r"™.

3. Si A < 0, alors il existe (p,0) € Ri x R telles que les deux solutions complexes
conjuguées de (E) soient 71 = pe'? et 7o = pe=® (on a p = |r1| et § = arg(ry)[27]).
Alors il existe un unique couple (A, 1) € R? tel que

Vn € Ny u, = p"(Acos(nb) + psin(nd)).

Remarque 9. Il est logique qu’une suite récurrente linéaire d’ordre deux dépende de deux pa-
rametres A\ et p puisqu’elle est entierement déterminée par ses deux premieres valeurs ug et uy.

Démonstration.
1. Supposons que A > 0. L’équation (F) admet alors deux racines réelles distinctes ry et ro.
Ainsi, 72 = ary + b et 73 = ary + b.

e Montrons que pour tout (A, ) € R2, la suite (v,)nen définie pour tout n € N par v, =
Arl + pry vérifie la relation de récurrence vy, 2 = avp41 + bv, pour tout n € N.
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Soit n € N. On a

Unrz = ATyt
= NP x4 x 3
= Ari(ary +0b) + pry(ara +b)
= (AP 4 ) + b 4 )

= avpy1 + buy,.

Ainsi, toutes les suites (vy,)nen de la forme v, = Ar} + purf ot (A, 1) € R? vérifient la relation
de récurrence vn42 = avUn4+1 + bv, pour tout n € N.

e Montrons maintenant que la suite (u,)nen s'écrit nécessairement de cette forme.

Cherchons (), i) € R? tels que pour tout n € N, u,, = A\rl + pry. Pour n =0 et n = 1, ceci
implique que

P TauQ — U1
up = A+ 1% o o o —7T1
Uy = Arp+ pre L= riuo — U1

KT —T9

ce qui est possible car 71 # ro. Il y a donc un unique couple (A, x) qui convient. Pour ce A et
ce i, les suites (up)nen et (Ar} + purh )nen ont les mémes deux premiers termes et vérifient la
méme relation de récurrence d’ordre 2 : elles sont donc égales.

On a donc bien u,, = A\r] 4 urf pour tout n € N ot (A, u) est le couple trouvé précédemment.
a
2. Supposons que A = 0. L’équation (E) admet donc une racine double r = > d’ou a = 2r.

e Montrons que pour tout (A, ) € R2, la suite (v,)nen définie pour tout n € N par v, =
(X + un)r™ vérifie la relation de récurrence v, 42 = av,41 + bv, pour tout n € N.
Soit n € N. On a

i1 +bv, = a(A+ p(n 4+ 1)r" T £ b\ + pn)r"
Ar'(ar +b) + pr"(anr 4+ ar + bn)
M r? 4 ™ (n(ar + b) + 2r2)
M2 ™ (nr? 4 2r%)

(A + p(n +2))r"+?

= Un42-

Ainsi, toutes les suites (v,,)nen de la forme v, = (A+pun)r™ out (A, u) € R? vérifient la relation
de récurrence vn42 = aUn41 + bv, pour tout n € N.

e Montrons maintenant que la suite (uy,)nen s’écrit nécessairement de cette forme.
Cherchons (), 1) € R? tels que pour tout n € N, u, = (A + un)r™. Pour n = 0 et n = 1, ceci

implique que
{ " - A ~ A= U uou T
1 — Uo
ur = (A+p)r o= T
sir 0.
a
Sir= B =0,onaa=0.0r A=a?+4b=0doncb =0, dou (a,b) = (0,0) ce qui est
contraire a notre hypothese de départ. Donc on a toujours r # 0 d’ou 'unicité du couple
(A ).
On conclut comme dans le premier cas que pour tout n € N, u, = (A + un)r™.
3. Supposons que A < 0. Alors I"équation (F) admet deux solutions complexes conjuguées
r1 = pe' et ro = pe= avec p = |r1| € R% et 0 € R.
e On vérifie comme dans le premier cas que pour tout (\,u) € C2, la suite (v, )nen définie
pour tout n € N par v, = Ar]' + prf vérifie la relation de récurrence v,12 = avp41 + by,
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Mais c’est une suite a valeurs complexes. Or, on cherche 'expression de la suite (uy,)nen qui
est une suite réelle.

En prenant (A, p) = (%, %), on trouve que pour tout n € N,

1 ) 1 . o —ind
vy = = pem? 4 Zpremin? = pn (e te > = p" cos(nb).

2 2 2
De méme, en prenant (A, u) = (%, —%), on trouve que pour tout n € N,
1 ) 1 » etnt _ o—ind )
Wy, = anemﬁ _ ane nd _ pn <2Z> — pn 51n(n0).

On vient donc de trouver deux suites réelles (v, )nen et (wp)nen qui vérifient la méme relation
de récurrence d’ordre 2.

Ainsi, pour tout (), 1) € R?, on a
AMpg2 + pwpro = Mavp1 + buy) + plawpy1 + bwy,) = a(Avpt1 + pwpy1) + b(Avy, + pwy,)
donc la suite (,)nen définie pour tout n € N par
tn, = Aoy, + pw, = p"(Acos(nb) + psin(nd))

vérifie la méme relation de récurrence.

e Réciproquement, montrons qu’il existe un unique couple (\, i) € R? tels que
Vn € Ny u,, = p"(Acos(nf) + psin(nd)).

Pour n =0 et n =1, cette relation implique

{UO = A
up = p(Acos(f)+ psin(h))

Puisque les solutions ne sont pas réelles, nécessairement § # 0[] donc sin(f) # 0 et on trouve
_u1 — pug cos()
N psin(6)
Encore une fois, on a unicité du couple (A, ) € R? et on conclut comme dans les cas
précédents.

Exemple 11. e Calculons I'expression du terme général de la suite de Fibonacci (F),)nen pour
tout n € N définie par Fy = 0, F} = 1 et par la relation de récurrence :

vneNaFn+2:Fn+1+Fn-

L’équation caractéristique associée est (E): 72 —r —1=0.
Son discriminant est A = (—1)2 —4 x 1 x (—1) =5 > 0 et ses racines sont

_1+45 _1-V5
2 2

1 T2

(r1 est le nombre connu sous le nom de < nombre d’or >.)
Il existe donc (\, i) € R? tel que pour tout n € N,

1+V5)" 1-V5)"
Fn:)\r?qL;u“g:)\( \[) +u< f) .

2 2
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Pour n =0 et n = 1, on obtient le systeme suivant

1
0 = A A= —
po= —A V5
— = 4
1_)\1+\/5+lu1 V5 {1:/\\/5 1
2 2 K NG
Ainsi, on a
vneN, F, = L(1eve) 1 (1-V5
vh 2 vh 2
e Soit (up)nen une suite réelle telle que up = —1,u; = 2 et

Vn € N,Un+2 = —2un+1 — Up,.
L’équation caractéristique associée est (E) : 72 +2r +1 =0 < (r + 1)2 = 0 qui admet —1
comme racine double.
Il existe donc un couple (\, i) € R? tel que
Vn € Nyu, = (A + pn)(—1)".
Pour n =0 et n = 1, on obtient le systeme
-1 = A
2 = —(A+p)
d’ou (A, ) = (—1,—1). Ainsi, on a
vn € Nyu, = (—=1)"(=1—n) = (=1)"(n+1).

e Soit (up)nen une suite réelle telle que ug = 0,u; = 1 et pour tout n € N, up190 = —uy,.
L’équation caractéristique associée est 2 + 1 = 0. Les deux solutions complexes conjuguées
sont i = €2 et —i = e "2 donc il existe (A, ) € R? tel que

Vn € N,u, = Acos (n%) + psin (n%) .

Pour n =0 et n = 1, on obtient le systeme

A =0
po=1

donc pour tout n € N, u,, = sin (n%) .
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11.3 Algorithmes et suites

11.3.1 Obtenir le terme d’une suite de rang donné
La suite (uy,) définie par
_3n+2
PN
peut étre implémenté par ’algorithme ci-dessous permettant de calculer u,, oli n est un entier
donné.

Un

def suite(n):
return (3*n+2)/(2%*xn+1)

Si on veut retourner la liste de tous les termes de 0 a n, on peut écrire :

def liste_suite(n):
return [(3*k+2)/(2%*k+1) for n in range(n+1)]

Pour une suite définie par une relation de récurrence, on utilise une boucle.
Par exemple, la suite (u,) définie par

Uy =2

1
un+1:§ xufﬁ—n—lpournzo
peut étre implémenté par ’algorithme ci-dessous permettant de calculer uy ou N est un entier
donné :

def suite(n):
u = 2
for k in range(n):
u = uxu/2+k-1
return u

11.3.2 Déterminer un seuil

Il est parfois utile de déterminer un seuil, c’est-a-dire un rang a partir duquel une propriété
séquentielle est vérifiée. Pour illustrer ce probleme, considérons la situation suivante.

On considere une population de bactéries dont 'effectif a la génération n est u,. La croissance
dépend de la capacité maximale du milieu (ressources, espace, etc.).

On considere la suite logistique (uy,) définie par

UQ:5

1_u7”

100) pour n >0

Upt1 = 2Up (

On souhaite déterminer a partir de quelle génération la population dépasse un certain seuil A
fixé a 'avance.
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On peut utiliser le code suivant pour répondre au probleme :

def suite(n):
u =5
for k in range(n):
u = 2*xux(1-u/100)
return u

def seuil(A):

u = suite (0)

k =0

while u < A:
u = suite (k)
k =k + 1

return k
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