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Corrigé de la liste d’exercices n°11

Suites réelles

1. On a pour tout n € N,

Unpr 4" (n4+ 1) (2n)! 4(n+1)2 ~2(n+1)

2n + 2
> 1

. Chr D) 4w T 2nt @it D) 20+l

donc la suite (uy,),en est strictement croissante.
2. On a pour tout n € N,

H! n "
Unp1 _ (n+1) (o 1
U, (n+ 1)n*tt  nl

donc la suite (uy,),en est strictement décroissante.

Exercice 1.

w

1. On a uy —ug = 4r donc 4r =3 d'ou r = -.

4
9 15

9
Or, on a également ug :u0+3r:u0+1 donc ug =6 — - = —.

4 4
15+ 3
Finalement, pour tout n € N, u,, = ug + nr = + n'

4

L

16 8 8\ 1
2. Ona%:q“doncq“:—:—d’oﬁq: — )
U3 6 3 3

U3

8
Or, on a également v3 = vy x ¢> donc vy = — =06x (§
q

2n + 1

8 11 8\ 11 8\ 11
Finalement, pour tout n € N, v, = vg X ¢" =6 X (—) X (—) =06 X (—) )

3 3
2 U + u 1+1+100r
3. Ona ) w=101x % =101 x ————— = 101(1 +50r).
k=0
99
Ainsi, 2 = 101 + 50 x 101r, d’ou —99 = 50507, i.e. r = ———.
1nsi, + X r, d'ou T, Le. T 5050
Finalement, pour tout n € Nyu,, = ug+nr=1— 99_n
y P y Up — WO — 5050

Exercice 2.

1. O = -
nat T+ 2

2. Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, > —1.

s¥+2r+1=0&(r+1)?=0&2=—1doncc=—1.

elnitialisation : Pour n = 0, on a ug = 1 > —1 donc la propriété est vraie au rang

n = 0.
eHérédité : Soit n € N tel que u,, > —1. Montrons que u,; > —1.
On a
1 L U, + 1
Up, = — = )
i Uy + 2 Up + 2

1
Puisqueun>—1,0naun+1>0etun+2>1>0doncu +
Unp,

que Upy1 +1 >0, 1.e upy > —1.

> (), ce qui montre



On a donc bien montré par récurrence que pour tout n € N,u, > —1, ce qui montre
d’une part que pour tout n € N,u,, # —2 et assure la définition de la suite (u,)nen, €t
d’autre part que pour tout n € N, u,, # —1.

3. On pose pour tout n € Nyv, = . Puisque pour tout n € N,u, # —1, la suite

(Un)nen est bien définie.

On a pour tout n € N,
1 n+2 1
_ Up + 1

Upt1 = = =1+ =1+uv,
1 Upe1+ 1 u,+1 U, + 1
donc la suite (v, ),en est arithmétique de raison 1.
1 2n+1
4. O tout n € Nyv,, = = == = .
n a pour tout n v Vo +n u0—|—1+n 2+n 5
1 2 1—2n
Or, pour tout n € Nyu, = — — 1= —1= )
P n on + 1 o + 1
1_2
5. On a pour tout n € N*, u,, = & .
P 241
. .1 . 1 .
Puisque lim — —2 = —2 et lim 24 — = 2 donc par quotient, on en conclut que
n—4oo N n—-+o0o n
lim u, = —1.
n—-+o00

Exercice 3. Soit l€ Rtelquel =20 —1,1ie. [ =1.
Posons pour tout n € N,v, =u,, — [ = u,, — 1.
Alors pour tout n € N,

Unt1 = Unt1 — 1 =2u, — 1 —1=2(u, — 1) =20,

donc la suite (vy,)nen est géométrique de raison 2.
On en déduit que pour tout n € N, v,, = 2"y = 2" (ug — 1).
Ainsi, pour tout n € Nu,, = v, +1=2"(up — 1) + 1.

Puisque 2 > 1, on a lim 2" = +oc.
n—-+0o00

e Si ug = 1, alors pour tout n € N, u,, = 1 donc lir+n U, = 1.
n—-+0oo
eSiuy>1,onauy—1>0donc lim u,= lim 2"(ug—1)+ 1= +o0.
n——+o0o n—-+0o00
eSiuy<l,onauy—1<0donc lim wu,= lim 2"(ug—1)+1= —oc.
n—-+o0o n—-+o0o

Exercice 4.

1. Soit le Rtel que =31+ 1,ie.l= —%.
Posons pour tout n € N,v,, = u,, — l = u,, + %

On a pour tout n € N,

1 1 1

Upt1 = Up —=3u,+1+-=3u,+-=| =3v,

+1 41+ 5 + 1+ 5 ( + 2)

donc la suite (vy,)nen est géométrique de raison 3.

On en déduit que pour tout n € N, v,, = 3"vg = 3"(ug + %) =3" x %
NS _ 1 _aqn. 11 _ 1

Ainsi, pour tout n € N,u, = v, —5=3" x 5 — 3.

Pour tout n € N,

& 11 < n+1 11 3" —1 n+1 1B —-1)-2n-2
;“’“ 2; > 2 3.1 2 1



= 11 x 3"t —2n — 13
d’ou %uk: 1 )

2.
def seuil(A):
u=>5
n=20

while u <= A:
u=3xu+1
n=n+1

return n

Exercice 5.

1. La relation donnée pour n > 1 :

2
Ny, + Up—1 —m =0
devient, en multipliant par (n — 1)! :
n(n— D, +(n— Dy —2=0

soit
nlu, + (n— D, —2=0

d’ou
Up4+Up1—2=0 <= wv,=2—v,_1, n>1.

On a donc une suite arithmético-géométrique.

2. On résout © = 2 — x <= = = 1. Donc (v, — 1) est géométrique de raison ¢ = —1. En
effet, pour tout entier naturel n :
Up—1=2—-v, 1 —1=1—-v,_1 = —(v,01 — 1).
Donc :

v, —1=(vg—1) x (=1)" =2(=1)"" = v, = 1+ 2(=1)"*!
Enfin :

v,  142(=1)"*
Uy = — = —————
n! n!

Exercice 6.
1.

d =~ 0.123123123 (4 1077 pres).

2. On considere la suite (u,),>o définie par :

up = 0,123 et Uppq = 1073u, Vn € N.

(a) Calculons :
Uy = 10_3U0, Ug = (10_3)2U0.

Ainsi :

g + uy + ug = up(1 + 107 +107°) = 0.123(1.001001) = 0.123123123.

| ug + uy + up = 0.123123123.|




(b) La suite (u,) est une suite géométrique de premier terme uy = 0.123 et de raison

qg=1073.

3. Programme Python calculant wu, :

def u(n):
u=0.123
for k in range(n):
u=u * 10**(-3)
return u

Ainsi :

u(1) = 0.123 x 107 = 0.000123, u(2) = 0.000123 x 10~* = 0.000000123.

w(1) =0.000123 et u(2) = 0.000000123

4. On pose S, = Zuk

k=0

(a) Pour tout n € N, on sait que :

1_ n+1
Sn :uO—qa
l—g¢q
Or:
u 0123 0.123 123
l—qg 1-10"3
Donc :

avec q = 1073.

41

0.999 999 333

S, =d(1— (107" =d(1 — 107 x (107°)™).

S, =d(1—107° x (107°)™).

(b) Comme 0 <1073 <1, 0n a:

lim S, =d(1—-0)=d.

n—oo
41
lim S, =d=—.
oo 333
(¢) Ainsi :
“+o00
> up= lim S, =d,
n—-+oo
k=0
donc

+o0o
d= 0123 x (107%) = 0,123123123123 ... ..
k=0




5. (a) Programme Python calculant S, :

def S(n):
S =0.0
u=0.123
for k in range(n+1):
S=S+u
u * 10%*x(-3)
return S

u

(b) Les valeurs calculées sont trés proches de la limite d :
S(100) ~ 0.123123123123. ..

Les différences avec d sont négligeables a la précision des calculs numériques.

5(100) &~ S(1000) ~ 0.123123123.

Exercice 7. Soit (u,)nen la suite réelle définie par :

Uy = 3, Uy = 2,
Vn eN, uUpio = DUy — 6u,.
C’est une récurrence linéaire d’ordre 2 a coeflicients constants.

L’équation caractéristique est :
r? —5r4+6=0.

On factorise :

(r—2)(r—3)=0.
Ainsi :

r = 2, To = 3.
La solution générale de la récurrence est :

u, =A-2"+ B-3",

ou A et B sont des constantes réelles.
A partir des conditions initiales :

'LL0:3IA—|—B,
u, =2 =2A+3B.

On résout ce systeme :
A+ B =3,

2A+3B =2.

En multipliant la premiere équation par 2 et en la soustrayant de la deuxieme :
(2A+3B)—2(A+B)=2—-6 = B=—4.

Puis :

Ainsi :




Donc :

n

Sp=) (T-2F—4.35)=7) 2F -4 "3
k=0 k=0

k=0

2n+1 -1 A 3n+1 -1

Sn=T"—57 T3

S, = T7(2" — 1) — 2(3" —1).

S, =7-2"t _7_9.3v"l 4 9

S, =7-2"1 9.3l _ 5

Exercice 8.

1.

3+u 342 5 34w 3+32 H 14 7
Uy = = = -, Uy = = =4 ===
F—uy 5-2 3 5—u  5-—2 W 10 5
Donc
L_b T
1_37 2_5-

. Calculons ;11 — 3 :

3+ up, 34+u, —305—u,) 3+u,—15+4+3u, 4du, —12
Un+1—3: 3= = .
5 — Uy, 5 — Uy 5 — Uy 5—u,

Factorisant 4 dans le numérateur et remarquant que 5 — u, = 2+ (3 — u,,), on obtient

4(u, — 3)
2+ (3—uy,)’

Unp+1 —-3=

ce qu’il fallait démontrer.

On montre par récurrence que u,, < 3 pour tout n € N.
Initialisation. Pour n = 0, ug = 2 < 3.
Hérédité. Supposons u, < 3. Alors 5 —u, > 2 >0, et

3+ uy,
5—u,

Up+1 =

Comme u, <3ona3d+u, <6etd—u,>2, donc

3—|—un<6_3
5—u, 2

Up+1 =

Ainsi w11 < 3.
Par récurrence, u,, < 3 pour tout n € N.



4. (a) Calculons v, en fonction de v,.

Up+1 — 1 3+ Unp,
Up+1 = 57— aveC Upy1 = 5 U
- Un

3+ up ] 34+ u, — (5 —up)

D — Uy . O — Uy,
St+u, 35 —u,)— (3+uy,)
_5—un 5 — Uy,
2u, — 2 2(u, — 1)
_ 5 — Uy R
- 15-3u,—3—u, 12—4u,
5 — up, 5— Uy,

20U — 1) 2(up,—1) u,—1

T 12—du,  AB—uw) 203 —u)

1 u,—1 1
= —. = —Up.
2 3—u, 2

_ 1
Up+1 = 5 Un

Conclusion : (v,) est géométrique de raison 7
(b) La suite (v,) est géométrique de premier terme

U0—1_2—1_

= =1
3—160 3—2

Vo =

1
et de raison 3 Donc pour tout n € N,

=@ ="

-1 (avec 3 —u #0) :

u
(¢) On résout pour u I'équation v = 3
vB-u)=u—-1 = Jv—w=u—1

donc 1 +3
u(l+v)=143v = u= Y.
1+v

En remplacant v par v, on obtient, pour tout n,

1+ 3uv,
14w,

Unp

On en déduit que :




Exercice 9. On a pour tout n € N, w19 — 2uy, 41 + u, = 0.

L’équation caractéristique associée est (EC) : 12 —2r +1 =0 < (r — 1)? = 0 donc Iéquation
admet 7 = 1 comme racine double.

Il existe donc deux réels (A, i) tels que pour tout n € N,

= (A4 un)r" = X+ un.

Pour n = 0, on obtient ug = A\ et pour n = 1, u; = A+ pu donc = uy — A = uy — uyp.
Ainsi, pour tout n € N, u,, = ug + n(u; — up).

On remarque que la suite (u,),en est arithmétique de raison u; — ug.

On pouvait le remarquer des le début car pour tout n € Ny up10 — Upi1 = Upsi1 — Up.

Exercice 10.
1. On considére I'équation caractéristique > —4r +4=0< (r —2)2 =0&r = 2.
Il existe donc deux réels (A, i) tels que pour tout n € N,

Up = (A + pn)2".

Pour n = 0, on trouve ug = A d’ou A = —1.
Pour n =1, on trouve u; = 2(—14 p) d'ott =2+ 2pu =2, i.e. p=2.
Ainsi, pour tout n € N, u,, = 2"(2n — 1).
2. On considere I'équation caractéristique 1 —3r —4 = 0 < (r + 1)(r — 4) = 0 donc les
racines sont r1 = —1 et ro = 4.
Il existe donc un couple (A, 1) € R? tel que pour tout n € N, u,, = A\(—=1)" + ud™.
Pour n = 0, on trouve 4 = X\ + p.

9 11
Pour n =1, on trouve 5 = —A +4u d’ou p = R et A = 5
11 9
Ainsi, pour tout n € N, u,, = 7 X (=)™ + 5 % 4",
3. On considere 1'équation caractéristique 72 + r + 1 = 0. Les racines sont j = e et

2im

j=e 5.
II existe donc un couple (X, p) € R? tel que pour tout n € N, u,, = X cos(255) +pusin(247).

V3

3
Pour n =1, on a uy = cos(3) 4 psin(3F ):—%—i-,uidonc,u— V3, ot p = 2.

Pour n =0, on a ug =X dou A =1.

Ainsi, pour tout n € N, u, = cos(22T) + 2sin(22).

Exercice 11.
1. On montre facilement par récurrence de pas double que pour tout n € N, u,, > 0.
En effet, la propriété est vraie pour n =0 et n = 1.
Soit n € N fixé. Supposons que u, > 0 et uyy1 > 0. Alors Uupyo = \/Upy1ty, > 0.
On peut donc poser pour tout n € N, v,, = In(u,,).

1 1
On a pour tout n € N,v,10 = In(upi2) = In(Vupi1u,) = §ln(un+1) + iln(un) donc

1 1
Un+y2 — §Un+1 - §'Un = 0.

1
On considere I’équation caractéristique 72 — 35 0.
1
Les racines sont 1 = 1 et r, = —3 Il existe alors un couple (A, i) € R? tel que pour

tout n € N,

1
Up = A+ u(—é)" = In(uy,)



donc pour tout n € N, u,, = M r(=2)",
Pour n = 0, on trouve e*™* = 3 donc \ + p = 3.
Pour n = 1, on trouve e*~2 =1 donc \ — £=0.

Ainsi, g =2 et A = 1 donc pour tout n € N, u,, = e2(-2)"+1,

. On montre facilement par récurrence que pour tout n € N, v,, > 0 donc on peut poser
pour tout n € N, u,, = In(v,).

1 1
On a alors pour tout n € Ny u,11 = In(vp41) = In(y/v,) = 3 In(v,) = S ln donc la suite

(Up )nen est géométrique de raison 3

s uo _ In(vo) _
O déduit tout n € N, u,, = — = - _ _9l-n
n €n dedult que pour tout n u on on on 2n_1

. . 1—
Ainsi, pour tout n € N, v,, = e = €2

. Posons pour tout n € N, u,, = w,, + 3

On a pour tout n € N,

4 4 4
2Up190—3Up 1 —2Uy = 2 (wn+2 + §> -3 (wnH + §) —2 (wn + §> = 2Wp 10— 3Wy 11 —2w,—4 = 0.

On a ’équation caractéristique 2r? — 3r — 2 = 0 dont les racines sont r, = 2 et 7y = —5

Il existe donc (A, p) € R? tel que pour tout n € N, u,, = \2" + ,u(—%)” donc pour tout
n €N,

4 1 4

n — n— = — )\271 _ n —.

w U 3 + u( 2) 3

4 37 74
Pour n = 0, on trouve 11:)\—1—,u—§d’01‘1>\+u:§:>2)\+2,u:§.

w4 .79 I
P =1 t 25 =2\— = —-doll — =2\ —=.
our n , on trouve 5 ~ 5 dot < 5
. . ., dp 5 . . 2
En soustrayant les deux équations, on obtient o> =73 d’ou pu = —3

37
Puisque A = 3 14, on obtient A = 13.

n—1
Finalement, on a pour tout n € N, w,, = 13 x 2" + % (—%) - %

. La suite n’est bien définie que si pour tout n € N, x,, > 0.

En effet, on a 22 = 2322 = €™e?? donc x5 = /€.

Or, si xy = —Ve%?, on a 22 = z32? = — 9950 < 0, ce qui est impossible car z3 € R.

On peut donc supposer que pour tout n € N, x,, > 0.

Posons pour tout n € N, u,, = In(x,,).

Alors pour tout n € N,

1 1 3 3
Upyo = IN(Tpyo) = 5 In(2?,,) = 5 In(z),,27) = 3 In(zn41) + In(x,) = SUn+1 F Un.

L’équation caractéristique associée est r? — 57’ — 1 = 0 dont les racines sont r; = 2 et
1

r9 = ——.

2



I existe donc (A, 1) € R? tel que pour tout n € N, u, = A2" + pu(—3)" donc pour tout
n € N,

n _1\n
T, = el = )",

Pour n = 0, on trouve e = e** d'olt A + p = 11 = 2\ + 2u = 22.
Pour n = 1, on trouve e® = =% d'olt 2\ — & = 25.

. 5 .
En soustrayant les deux équations, on obtient 7” =—-3doupu=-—

61
Puisque A = 11 — p, on obtient A = 5

5.

asilo
—
N|=
~—
3

Finalement, on a pour tout n € N, z,, = e 5 2



