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13.1 Généralités et opérations sur les matrices

13.1.1 Définition

Définition 1

Soient (n,p) € (N*)2.

e On appelle matrice de taille (n,p) a ceefficients dans K toute famille (a; j)1<i<n € K™.
1<g<p

On la représente sous forme d’un tableau a n lignes et p colonnes :

aijlr a2 ... al,j e al,p_l al,p

a1 a2 ... a5 ... Aazp-1 Aa2p
A=

a1 a2 ... aiyj cee Qip—1 Qip

an,1 Aan2 ... an,j oo an,p_l an,p

ou pour tout 1 <7 < n et tout 1 < j < p, le ceefficient en ligne ¢ et colonne j de A, noté
AiJ est Qg 5.

L’ensemble des matrices de taille (n, p) & ccefficients dans K est noté M,, ,(K).

On note 0, € M, ,(K) la matrice nulle, i.e. la matrice dont tous les ccefficients sont
nuls.

e Sin = p, on note M,,(K) au lieu de M,, ,,(K). On appelle matrice carrée toute matrice
qui comporte autant de lignes que de colonnes.

On note 0,, € M,,(K) la matrice nulle, i.e. la matrice dont tous les ceefficients sont nuls.
e Si p =1, les éléments de M,, 1(K) sont appelés matrices colonnes et sont de la forme

ai,1

an,1-
e Sin =1, les éléments de M, ,(K) sont appelés matrices lignes et sont de la forme
(a171 000 al,p) o

Exemple 1. e 05 = <8 8) .

e Sin =p =1, une matrice de taille (1,1) est de la forme (a) : ¢’est simplement un scalaire
a € K.

-1 0 1

e A= < 9 _5 3> S M2,3(R).
1 0

e A=|—-i 1 | € M32(C).
T V2

Définition 2: Matrices égales

Soient (n,p) € (N*)2.
Deux matrices A et B de M, ,(K) sont dites égales si

V(Z,j) € [[lan]] X [[Lp]]:aiJ = bi’j'
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13.1.2 Matrices diagonales, matrices scalaires, matrices triangulaires

Définition 3: Matrices diagonales

Soit n € N*. Soit A € M,,(K).

e On appelle ceefficients diagonaux de A les ceefficients a;; pour 1 <i < n.

e On dit que A est une matrice diagonale si tous ses ceefficients sont nuls, sauf peut-étre
ses coefficients diagonaux, i.e. si

Y(i,5) € [1,n]? i # j = a;; = 0.

Exemple 2. e La matrice nulle est une matrice diagonale.

e Les ceefficients diagonaux de (; Z) sont 1 et 4.
1o 0 0 O

e Les matrices et {0 0O O | sont des matrices diagonales.
0 2 0 0 —2

Définition 4: Matrice identité et matrices scalaires

Soit n € N*.
e On appelle matrice identité de taille n et on note I, la matrice diagonale de taille n
dont tous les coefficients diagonaux valent 1, i.e.

1 0 0

I, = 0 1
0
0 0 1

o 1 sii=y
2 _ _
On note pour tout (7, 7) € [1,n]?, (In)i; = 6 = { D ik
Le symbole ¢; ; s’appelle le symbole de Kronecker.
e On appelle matrice scalaire toute matrice diagonale dont tous les ccefficients diagonaux

sont égaux, i.e. une matrice de la forme

A 0
0 A

0
0 0 A

ou A € K.

Remarque 1. La matrice nulle de taille n et la matrice identité de taille n sont des matrices
scalaires.
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Définition 5: Matrices triangulaires

Soit n € N*. Soit A € M,,(K).
e On dit que A est triangulaire supérieure si pour tout (i,j) € [1,n]? avec i > j, alors
a1 a2 ... Qin
.o 0 ao2
a; j = 0. Ceci signifie que A est de la forme A = ’
0 . 0 ann
Si de plus, tous les coefficients diagonaux de A sont nuls, on dit que A est triangulaire
0 ay2 ... a1n
supérieure stricte et A est alors de la forme A =
: Ce An—1,n
0o ... ... 0
e On dit que A est triangulaire inférieure si pour tout (i,7) € [1,n]? avec i < j, alors
a1,1 0 e 0
a; ; = 0. Ceci signifie que A est de la forme A = L G
0
Gn,1 coo ... Qnn
Si de plus, tous les coefficients diagonaux de A sont nuls, on dit que A est triangulaire
0o ... e 0
inférieure stricte et A est alors de la forme A = | >
an,1 An—1,n 0

Remarque 2. e Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) stricte est triangulaire
supérieure (resp. inférieure).

e Les matrices diagonales sont a la fois triangulaires supérieures et triangulaires inférieures.

e La matrice nulle est triangulaire supérieure stricte et triangulaire inférieure stricte.

. 11 . . -
Exemple 3. e La matrice A = (0 1> est triangulaire supérieure.

1
e La matrice B = <8 0) est triangulaire supérieure stricte.
0 00
e La matrice C = |1 1 0] est triangulaire inférieure.
0 00
0 00
e La matrice D= |1 0 0| est triangulaire inférieure stricte.
0 00
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13.2 Opérations sur les matrices

13.2.1 Somme de matrices

Définition 6: Somme de matrices

Soient (n,p) € (N*)2. Soient A = (a; j)1<i<n €t B = (b; j)1<i<n deux matrices de M, ,(K).
1<j<p 1<j<p

On définit la matrice A+ B € M,, ,(K) par

\V/(Z,]) € [[1777‘]] X [[Lp]]a (A + B)’i,j =GQij + bi:j'

Remarque 3. Avant de sommer deux matrices, il faut s’assurer qu’elles sont de méme taille!

, 1 -1 2 1 -1 4 0 -2 6
Exemple 4. SmtA—(O 3 _5> etB—<7 4 8).A101“8A+B—<7 1 3>-

Autrement dit, la somme de deux matrices est la somme des ccefficients terme a terme.
Ainsi, elle hérite naturellement des propriétés de ’addition sur K, & savoir :

Proposition 1: Propriétés de ’addition

Soient (n,p) € (N*)2. Soient (4, B,C) € (M, ,(K))3. La somme de matrices vérifie :
1. (Commutativité) A+ B = B + A.
2. (Associativité) A+ (B+C) = (A+ B) + C.
3. Opp+A=A+0,,=A. Ondit que 0, est I’élément neutre pour I'addition.
4

. Soit —A € M, ,(K) la matrice définie par : pour tout (i,j) € [1,n] x
[1,p], (=A)ij = —ai .
Alors A+ (—=A) = —A+ A =0,,. On dit que —A est I'opposé de A.

2 3 -2

A+(—A):—A+A:<g §>+<_02 :;):@ 8)

13.2.2 Multiplication par un scalaire

Définition 7

Soient (n,p) € (N*)2. Soit A = (a; j)1<i<n € My p(K).
ISP

Pour tout A € K, on note AA la matrice de M,, ,(K) dont les ceefficients sont :

Exemple 5. Soit A = (0 1) . Alors —A = < 0 :;) et on a bien

V(’L,j) & [[1,77,]] X [[1,])]], ()\A)l’] = )\ai,j.

Autrement dit, les ceefficients de la matrice AA sont les ceefficients de la matrice A
multipliés par A.

Remarque 4. e Pour toute matrice A € M,, ,(K), (-1)A = —A.
e Les multiples de la matrice identité de taille n sont les matrices scalaires de taille n.

A0 ... 0

En effet, pour tout n € N* et pour tout A € K, A\, = 0
.
0 0 A
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. 2 -1 1 -4 2 =2
Exemple 6. SmtA—(O 3 2>.A101rs —2A—<0 6 _4).

Puisque la multiplication d’une matrice par un scalaire s’opeére terme a terme, comme pour
la somme de matrices, elle vérifie les mémes propriétés que la multiplication des scalaires.

Proposition 2

Soient (n,p) € (N*)2. Pour tout (A, u) € K2, pour tout (A4, B) € My, ,(K)?, on a
L A(pA) = (An)4;
2. A+ p)A = A+ uA;
3. M(A+ B) = A + AB.

13.2.3 Produit matriciel

Définition 8: Produit matriciel

Soient (n,p,q) € (N*)3. Soient A = (@i j)1<i<n € Mnp(K) et B = (b ;)1<i<p € Mp,q(K).
1<i<p 1<5<q

On définit le produit AB € M,, ,(K) par :
P
¥(i,5) € [L,n] x [1, 4], (AB)ig = Y ainbiy.
k=1
i-eme ligne de A

j-eéme colonne de B

(1/171 .« .. al,j o« e e al’p
b1
’q
[az71 PR a1,7j PR ai,p]
b
X
an,l “ .. an,] o« .. an

coeffidient (AB); ; dans AB

(AB)1,1 (AB)1,4
(AB)i (AB)igq
(AB)n,l (AB)n,j (AB)n,q

Remarque 5. o Pour tout (i,7) € [1,n] x [1,q], le ccefficient en ligne ¢ et en colonne j du
produit AB est la somme des produits terme & terme des coefficients en ligne 7 de A et des
ceefficients en colonne j de B.

e On peut faire le produit de A par B dés lors que le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B. Il est donc possible que le produit AB existe tandis que le produit BA
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n’existe pas. Dans le cas ou A et B sont des matrices carrées de méme taille, on peut toujours
former les produits AB et BA mais ils ne sont pas nécessairement égaux. On dit que le produit
matriciel n’est pas commutatif.

Exemple 7. e Soient (n,p,q) € (N*)2. Pour toute matrice A € M, ,(K),04, x A = 0, et
A X 0pg=0p4.

et

En particulier, pour toute matrice A € M, (K),0,, x A=A x 0,, = 0,,.
e Pour toute matrice A € M, ,(K),Ax I, =Aet I, x A= A.
En effet, pour tout (i,j) € [1,n] x [1,p],

p

p
(AL)ij =Y ain(Tp)r; =Y aixdr; = aij
k=1 k=1

n n
(InA)i; = Z(In)i,kak,j = Zdi,kak,j = a;;.
k=1 k=1
En particulier, pour toute matrice A € M,,(K),I, x A=A x I, = A.
On dit que I,, est I’élément neutre du produit matriciel dans M,,(K).
2 -1 -3 0
o Soit A = <:1)) f j) etB=(0 4 -1 -2
5 6 2 -1
-3 1 -7 =3
1 -5 —-12 -1

o. (1 -1 (11 (0 0 (2 =2\
0801tA—<1 _1> etB-(1 1>.AlorsAB—<0 0) etBA—(2 _2>—2A.

On voit qu’il est possible d’avoir AB = 04 avec A # 09 et B # 02. De méme, on a BA = 2A

Alors AB = < ) et BA n’existe pas.

sans que B = 215.

1 2 -1 -1
eSoitA=(3 1 —-1]etB=| 2
0 -2

00
5
Alors AB = | 1 | et BA n’existe pas.
0

-1 -1 -2 1
oSoit A=(1 2 —1)et B=| 2 |.Alors AB=(5)et BA=| 2 4 =2
-2 -2 —4 2

dy d}

e Soient D = et D' = des matrices diagonales.

dn ),

On a donc pour tout (4,5) € [1,n]?, D;; :{ di S% Z:j et D! :{ di S% Z:]
’ T 0 si i#j. 3 0 si i#j.
didy

Alors DD’ = D'D =

d,d,,

En effet, pour tout (4,7) € [1,n]?, on a

n
did; si i=17
/ . / —J1.n
(DD )z’,j = kg_l Di,ka,j = dZDi,j = { 10 ) g i 7& j

dd; si i=j

Pour les mémes raisons, on a (D'D); ; = { 0 si it)
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On en déduit que deux matrices diagonales commutent et que leur produit est la diagonale
des produits terme a terme.

dq
e Soit A € M, ,(K) et D = € M, (K) une matrice diagonale.
dn
Alors multiplier A a gauche par D, i.e. effectuer 'opération DA, revient a multiplier la ligne

i de A par le facteur d; pour tout i € [1,n].
En effet, pour tout (7, ) € [1,n] x [1,p], on a

(DA)iyj = ZDi,kAk,j = diAi,j-
k=1

De méme, si D' = € M, (K), alors multiplier A & droite par D', i.e. effectuer
d/
P
lopération AD', revient a multiplier la colonne j de A par le facteur d; pour tout j € [1,p].

En effet, pour tout (7,7) € [1,n] x [1,p], on a

p
(AD)ij = AixDj; = djA; .
k=1

e Soient T et 7" deux matrices triangulaires supérieures (resp. supérieures strictes) dans
M, (K). Alors TT" et T'T sont également des matrices triangulaires supérieures (resp. supérieures
strictes).

En effet, pour tout (i,5) € [1,n]? avec i > 7, on a

J

(TT") J_ZTZk Tkj :Z 1,1.3 Ty.; = Ocari > j.

k=1 081k>j k:1051z>k

Ainsi, TT" est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont pour
tout i € [1,n],

n 7
! / / !
(TT)ii =Y Tix Tiy = Tig Tyi =TTy,
k=1 0sik>i k=1 Osii>k

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est donc une matrice triangulaire
supérieure dont les coefficients diagonaux sont les produits terme a terme des ceefficients diago-
naux des deux matrices.

On montre de méme que le produit de deux matrices triangulaires inférieures (resp. inférieures
strictes) est une matrice triangulaire inférieure (resp. inférieure stricte).
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Proposition 3: Propriétés du produit matriciel

Soient (n,p,q,r) € (N*)%.

1. (Associativité) Pour tout A € M, ,(K), tout B € M, ((K), tout C € M,,(K),
alors

A(BC) = (AB)C.
2. (Distributivité) Pour tout (A, B) € M, ,(K)?, pour tout C' € M, ,(K),
(A+ B)C = AC + BC.
Pour tout A € M, ,(K), pour tout (B,C) € M, ,(K)?,

A(B+C) = AB + AC.

3. (Multiplication par un scalaire) Pour tout A € K, pour tout A € M,, ,(K) et tout
AMAB) = (AM)B = A(\B).

Démonstration.

1. Tout d’abord, notons que BC' € M,,,(K) donc A(BC) € My, ,(K) et que AB € M,, 4(K)
donc (AB)C € M,, (K). Pour tout (¢, ) € [1,n] x [1,7], on a

p
= A p(BC)i; —ZAszBlel] —ZZAszlel,j
k=1 k=1

k=1 1=1
et

q

q p p q
((AB)C);; = Z(AB)i,lCl,j = Z Cyj Z A 1By = Z ZAi,kBk,lCl,j = (A(BC))ij,
k=1 =1

1=1 =1 k=1
ce qui prouve que A(BC) = (AB)C.
2. Soient (A, B) € My, ,(K)?, soit C € M, 4(K). On a (A+ B)C € M, 4(K), et AC + BC €
M, 4 (K).
Pour tout (i,7) € [1,n] x [1,4], on a

p

p
( A+B Z A+B i ka,] Z(Az k+Bz k Ck g = Z Az ka ]“‘Z Bz ka J = AO)Z ]+(BC)1 YR
k=1

k=1

ie. ((A+B)C);; = (AC + BC),j, ce qui prouve que (A+ B)C = AC + BC.
La deuxieme preuve est analogue et est laissée au lecteur.
3. Pour tout (7,7) € [1,n] x [1,4], on a

p p p
()\(AB))i,j = )\(AB)LJ' = AZAi’kBk’j - Z )\Azk Bk] Z )‘A 1kBk] (()‘A))BZJ
k=1 k=1 k=1

donc A\(AB) = (AMA)B

De méme,

p p p
(A(AB))ij = MAB)ij =AY AipBij = > AMip(ABiy) = > Aig(AB)ry = (AAB))i
k=1 k=1 k=1

donc A\(AB) = A(\B).
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Remarque 6. Soit n € N*.
Pour tout A € M,,(K) et pour tout A € K, on

(M) x A= AI, x A) = AA = (MNA) x I, = A x (A\,).

Ainsi, les matrices scalaires commutent avec toutes les matrices. En fait, ce sont les seules
a posséder cette propriété.

Proposition 4

Soit n € N*. Soit A € M,,(K) telle que pour toute matrice M € M,,(K), AM = MA.
Alors A est une matrice scalaire, i.e. il existe A € K tel que A = A\I,,.

Démonstration. Pour tout (7, j) € [1,n]?, on note E; ; la matrice de M,,(K) dont tous les
ceefficients sont nuls, excpté le ceefficient en ligne 4 et colonne j qui vaut 1.

Par hypothese, on a pour tout (i,j) € [1,n]? AE;; = E; ;A.

Soit (k,1) € [1,n]%. On a

(AEij)ks =Y Axa(Big)ei =D Arebirdjs = Apidj
=1 =1

et

n
(Ei kA = Z 0i k01 Ary = 05k Ajy
t=1 =1
Or, pour tout (4,7, k,1) € [1,n 4, on a (AEi,j)kJ = (Ei,jA)k,l donc Ak,iéj,l = 5i,kAj,l‘
e Soient (i,k) € [1,n]? avec i # k. Si on choisit un incide j € [1,n] et qu'on pose I = j,
I’égalité ci-dessus donne Ay ; = 0, ce qui assure que la matrice A est diagonale.
e Soient (i,7) € [1,n]? Pour k =i et | = j, I'égalité ci-dessus donne A;; = A;, ce qui
signifie que tous les ceefficients diagonaux de A sont égaux. Nommons ce ccefficient A.
On a donc montré que A était une matrice diagonale dont tous les ccefficients diagonaux
sont égaux a A, i.e. A = Al,. |

NE

(BijA)ks =

13.2.4 Puissances et formule du binome

Pour pouvoir multiplier une matrice par elle-méme, il faut que celle-ci soit une matrice
carrée. Il est donc naturel de définir les puissances d’une matrice carrée.

Définition 9: Puissances d’une matrice carrée

Soit n € N*. Soit A € M,,(K).
Pour tout p € N, on note

I, sip=20
AP =08 AXAX---xA sip>0
p?gis

\.

Remarque 7. Pour tout (p,q) € N2, on a par associativité du produit matriciel

ApAq:(AX...Xé)(AX...XA):AX...XA:AP+q:Aq+P:AqAP

p fois q fois p+q fois

donc toutes les puissances d’une méme matrice A commutent entre elles.
On a également des propriétés analogues aux puissances d’un nombre réel, a savoir :

Y(p,q) € N%, (AP)? = AP1 et Vp e N,V € K, (AA)P = \PAP.
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Exemple 8. e Pour tout p € N*, 05 = 0,, et I}, = I,,.

(2 1 s (2 1\[(2 1\ (2 1\
e Soit A = <_2 _1>.AlorsA = <_2 _1> (_2 _1> —<_2 _1> = A, alors que

A#0ret A#£ D!
(-1 1 s (-1 1\ (-1 1) _ (0 —1
oSmtA(_l 0>.AlorsA (_1 O) (_1 O>(1 _1> et
s o . (0 =1\ /-1 1\ (1 0\ _
A% = A ><A_<1 _1> <_1 O>_<O 1)_12.

On constate également que A? + A 4 I3 = 0.
di

e Soit D = une matrice diagonale.
dn
dy
Alors pour tout p € N, DP =
dn,

. (0 1 5 {0 0
0801tA—<0 0).AlorsA —<0 0>.

Définition 10: Matrices nilpotentes

Soit n € N*.
On appelle matrice nilpotente toute matrice A € M,,(K) pour laquelle il existe p € N*

tel que
AP =0,.

Proposition 5

Soit n € N*. Soient A et B deux matrices de M, (K) qui commutent, i.e. AB = BA.
Alors

1. ¥(p,q) € N2, APB? = BIAP.
2. Vp €N, (AB)P = APBP = BPAP.

Démonstration.

1. Montrons par récurrence sur p € N que pour tout p € N, APB = BAP.
e Pour p=0,0ona A° = I,, donc A°B =1,B = B = BI,, = BAY, ce qui prouve la formule
au rang p = 0.
e Soit p € N tel que APB = BAP. Montrons que AP B = BAPT! On a

APTIB = A(APB) = A(BAP) = (AB)AP = (BA)AP = B(AAP) = BAPT!

ce qui prouve la formule au rang p + 1 et acheéve la récurrence. On a donc bien montré
que pour tout p € N, APB = BAP.

En appliquant la méme récurrence, on montre que puisque pour tout p € N, AP et B com-
mutent, alors AP commute avec toute puissance de B donc pour tout (p,q) € N2, APBY =
B1AP,

2. Montrons que (AB)P = APBP par récurrence sur p € N.

e Pour p =0, 0n a A’B® = I,, x I, = I, = (AB)" donc la propriété est vraie au rang
p=0.
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e Soit p € N tel que (AB)? = APBP. Montrons que (AB)P*! = APTipr+l,
(AB)PT! = (AB)?PAB = (APBP)(AB) = AP(BPA)B
Or, d’apres 'alinéa précédent, on sait que BPA = ABP donc
(AB)P* = AP(ABP)B = (APA)(BPB) = APT1ppTl,

ce qui prouve la formule au rang p + 1 et achéve la récurrence.
On a donc montré que pour tout p € N, (AB)P = APBP et d’apres l'alinéa précédent, on
sait que pour tout p € N, APBP = BP AP,

|

Remarque 8. En général, on n’a pas (A + B)? = A% +2AB + B2. En effet, pour tout (4, B) €
M, (K), on a

(A+B)?=(A+B)(A+B)=A*+ AB+ BA+ B® # A* + 2AB + B*

si AB # BA.
Ainsi, I'identité remarquable (A+ B)? = A2+2AB+ B? n’est vraie que si A et B commutent.
Plus généralement, la formule du binéme reste valable sous I’hypothese que A et B com-
mutent.

Proposition 6: Formule du binéme

Soit n € N*. Soient (A, B) € (M,,(K))? telles que AB = BA.
Alors, pour tout p € N,

(A+ B)? zp: ( >A’“Bpk = Zp: <Z> APk Bk,

k=0 k=0

Démonstration. La preuve est la méme que celle effectuée dans le chapitre « Dénombrement > des
lors que ’on peut utiliser que

(A + B)AkBpfk _ Ak+1Bpfk + BAkBpfk _ AkJrprfk + AkBp7k+l

puisque A et B commutent. |
1 10 010

Exemple 9. Soit A= |0 1 1|.Alors A=I3+BavecB= |0 0 1] .Puisque I3et B
0 01 0 00

commutent, on peut appliquer la formule du binéme et on obtient que

p p
Vp>2,AP = (B + I3) BFpF — P\ gk,
=3 (1)mt =3 ()

=0 k=0
0 01
Il s’agit donc de calculer les puissances de B. Or, B est nilpotente puisque B2 = [0 0 0| et
0 00
Vp > 3, BP = 03 donc
-1
(P ok pp=1) (1P p(p2 )
:Z(k)B = +pB+ =B =4 5
h=0 00 1
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On voit que la formule est vraie également pour p =0 et p = 1 donc

p(p—1)

1 st 7
p 2
01 P
00 1

Vp e N, AP =

13.3 Transposée d’une matrice

13.3.1 Définition

Définition 11: Transposée d’une matrice

Soient (n,p) € (N*)2. Soit M € M,, ,(K).
On appelle transposée de M, et on note M1 (ou ‘M), la matrice de M, ,(K) définie par :

V(i,j) € [[Lp]] X [[17n1]7 (MT)i,j = Mj,i~

Autrement dit, la i-eme ligne de M7 est la i-eme colonne de M et la j-eme colonne de
M7 est la j-eme ligne de M.

Exemple 10. e Pour tout n € N*, 0 = 0,, et I = I,,. Plus généralement, toute matrice carrée
a les mémes ceefficients diagonaux que sa transposée et toute matrice diagonale est égale a sa
transposée.

1 4
oSoitM:<1 2 3>.AlorsMT: 2 5).
6 3 6

4 5
1 2 3 1 4 7
eSoit M=1|4 5 6|.AlorsMT =12 5 8
78 9 36 9

1
e Soit M = (1 2 3). Alors MT = | 2
3

Proposition 7: Propriétés de la transposition

Soient (n,p,q) € (N*)2.
1. Pour tout M € M, ,(K), (MT)T = M.
2. Pour tout (4, B) € (M,,,(K))?, pour tout (A, i) € K2,

(M + uB)T = AT 4+ uBT.

3. Pour tout (4, B) € M, ,(K) x M, 4(K), (AB)T = BT AT,
4. Pour tout A € M, (K), pour tout p € N, (AT)P = (AP)T.

Démonstration.

1. Soit M € M, ,(K). Alors MT € M, ,(K) donc (MT)T € M, ,(K).
Pour tout (7,7) € [1,n] x [1,p], on a

(MT))i5=(M")5 = My

donc (MT)T = M.
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2. Soient (A, B) € (M, ,(K))?, soient (\,u) € K2
On a AA + uB € My, ,(K) donc (AA + uB)T € M, ,,(K). De méme, AT € M, ,,(K) et
BT € My, (K) donc MAT + uBT € M, ,,(K).
Pour tout (7,7) € [1,p] x [1,n], on a

AT + uB"); ;= MAT)ij + u(BT)ij = Mji + uBji = VA +uB)j; = (M + pB)");;

donc (A + uB)T = X\AT + uBT.

3. Soient (A4, B) € My ,(K) x M, 4(K). On a AB € M,, ,(K) donc (AB)T € M, ,(K). De
méme, AT € M, ,(K) et BT € M, ,(K) donec BT AT € M, (K).
Pour tout (i,7) € [1,q] x [1,n], on a

p
(BTAT);; = (BT)i k(AT ) ZAJ kBri = (AB)j; = (AB)")i;
i1

donc (AB)T = BT AT,
4. Soit A € M,,(K). Montrons par récurrence sur p € N que pour tout p € N, (AT)P = (AP)T.
e Pour p=0,0na (A7)0 =1, = IT = (A")T.
e Soit p € N tel que (AT)? = (AP)T. Montrons que (AT )P+t = (AP+HT,
On a
(APFHT = (AP x A)T = AT(AP)T = AT(AT)P = (AT)P*,

ce qui prouve la formule au rang p + 1 et acheve la récurrence.

Remarque 9. Pour tout (A, B, C) triplet de matrices tel que le produit ABC existe, on a

(ABC)T = (AB)C)T = CT(AB)T = CTBT AT,

13.3.2 Matrices carrées symétriques

Définition 12: Matrices symétriques, matrices antisymétriques

Soit n € N*. Soit M € M, (K).

1. On dit que M est symétrique si M7 = M, i.e. si pour tout (i,5) € [1,n]? M;; =
M; ;. Dans ce cas, M est de la forme

My Mo M
M . .
M — 1,2
: : Mnfl,n
Ml,n e Mn—l,n Mn,n
2. On dit que M est antisymétrique si M7 = —M, ie. si pour tout (i,j) €
[1,n]?, M; j = —M; ;. Dans ce cas, M est de la forme
0 MLQ .. Ml,n
—M :
M= . 1,2
: : Mnfl,n
— M @ - —Mn—1n 0
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Remarque 10. Si M est antisymétrique, on a pour tout 1 < ¢ < n, M;; = —M;; donc M; ; = 0.
Nécessairement, les ccefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nuls.

Exemple 11. e Pour tout n € N*,0,, est a la fois symétrique et antisymétrique.
e Pour tout n € N*, I, est une matrice symétrique. Plus généralement, les matrices scalaires
et les matrices diagonales sont des matrices symétriques.

1 2 3
e La matrice M = |2 4 5| est symétrique.
3 5 6
0o 1 2
e La matrice M = | —1 0 3| est antisymétrique.
-2 =3 0

Proposition 8

Soient A et B deux matrices de M, (K).

1. Si A et B sont symétriques (resp. antisymétriques), alors pour tout (X, ) € K2, AA+
uB est une matrice symétrique (resp. antisymétrique).

2. Si A est symétrique, pour tout p € N, AP est symétrique.

3. Si A est antisymétrique, pour tout p € N, A% est symétrique et A%P*! est anti-
symétrique.

Démonstration.
1. eSi AT =Aet BT =B, on a

(A + uB)T = AT + uBT = \A + uB

donc si A et B sont symétriques, alors AA + uB est symétrique.
eSiAT=—Aet BT = —-B,ona

(M 4+ uB)T = NAT + BT = —XA — uB = —(\A + uB)

donc si A et B sont antisymétriques, alors AA + uB est antisymétrique.

2. Si A est symétrique, on a AT = A donc pour tout p € N,
T T
(AP)" = (A7)”,

ce qui prouve que AP est symétrique.

3. Si A est antisymétrique, on a AT = —A donc pour tout p € N,
(A2)T = (AT = (— A = (—1/P A% = 4%

donc A?P est symétrique.
De méme, pour tout p € N,

(A2p+1)T _ (AT)Qp—‘rl _ (_A)Qp—‘rl _ (_1)2p+1A2p+1 _ _A2p+1
donc A%+ est antisymétrique.
|
0o 1 2
Exemple 12. Soit M = [ —1 0 3 | une matrice antisymétrique.

-2 =3 0)

0o 1 2 0 1 2 -5 —6 3

AlorsM?>=|-1 0 3 -1 0 3| =1|-6 —-10 —2 | estune matrice symétrique.
-2 -3 0 -2 -3 0 3 -2 -13
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Remarque 11. Le produit de matrices symétriques qui commutent est une matrice symétrique.
En effet, si A et B sont symétriques, on a (AB)T = BTAT = BA = AB si A et B commutent.

En revanche, le produit de matrices symétriques qui ne commutent pas n’est pas une matrice
symétrique. En effet, si A et B sont symétriques, on a (AB)T = BTAT = BA# ABsi Aet B
ne commutent pas.

Proposition 9

Soit M € M,,(K).
Il existe une unique matrice symétrique S et une unique matrice antisymétrique A telles
que

M =S5+ A.

Démonstration. On raisonne par analyse synthese.

Soit M € M, (K).

e Analyse : Supposons qu’il existe une matrice symétrique S et une matrice antisymétrique
A telles que M = S + A. Alors MT = 8T + AT = S — A. Ainsi,

1 T 1 T
S:§(M—|—M ) et Azi(M—M ),

ce qui prouve l'unicité si existence de S et A.

e Synthése : Montrons 'existence de S et A. Posons

1 1
S = 5(M+MT) et A= 5(M—MT).

1 1
Ona ST = §(MT +(MTT) = §(MT + M) = S donc S est symétrique.
1 1
De méme, AT = i(MT —(MTT) = i(MT — M) = —A donc A est antisymétrique.
1
Enfin, on a bien S + A = §(M+MT+M—MT) = M.

On a donc bien prouvé l'existence d’'une matrice symétrique S et d’une matrice anti-
symétrique A telles que M =S + A, et on a montré leur unicité. |

1
Exemple 13. Soit M = (4 5 6] . Alors
789

1 2 3 1 4 7 1 3 5
S=_(M+MT" = 4 5 6|+(2 5 8|]|=(357
7 8 9 3 6 9 5 79
et

1 2 3 1 4 7 0 -1 -2
A=_-M-MHY=-14 5 6|—-[2 5 8|]=(1 0 -1
7 8 9 36 9 2 1 0

On a bien S symétrique, A antisymétrique et S + A = M.
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13.4 Matrices et systemes linéaires

13.4.1 Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

Soient (a@j)lgign e K" et (bi)lgign c K".

1<y<p
On considere le systeme linéaire de n équations a p inconnues (z1,...,z,) € K?
a11z1 + ... + ai;xr; + ... Q1pTp = b1
(S) : a;1r1 + ... + a5x; + ... QipXpy = b;
an1r1 + ...+ an;T; + ... apprp, = by

Ce systeme équivaut a 1’égalité matricielle

1,11 + -+ a1 pTy b1
An 121 + - 4 AnpTp b,
ou encore
ar1 ... Qip T b1
ap1 .. Qnp Tp by,
arir .- aLp I bl
En posant A = : : e Mp,(K), X =| : | eMi(K)yet B=|: | €
p1 - Qnp Tp bn,

M.,,.1(K), on obtient alors 'équivalence
(S) < AX = B.

Le systeme est donc équivalent a une équation matricielle d’inconnue X : c’est ’écriture matri-
cielle du systeme (). On dit que A est la matrice associée au systeme.

3z — 2y + 2z = 1
Exemple 14. Considérons le systeme (S5) : ¢ —=x + 2z = 0 .IIsécrit matri-
y 4+ 2z = -1
ciellement
3 =21 T 1
-1 0 1] [y]l=10
0 1 2 z -1

13.4.2 Rang d’une matrice

On a vu dans le chapitre < Systemes linéaires > que le rang d’un systéme ne dépend que de
son membre de gauche, c’est & dire de sa matrice associée. Ceci légitime la définition suivante.

Définition 13: Rang d’une matrice

Soit A € M, ,(K).
On appelle rang de la matrice A, et on note rg(A) le rang de tout systeme linéaire associé
a la matrice A.

Remarque 12. Comme pour les systémes linéaires, on a nécessairement rg(A) < min(n, p).
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On admettra momentanément le résultat suivant (qui sera démontré dans le chapitre < Ap-
plications linéaires >).

Proposition 10

Soit A € M, 5(K).
Alors rg(A) = rg(AT).

Remarque 13. Pour déterminer le rang d’une matrice A, on utilise la méme méthode que pour
les systemes linéaires, a savoir ’algorithme du pivot de Gauss. On effectue une suite d’opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice pour obtenir une matrice échelonnée.

D’apres la proposition précédente, le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée.
On peut donc également calculer le rang de A en calculant le rang de A”. Pour ce faire, on
peut procéder a des opérations élémentaires sur les lignes de AT, ce qui revient & effectuer ces
opérations élémentaires sur les colonnes de A.

Puisqu’une opération élémentaire conserve le rang, on pourra utiliser les opérations élémentaires
sur les lignes de A vues dans le chapitre < Systémes linéaires > auxquelles on ajoute les opérations
élémentaires sur les colonnes analogues, & savoir :

CiHCj, ,Ci «— A\C; CZ(—Cz—i-)\CJ

1 -1 2
Exemple 15. Soit A= |2 0 —1|. Pour calculer le rang de A, on utilise exactement la
3 -1 1
r — Yy + 22 =0
méme méthode que pour déterminer le rang du systeme (5) : 2z -z =0
3r — y + 2z =0

Echelonnons la matrice A.

LycLo—2Ly (1 =1 2\ Lic2Li+Ls 0 -1

L3« L3—3L1 L3<L3—Lso

AT 0 2 -5 o 0 -5
0 2 -5 0 0 0

On trouve rg(A) = 2 < 3. Puisque le systeme (S) est compatible, il admet donc une infinité de
solutions.

13.5 Matrices inversibles

13.5.1 Définition et premieres propriétés

Définition 14: Matrice inversible

Soit n € N*. Soit A € M,,(K).
On dit que A est inversible s’il existe une matrice B € M,,(K) telle que

AB = BA =1,.

On dit que B est 'inverse de A, et on note B = A™!.

Proposition 11: Unicité de l’inverse

Soit A € M,,(K) une matrice inversible.
Il existe une unique matrice B € M, (K) telle que

AB = BA =1,.
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Démonstration. Supposons qu'il existe deux matrices (B, C) € (M, (K))? telles que AB =
BA=AC=CA=1,.
Par associativité du produit matriciel, on a

B=BxI,=Bx(AC)=(BA)C=1,xC=C
donc B = C, ce qui prouve 'unicité de I'inverse de A. |

Remarque 14. e Par définition, une matrice inversible commute nécessairement avec son
inverse.

e L’unicité de I'inverse justifie la notation A~

e Si A est inversible, on note pour tout p € N, A = (A~1)? = A71 x ... x A7 Les regles

fois

sur les puissances de matrices s’appliquent de méme pour les puissances iégatives de matrices
inversibles.

e Dans la preuve, on n’a en fait utilisé que les égalités AC = BA = I,,.

Mais dans le cas des matrices carrées, BA = I, = AB = I,,. On prouvera ce résultat dans
le chapitre < Applications linéaires .

e Soit A une matrice de M,,(K) inversible. Soient B et C' deux matrices de M,,(K) telles
que AB = AC. En multipliant & gauche par A=, on obtient

(A'A)B=(A"'A)C = B=C.
De méme, si BA = CA, en multipliant & droite par A~!, on obtient
BAAT'=CAA™' = B=C.
Ainsi, si A est inversible, on peut simplifier par A dans une égalité.

Exemple 16. e Pour tout n € N*, I,, x I,, = I,, donc I,, est inversible et (I,)~! = I,,.
En revanche, 0,, n’est pas inversible car pour toute matrice A € M,,(K), Ax0,, = 0,xA = 0,,.
dq
e Soit D = une matrice diagonale telle que pour tout 1 < i < n,d; # 0.
dy,
1
d1
Alors D est inversible et D71 =
1
dn
En revanche, si une matrice diagonale D possede au moins un ceefficient nul (par exemple s’il
existe i € [1,n] tel que d; = 0), alors D n’est pas inversible car pour toute matrice A € M,,(K),

la ligne i de DA est nulle.

e Soit A = <1 1) . Alors A est inversible et A~1 = < 2 _1> .
1 2 -1 1
1 2 =2 3 2 6
eSoitA=1[-1 3 . Alors A est inversibleet A=t =1 1 2.
0 -2 2 2 5
B =

0
1
. 0 1\ , . . .
e La matrice A = n’est pas inversible car pour toute matrice

00
c d
(s o

Plus généralement, toute matrice triangulaire stricte (supérieure ou inférieure) n’est pas
inversible car si T € M,,(K) est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) stricte,
alors pour toute matrice A dans M, (K), la derniére (resp. premiere) ligne de T'A est nulle.

abona
c d)’
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-1 0 1 1 0 1 -1 0 3
eSoitA=[0 1 —-2].0nad?2=|01 -6|letd>=|0 1 —14
0 0 2 0 0 4 0 0 8

1
On remarque que A% —2A4% — A = —21I5 d’on —§(A2 —2A — I3)A = I3, ce qui implique que

A est inversible et que

Proposition 12

Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Soit A~! son inverse.
Alors A~! est inversible et (A71)~! = A.

Démonstration. Par définition, on a A™1A = AA~! = I, ce qui prouve que A~! est
inversible et que (A71)~! = A. [ |

Proposition 13

Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Soit A € K*.
Alors M\A est inversible et

1
At =2-4"1
()t =

Démonstration. En effet, on a

(\A) (iA*) = (A x i) AAT =T, et (}\A*) (V) = (i x A) ATA =1,

Exemple 17. Soit n € N*. Alors —I,, est inversible et son inverse est (—1I,) ! = —1I,, = —1I,,.

Proposition 14: Inverse du produit

Soient A et B deux matrices inversibles de M., (K).
1. La matrice AB est inversible et (AB)~! = B=1A~L,
2. Pour tout p € Z, AP est inversible et (AP)~1 = A~P.

Démonstration.

1. On a par associativité du produit matriciel :
(AB)(B'A Yy = A(BB YA ' = A[LA ' = AA™ =11,
et
(B'A™YAB) =B Y(A'AB=B"'I,B=B"'B=1,,
ce qui prouve que AB est inversible et (AB)™! = B~1A~L

2. Montrons par récurrence que pour tout p € N, AP est inversible et (AP)~1 = A~P,
e Pour p = 0, A = I,, donc A° est inversible et

At =1t =1, =A""

n
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donc la propriété est vraie au rang p = 0.

e Soit p € N fixé tel que AP est inversible et (AP)~! = A~P. Montrons que AP*! est
inversible et que (APT1)~1 = A—(P+1),

On a AP = AP x A donc APT! est inversible comme produit de deux matrices inversibles
et

(Ap+1)—1 — (AP X A)—l — A—I(Ap)—l — A71A"P = A—l(A—l)p _ (A—l)p—|—1 _ A—(p—f—l)’

ce qui prouve la formule au rang p + 1 et achéve la récurrence.

Il reste & montrer que la formule est vraie pour p < 0. Soit p < 0. Ainsi, —p > 0, donc
A7P est inversible et on a d’apres ce qui précede

(A7) = ar,

ce qui prouve que AP est inversible et que (AP)~! = AP,

Remarque 15. e En revanche, la somme de deux matrices inversibles n’est pas forcément
inversible. En effet, I,, et —1I,, sont inversibles mais I,, + (—1I,,) = 0,, n’est pas inversible.

e Les matrices nilpotentes ne sont pas inversibles. En effet, soit A € M,,(K) une matrice
nilpotente. Il existe un entier p € N* tel que AP = 0,. Or, si A était inversible, d’apres la
proposition précédente, AP devrait 1’étre également, ce qui est absurde puisque A? = 0,, donc
A n’est pas inversible.

Proposition 15: Inverse de la transposée

Soit A € M,,(K) une matrice inversible.
Alors AT est inversible et
(AT)—I — (A_l)T.

Démonstration. On a

AT(A Y = AT =1 =1, et (A HTAT=UAA Y =1 =1,

n

ce qui prouve que AT est inversible et que (A7)~ = (A~1)T. [ |
1 2 =2 3 2 6
Exemple 18. Soit A= [ -1 3 0 |.On avuque A est inversibleet A=t =[1 1 2
0 -2 1 2 25
1 -1 0
On en déduit que la matrice AT = 2 3 —2] est inversible et que son inverse est
-2 0 1
31 2
(A HT'=12 1 2
6 2 5

Remarque 16. e Si A est inversible et symétrique, alors (A71)T = (AT)~! = A=! donc A~!
est également symétrique.

e Si A est inversible et antisymétrique, alors (A~HT = (AT)™! = (—A4)~! = —A~! donc
A~ est également antisymétrique.
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13.5.2 Déterminant d’une matrice de taille (2,2)

Définition 15: Déterminant dans My (K)

Soit A = (‘CL 2) .

On définit le déterminant de la matrice A, noté det(A), ou , par

SIS

a
C

det(A) = ad — be € K.

Exemple 19. e Soit Iy = <(1) (1)> .Alors det(lo) =1x1—-0x0=1.
~ _1 0 2
De méme, det(—1I3) = 0 —117 (-1)*=1

e det(02) = 0.
e Le déterminant d’une matrice diagonale est le produit de ses coefficients diagonaux :

0
g y ‘zad—OXOzad.
e Le déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure est le produit de ses coefficients
diagonaux :
b
0 4 ’:ad—Oxb:ad.
On a le méme résultat pour les matrices triangulairs inférieures.
-1 2
=—-1x1-2x2=-5.
| 5 1 ’ 5

Proposition 16: Propriétés du déterminant

1. Pour toute matrice A € My(K), pour tout A € K,
det(AA) = A2 det(A).
2. Pour tout couple de matrices (A, B) € (M2(K))?,
det(AB) = det(A) x det(B).

3. Soit A € My(K).
Alors, pour tout p € N, det(AP) = det(A)P.
4. Soit A € M3(K) une matrice inversible.

Alors det(A) # 0,det(A™1) = et pour tout p € Z, det(AP) = det(A)P.

det(A)
Démonstration.
1. Soit A = (Z Z) € M5 (K), soit A € K.
Aa A
Alors M = ( e A\ d) donc

det(AA) = XN2ad — \?bc = N\*(ad — be) = A\? det(A).
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) _fa b _fd Y _ fad +bd al +bd" ., .
2. Soient A = (C d) et B = <c’ d’) . Alors AB = (ca’+dc’ cb’+dd’) d’ou

det(AB) = (ad +bc)(ct +dd') — (ca’ + dc')(ab’ + bd')
= aca't/ + add'd + beb'd + bdd'd — aca't/ — bea’'d — adb'd — bdd'd’
= add'd + beb'd — bed'd — adb'
= (ad —bc)(d'd — V)
= det(A)det(B).

3. Montrons par récurrence que pour tout p € N, det(AP) = det(A)P.
e Pour p = 0, on a det(A") = det(I3) = 1 = det(A)" donc la propriété est vraie au rang
p=0.
e Soit p € N fixé tel que det(AP) = det(A)P. Montrons que det(APT!) = det(A)P*+1.
On a

det(APT!) = det(AP x A) = det(AP) x det(A) = det(A)? det(A) = det(A)PT,

ce qui prouve la propriété au rang p + 1 et acheve la récurrence.

4. D’apres le deuxieme alinéa, puisque AA™! =I5, on a
det(AA™Y) = det(A) det(A™1) = det(I5) = 1.

1
Nécessairement, det(A4) # 0 et on a det(A~!) = det(A) = det(A)~L.
On a déja vu que pour tout p € N, det(AP) = det(A)P. Il reste & montrer la propriété pour
p < 0.

Soit p < 0. Alors —p > 0 et d’apres le troisieme alinéa, on a det(A™P) = det(A)7P.

Or, puisque A est inversible, AP est inversible et (AP)~! = A~P donc

1 1
det(A=P)  det(A)~P

det(AP) = = det(A)P.

Ainsi, la propriété est vraie pour tout p € Z.

Remarque 17. Ainsi, pour tout couple de matrices (4, B) € (M3(K))?, méme si AB # BA,
on a det(AB) = det(BA) = det(A) det(B).

-1 3 3 5

8 14
AB = <7 11)

donc det(AB) = 88 — 98 = —10 = det(A) det(B) et
-2 16
bA= (—2 21)

donc det(BA) = —42 4 32 = —10 = det(A) det(B).

Exemple 20. Soient A = ( 1 2) et B = <2 4). On a det(A) =5 et det(B) = —2.

Par ailleurs,
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Proposition 17: Caractérisation des matrices (2,2) inversibles

Soit A = (Z Z) € Ms(K).

La matrice A est inversible si et seulement si det(A) # 0 et dans ce cas,

AT = detl(A) (—dc _ab> :

Démonstration. ¢ On a déja vu dans la proposition précédente que si A est inversible,
alors det(A) # 0.

1 d —b 1 d —b
P B = = .
sons det(A) (—c a ) ad — bc (—c a )

On vérifie alors que

ap— (@ 0\, 1 d -by 1 a b\ [(d -by 1 ad—bc 0 \_;
“\e d) ad—bc\—c a ) ad—bc\c d)\—c a ) ad—bc 0 ad —be) — 2

et
1 d —=b\[fa b 1 ad — be 0
BA= i 0 <—c a> <c d) " ad — be < 0 ad—bc> = Iz
e e . . 1 1 d -=b
Par unicité de 'inverse, on a nécessairement A= = B = .
det(A) \—c a
1 _
e Réciproquement, supposons que det(A) # 0. On peut donc poser B = m (_dc ab> )
Comme ci-dessus, on vérifie que AB = BA = Iy, ce qui prouve que A est inversible et que
1 d —b
A—l — . |
det(A) (—c a)

2 -1

Exemple 21. Soit A = <2 1

) . On a det(A) =4 # 0 donc A est inversible et

Remarque 18. e On retrouve que

_ 1
~ det(A)2

d —b

—C a

1 ~det(4) 1
= Tora2 %) = 3 T dma)”

det(A™1)

e D’apres les calculs de déterminants faits ci-dessus, on en déduit qu’une matrice diagonale
de taille (2,2) est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.

De méme, une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) de taille (2,2) est inversible si
et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.

13.5.3 Recherche de 'inverse

Dans cette section, nous allons présenter une méthode pour déterminer I'inverse d’une ma-
trice. Celle-ci est fondée sur I'algorithme du pivot de Gauss.

Rappelons que les opérations élémentaires que 'on peut effectuer sur une matrice pour
I’échelonner sont les suivantes :

Li<—>Lj; Li < AL;siA#0 et Li(—Li-l-/\Lj.

Soit A € M,,(K) une matrice de rang n.
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10 ... 0

01 0 0

00 1
Pij =

: 1 0 0

0 0 1

Remarquons que pour tout (i,5) € [1,n]? avec i # j, effectuer Popération L; <» L; sur la
matrice A revient a la multiplier a gauche par la matrice de permutation

Lycée Fénelon

c’est a dire la matrice qu’on obtient apres avoir effectué 'opération L; <+ L; sur la matrice I,,.
De méme, pour tout 1 < ¢ < n et pour tout A € K*, effecturer 'opération L; < AL; sur la
matrice A revient & la multiplier & gauche par la matrice de dilatation

1 0 ... ... ... 0
0 1

D;(\) = R ,
: . .0
O ... ... ... 0 1

c’est a dire la matrice qu’on obtient apres avoir effectué 'opération L; <— AL; sur la matrice I,,.
Enfin, pour tout (i, j) € [1,n]? avec i # j, effectuer I'opération L; <> L; + AL; sur la matrice
A revient a la multiplier & gauche par la matrice de transvection

1 0 ... ... ... 0

0

R | A
Ty = | . A

: .1 0

0O ... ... ... 0 1

c’est a dire la matrice qu’on obtient apres avoir effectué I'opération L; <— L;+AL; sur la matrice
I,.
On appelle ces trois types de matrices les matrices élémentaires.
Puisqu’on a supposé la matrice A de rang n, on sait qu’apres ’avoir multipliée a gauche par
des matrices de cette forme, on peut obtenir une matrice diagonale a ccefficients non nuls de la
d

forme . En multipliant a gauche par les matrices de dilatation Di(i) pour tout

i
dn,

1 < i < n, on obtiendra alors I,,.

Finalement, si on note B le produit de toutes les matrices élémentaires qu’on aura appliquées
a A, on a obtenu BA = I,,, ce qui signifie que A est inversible et que B = A1,

Il reste & exprimer AL, Or, on a vu que multiplier I,, par une matrice élémentaire revient
a effectuer 'opération élémentaire associée a cette matrice sur I,.

Ainsi, si on réalise sur I, la méme suite d’opérations qu’on a effectuées sur A, on aura fait
le produit BI, = B = A~!.

Pour obtenir A™!, on réalise donc 'algorithme du pivot de Gauss sur A et on effectue les
mémes opérations simultanément sur I,,.
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Remarque 19. On a démontré au passage que toute matrice A € M, (K) de rang n est
inversible. On verra plus loin que la réciproque est vraie.

1 2 =2
Exemple 22. Reprenons 'exemple de la matrice A= | —1 3 0 | .On réalise I’algorithme
0o -2 1
du pivot de Gauss sur la matrice A pour ’échelonner et on effectue simultanément les mémes
opérations sur I3.

1 2 —2/10 0 1 2 —2|1 0 0\ LicsLi-2Ls
1 3 00 10 |0 5 2|1 1 o |yt
0 -2 1]0 0 1 0 -2 1]00 1
50 —6[3 -2 0\ Lietisors /5 0 0]15 10 30\ ““3% /1 0 0]3 2 6
05 —2/1 1 0 |2 g5 0/5 5 105010112
00 12 2 5 001[2 2 5 0012 2 5

On a fait apparaitre I3 a gauche, ce qui signifie que les opérations qu’on a effectuées reviennent
a multiplier & gauche par A~!. On a effectué les mémes opérations sur I3, c’est & dire qu’on a
multiplié I3 par A~!. La matrice qu’on voit apparaitre & droite est donc A~
3 2 6

On retrouve que A1 = |1 1 2
2 2 5
13.5.4 Résolution d’un systeme de Cramer

On rappelle qu’un systéeme de Cramer est un systéme a n équations et n inconnues admettant
une unique solution. Si un systeme de Cramer s’écrit matriciellement AX = B avec A € M,,(K),

alors cette derniere équation possede une unique solution. La proposition suivante caractérise
les matrices associées a des systemes de Cramer.

Proposition 18: Caractérisation des matrices inversibles

Soit n € N*. Soit A € M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est inversible;

2. Pour toute matrice colonne B € M,, 1(K), I'équation AX = B admet une unique
solution X € M,, ; (K);

3. Il existe une matrice colonne B € M,, 1(K) telle que I’équation AX = B admet une
unique solution X € M,, 1(K);

4. rg(A) = n.

Démonstration. Pour montrer que les quatre assertions sont équivalentes, on va effectuer
un raisonnement circulaire, c’est & dire montrer que 1) = 2), puis 2) = 3), puis 3) = 4),et enfin
4) =1).

e Supposons que A est inversible.

Soit B € My, 1(K). En multipliant par A1, on a les équivalences :

AX=Bo A 'AX =A"'Bel,xX=A"'"Be X=A"'B.

Ainsi, si la matrice A est inversible, alors I’équation AX = B admet une unique solution
X e Mnyl(K).
On a donc bien prouvé que 1) = 2).
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e Supposons que pour toute matrice colonne B € M,, 1(K), I'équation AX = B admet une
unique solution X € M,, 1(K).

Alors il existe clairement une matrice colonne B € M,, 1(K) telle que I’équation AX = B
admet une unique solution X € M, 1(K).

On a donc bien prouvé que 2) = 3).

e Supposons qu'’il existe une matrice colonne B € M,, ;(K) telle que 1'équation AX = B
admet une unique solution X € M,, 1(K).

Considérons le systeme (.S) associé & cette équation matricielle. Nécessairement, ce systéme
admet une unique solution. Or, on a vu dans le chapitre < Systemes linéaires > que le seul cas
ol un systéeme a n équations et n inconnues pouvait avoir une unique solution était lorsque le
rang du systéme était égal a n (si le rang du systéme est strictement inférieur a n, soit il est
incompatible, soit il admet une infinité de solutions).

On en déduit que le rang de (.S) est égal a n, donc par définition rg(A) = n.

On a donc bien prouvé que 3) = 4).

e Supposons que rg(A) = n. On a montré dans la section précédente que dans ce cas, on
pouvait appliquer & A Dalgorithme du pivot de Gauss pour trouver 'inverse de A, donc A est
inversible.

On a donc bien prouvé que 4) = 1). [

Remarque 20. e Une matrice carrée de taille n est donc inversible si et seulement si elle est
de rang n.

Ainsi, une matrice diagonale, qui est déja sous forme échelonnée, est inversible si et seulement
si ses pivots sont tous non nuls. On en déduit qu'une matrice diagonale est inversible si et
seulement si ses ceefficients diagonaux sont tous non nuls. Dans ce cas, son inverse est également
une matrice diagonale.

De méme, une matrice triangulaire supérieure est inversible si et seulement si ses coefficients
diagonaux sont tous non nuls. Dans ce cas, son inverse est également une matrice triangulaire
supérieure.

Le méme résultat demeure pour une matrice triangulaire inférieure car sa transposée est
triangulaire supérieure et on a vu qu’une matrice est inversible si et seulement si sa transposée
lest également.

e Si une matrice A € M,,(K) possede une ligne entierement constituée de 0, alors rg(A) < n
donc A n’est pas inversible.

De méme, si A possede une colonne enticrement constituée de 0, alors rg(A”) < n donc
rg(A) < n, ce qui implique que A n’est pas inversible.

e Si on souhaite résoudre un systéme dont I’écriture matricielle est AX = B avec A €
M,,(K), on peut commencer par échelonner la matrice A pour déterminer son rang.

Si elle est de rang n, on calcule son inverse grace a la méthode du pivot de Gauss et on
résout le systeme en utilisant 1’équivalence

AX =B X =A"'B.

e Pour qu’une matrice soit inversible, il suffit que I’équation AX = 0 admette la seule
solution X = 0.

z + 2y — 2z = 2
Exemple 23. Considérons le systeme (S): ¢ —x + 3y = —2 . L’écriture ma-
- 2y + z = 3
1 2 =2 T 2
tricielle de ce systeme est A X =BavecA=[|—-1 3 0 |, X=|y|letB=1[-2
0o -2 1 z 3
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On a vu que la matrice A est inversible et que A~! =

x 3
() AX=BeX=A"'"Be |y|=|1
z 2

[\

[\

— W

—_

2 6

1 2| donc

2 5

6 2 20
2 21 =16
5 3 15

donc 'unique solution du systeme est le triplet (z,y, z) = (20,6, 15).

Remarque 21. Réciproquement, si on montre que I’équation AX = B admet une unique
solution pour toute matrice colonne B € M, 1(K), puisque cette solution est nécessairement
X = A71B, la résolution d’un systeme générique AX = B permet de déterminer A~!.

Exemple 24. Soit A =

On a
T
AX =B <& —x
L1<5L1—2L> 5%
L3<—5§+2L2

ce qui équivaut a X =

N — W

1
-1

N =N

o N O

2
3

6z
2z

-2 T
01, X=1y|etB=
1 z
22 = a
_ b LQ(—([I;/;J’-LQ
z = c
= 3a — 2b
= a+b &
= 2a+2b+5¢
3 2
BdouAlt=(11
2 2

aaNn o I~ P

a

b

+ 2y — 2z = a

59 — 2z = a+b
- 2y + z = c
= 3a+ 2b+ 6¢
Y = a+b+2c

z = 2a+2b+5c
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