LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 PANETTA / WASSFI

Corrigé de la liste d’exercices n°12 Systeémes linéaires

Exercice 1

2y — 22 + t = 1 r — Yy + z + 2t = -1
Lo — y + 2 + 20 = —1 &k 2% — 2 + t = 1
2z — t = 2 22 — t = 2
T = y—z—2—-1=-3t—1
=y = 3
z = %—l—l
Le systeme admet donc une infinité de solutions que sont
5 13t
gz t)=(—t—=.2 —+1,t),teR}.
()= (~5t-5.5.5+10) e ®)
9 r + 2y — 2z + t = 3 Lyel,—21, | 4+ 2y — z + t = 3
2r + y + z — 2t = -3 — 3y + 3z — 4 = -9
x = 2y+z—-t+3 T = —z+§t—3
<:>{ Y = z—§t+3 <:>{ y = z—%t—i—i’)
Le systeme admet donc une infinité de solutions que sont
5 4 9
{(z,y,2,t) = —z—l—gt—S,z—gt—i—S,z,t ,(z,t) € R}
20+ Yy = 2 2L [ 22 4+ y = 2 . o= 1
3.0 2 4 2y = 1 &k 3y=0<:>{ ~ 0
x + y =1 y = 0
Le systeme admet donc pour unique solution (z,y) = (1,0).
y + 2z +t = —1 x + 2z +t = 0
T + z 4+ t = 0 LieLs y + 2z + 1 -1
4.
T o+ oy +t = 1 T+ oy + t 1
T + y + =z = 2 T + vy + =z = 2
L T + 2z + t = 0 L T + z 4+ t = 0
LCr_r y + 2z + t = —1 Dol y + 2z + t = -1
<~ <~
y — =z = 1 - 2z - t = 2
Y -t = 2 -z — 2t = 3
z + z 4+ t = 0 T = %
La¢2Ly—Ls y + 2z + t = -1 Y — ?
- 2z - t = 2 z = _§
Le systeme admet donc pour unique solution (z,y, z,t) = (%, %, —%, —%)



x + z = 1 bl T + z = 1
5 y + 2z = 0 el y + z = 0
' T + oy = 12 y — 2z = 11
r + 3y = 0 Jy — z = —1
L T + z = 1
AT y + 2z = 0
- 2z = 11
— 4z = -1
donc z = —% = %, ce qui est absurde. On en conclut que le systeme est incompatible.
x+y+z—3t:1LL2<—LL2+3LLl xr + y + z = 3t = 1
6 3z + y 4+ 2z + t = —1 00 4y + 4z — 8t = 2
' r — 3y + z + t = -1 — 4y + 4t = =2
r + y — 3z + t = 1 — 4z + 4 = 0
r + y + z — 3t =1 x = t+%
La¢L3+Lo dy + 4z — 8t = 2 LycLi+ls Y = t—i—%
4z — 4 = 0 z = t
— 4z + 4t = 0 0 = 0
Le systeme admet donc une infinité de solutions que sont
1 1
{(z,y,2,t) = t+§,t+§,t,t ,t € R},
Exercice 2
1.
kx + y - 1 Ly Lo T _|’ ky 1 Lo+Lo—kLy T + ky - 1
r + ky = 1 kx + y =1 1-K)y = 1-k

e Si k =1, le systeme devient équivalent a = +y = 1 donc le systeme admet une infinité
de solutions que sont

{(z,y) = (z,1 —x),x € R}.

e Si k = —1, la deuxieme ligne du systeme devient 0 = 2 donc le systeme est incompa-
tible.
e Sik¢{—1,1}, alors 1 — k* £ 0 et on trouve L=k ! uisx =1—k
R —_— V pr— p— p— _— =
) Eoo1
1+k 1+k
Dans ce cas, le systeme admet pour unique solution (z,y) = (lﬁ, ﬁ)

—4k — 3
5k + 3

kx + (K*—k)y = k

Li<Li—Lo —X + ]{,‘2y =
{(k+Dx«— ky = 5k+3 {(k+Dw—— ky =

L2<—L<2+:(/;+1)L1 —x + k2y — 4k —3
(*+ k> —k)y = —4k* -2k
Ona k® + k2 — k= k(k? + k — 1) = k(k — =558) (k — =158

e Si k = 0, la deuxieme ligne devient 0 = 0 et le systeme équivaut a x = 3 donc il admet
une infinité de solutions que sont {(x,y) = (3,y),y € R}.



e Sike {#5, %5}, le systeme est incompatible car la deuxieme ligne donne 0 # 0

(en effet, le second membre —4k? — 2k s’annule pour k = 0 ou k = —1).

2
AR? 2% Ak+2
Bk —k 1—k— k2 P
AR+ 2k* + (4k +3) (1 —k—k*)  —Bk*+k+3
[ T kR

ce qui fournit une unique solution au systeme.

e Sik¢{0, #5, %5}, on obtient y =

r=Fky+4k+3=

2c + Yy + 2z = 3  Le2L-Li (22 + y 4+ 2z = 3
L3<2L3—L
r — y + 3z = 8 L 2LyIn — 3y + 5z = 13
r + y + 2z =k y + 3z = 2k—3
r + 2y + 22 = -3 3y + 3z = -9
2v + y + z = 3 2 + y + z = 3
o e — 3y + 5z = 13 LaeTLa—dLs — 3y + 5z = 13
< 142 = 6k+4 14z = 6k—+4
8z = 4 0 = —24k+12

o Sik# %, le systeme est incompatible.
e Sik= %, le systeme est comaptible et on trouve pour unique solution

1
(xayvz) - (37_’577 5) .

Exercice 3

1.

T + 2y — 2z = 3a Lo«lot2l, [T + 2y — z = 3a
2z — 3y + 3z = b gk y + z = 6a+b
r + y — 2z = ¢ - Yy — 2z = —3da+c
Li—Li—2L [ — 3z = —9a-—-2b
Potlagle y + 2z = 6a + b

0 = 3a+b+c

La derniere ligne montre que ’ le systeme est compatible si et seulement si3a + b+ c =0
et dans ce cas,onay = —z+6a+ b et x =32 — 9a — 2b.

Ainsi, dans le cas ou le systéeme est compatible, il y a une infinité de solutions que sont

{(.T,y,2>:(32—9a—2b,—2—|—6a—|—b72>7zE]R}_

2z + Y + 2 = a Lo+La—ILi 20 + Yy + 2z = a Li+12L1—Lo
2% + 13y — 7r = b WEah 12y — 8 = —q+b "at
r — y + z = c - 3y + z = —a+2c
24x + 20z = 13a — b Li«Li+505 [ 24z = —12a+ 4b+ 40c
12y — 82 = —a+b s 12y = 9a — b — 16¢
— 4z = —ba+b+ 8¢ — 4z = —ba + b+ 8¢

On constate que le systéme est compatible pour tout (a,b,c) € R? et I'unique solution
du systeme est




4z — t = a 3r + y + z + 2t = b
3r + y + =z 4+ 2t = b Lol 4z — t = a LyoLs
y — 22 + t = ¢ y — 2z + t = ¢
2t = d 2t = d
3r + y + z + 2t = b v + y + oz = b—d
y — 2z + = c y — 2z = c—g
42— t =ua " 4z = a+g <
_ d
2t = d t d
3r + vy = b—d—%-14¢ 3r + = —24+p-H_2_ 4
y = c—%+%+§ o y = ¢ tc—
4 = %—Fg Z = %—i-
t = d t =
_ 3a 7d a b c 7d
31’ = —z—i-ba—c gd s - —4+§a—§—%
N L BN T
z = 1173 z = 1173
t = d t = d
Ainsi, le systéme est compatible pour tout (a, b, ¢, d) € R* et I'unique solution du systéme
est
( 0 a+b c 7d a+ d a+d d
Y, z,t)=—+-—=- — — —+c——,—-+-,=-].
s 17373 242 11782

Exercice 4

Supposons dans un premier temps que (z,y, z) € (R%)? et posons X = In(z),Y = In(y),Z =
In(z). En appliquant le logarithme a chaque ligne du systéme, on obtient :

X + 2Y + Z = In(2) oot ( X + 2Y + Z = In(2)
-X + Y = o "t 3Y + Z = In(2)
X - 2Y + Z = In(8) — 4Y = 2In(2)
1
& * Y ; —fiﬁgg
2
Z = 2In(2)

donc (z,y,2) = (2*%,2*%,2%) = (LQ, \%,4\/5).

Cherchons maintenant les solutions dans R3. Si (z, y, z) est solution du systéme, alors nécessairement

x,y et z sont tous trois non nuls.

Par ailleurs, puisque £ = 1 > 0, on en déduit que x et y sont de méme signe. Par ailleurs,
rz = 8y? > 0 donc x et z sont également de méme signe.

On en déduit que x, y et z sont tous trois strictement positifs, ou tous trois strictement négatifs.
On a déja résolu le systeme sous I’hypothese ot ils sont strictement positifs.

Supposons que x,y et z sont strictement négatifs et sont solutions du systeme. On remarque
aisément que (—z, —y, —z) est alors une solution du systéme avec —x, —y et —z strictement
positifs donc (—x, —y, —z) = (i?, \%,4\/5) d'ou (z,y,z) = (—\%, _\/Li’ —4+/2).

Finalement, le systeme admet deux solutions : (z,y, 2) = (\/iﬁ, \%, 4v/2) ou (z,y,2) = (—\/Li, —\/LQ,

—44/2).

DO |Q.00 | Qb | Qs |2,



Exercice 5

On cherche P(z) = az? + bz + ¢ tel que

Les conditions donnent le systeme

a—b+c=2,
(S) : Se=1,
4a +2b+c = 5.

On commence par utiliser I’équation la plus simple, ¢ = 1. On se sert de la deuxieme ligne pour
simplifier les deux autres :

a—b = 1,
(5) c =1, (S1)
L1<—L17L2
L3«Ls—L2 da+2b = 4.
On élimine maintenant I'inconnue a dans L :
a—b = 1,
(Sl) L3<—<§\>4L1 €= 1’ (52)
60 = 0

Le systeme (.S3) est maintenant tres simple :
— De la troisieme équation : 6b =0 = b = 0.
— De la premiere équation : a —b=1=a=1.
— De la deuxieme équation : ¢ = 1.
On obtient donc
(a,b,c) = (1,0,1),

et par conséquent

P(z) = 2° + 1.

Vérification rapide :
P(-1)=(-1)*+1=2, P0)=0*+1=1, P(2)=2>+1=5,

les trois conditions sont bien satisfaites.

Exercice 6

1. Mise en équations. On note z1,zs, x3 les volumes (en L) de Sj, Ss, S3 dans le mélange
final.
— Volume total :
1+ X9+ X3 = 10.

— Quantité totale de sel (en g) :

1$1+2$2+0$3:14



— Quantité totale de sucre (en g) :
3'1‘1+1'$2+4'$3:26.

Le systeme est donc
r1 4+ 9 + x3 = 10,
r1 + 239 = 14,
3x1 + o + 4x3 = 26.

2. Résolution du systéme. On élimine d’abord x; des deux dernieres équations :

( r1+ 2o +2x3 = 10,

(S) <= To —x3 = 4,
Lo+La—Ly
L3+L3—3L; —2r9+ 13 = —4.
\

On élimine ensuite xo de la troisieme équation a partir de la deuxieme :

( 1+ 2Ty +x3 = 107
(S) <~ To—x3 = 4,
L3<+Ls+2L2
—Tr3 = 4.

\

Le systeme (S3) est triangulaire. On peut alors remonter dans les calculs :
- Troisieme équation : —x3 =4 = x3 = —4.

- Deuxiéme équation : xo — 23 =4 = x9 — (—4) =4 = x5 = 0.

- Premiere équation :

1+ ro+a3=10=214+0—-4=10= z; = 14.

On obtient donc I'unique solution :

(213'1,332,1’3) = (14, O, —4)

3. Interprétation physique. Mathématiquement, le systeme a une solution unique. Physi-
quement, on exige
$1207 x2207 'I?)ZO)

car les volumes de solution ne peuvent pas étre négatifs.
Or ici x3 = —4 < 0. Cela signifie qu’il faudrait < enlever > 4 L de la solution S5 au lieu d’en
ajouter : ce n’est pas possible en pratique.

Conclusion : le probleme de mélange posé est incompatible avec la contrainte de volumes
positifs ; il n’existe pas de mélange réel de Sy, Ss, S3 satisfaisant simultanément les conditions
données.

Exercice 7

On note les trois lignes (L), (L), (L3) dans l'ordre.

On remarque que (Ls) a un coefficient plus simple devant z; (égal a 1). On commence donc par
échanger les deux premieres lignes :

21+(2—1)22+23 = i,
L1+ Lo
22) —izg+ (1 4+1)z3 = 141



On élimine ensuite z; des équations (Ls) et (Ls) a partir de la nouvelle (Ly).

Zl+(2—i)22+23 = i,

(S1) <= (=1 —1)z+ (-1 —2i)z3 = 2—1, (S2)
LQ%L27(1~H)L1
L3<—L3—2L4 (—4 + 1)22 + (—1 —+ i)23 = 1-—1.

On continue I’élimination en supprimant le coefficient de z, dans la troisieme équation a partir
de la deuxieme. On utilise le facteur

)\:_4—‘_%.
—-1-—-1
Zl+(2—i)22+23 = i,
(S5) (=1 —1)z+ (=1 —2i)z3 = 2—1i, (S3)
La+L3—ALo 11+ 3i 1+ 111
2 T T2

Nous avons maintenant un systeme triangulaire : on résout la derniere équation et on remonte.

Calcul de z3. La troisieme équation de (S3) donne

11+ 3i 1+ 11i 1+11
Zq = — Za = .
9 2 P11+ 3

On simplifie en multipliant numérateur et dénominateur par le conjugué 11 — 3i :

(1411011 - 3i)  22+59 22459 22 59

BT l+3)(11—3) 12149 130 65 65"
Donc
2 50
2765 65 |

Calcul de z;. On utilise la deuxieme équation de (S3) :
(=1 —i)zp + (—1 — 2i)z3 = 2 — .
On isole 2y :

2 i (~1-2
(1—)m=2—i—(—1—2i)z, 2p=—— <1 — %)z
—-1-—i

En remplacant z3 par sa valeur et en faisant les calculs, on obtient

Calcul de z;. On utilise la premiere équation de (S3) :
21+<2—i)22+23:i — lei—(Q—i)ZQ—Z;g.
En remplagant z, et z3 par leurs expressions, on trouve

4 2,
21 = - — <1}

5 5

Conclusion : le systéme (S) admet une unique solution dans C3 :

( ) 4 2 36 2,22 59
21,29, 2 = - =1, —— — — 1, — —1 .
b =2 =3 5 5’ 65 6565 65




