LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 PANETTA / WASSFI

Corrigé de la liste d’exercices n°13 Matrices

Exercice 1

—6 —6 —4
L AB_(15 13 12)

2. Impossible.
3. AD € My3(R) et C € M35(R) donc AD — C n’a pas de sens.

19 9\ . (0 =8\ (19 1
+ BC+4A_(19 9)+(8 12)_(27 21)

5. B+ 2 n’a pas de sens.
6. B € My3(R) et C € M35(R) donc B + 2C n’a pas de sens.
7. AB € My3(R) donc AB + 31, n’a pas de sens.

8. (A—4L)(2A - I,) = (;4 :?) (_41 _54> = (:2 —i3>

9. 2A% —9A + 41, = (A —41,)(2A — I) = (:é _?3) :

Exercice 2
1. Raisonnons par analyse-synthese.

eAnalyse : Soit A = <g Z) € My (R) telle que

2T e (O b\ (a b AN a’?+bc ab+bd) (1 0
-2 c d) \c d) 2 ac+cd be+d*)  \0 1

ce qui équivaut au systeme

a’+bc =1 a?+bc =1
ab+0bd =0 bla+d) =0
ac+cd = cla+d) =
be+d*> =1 be+d*> =1
ler cas : sia+d = 0, alors d = —a et les premiere et derniere lignes du systeme donnent

be =1 — a?.

-Sib =0, on obtient a®> = 1 donc a = %1 et on obtient les matrices de la forme (i _01)

ou (_1 0) avec ¢ € R.
c 1

1 — 2
- Sib # 0, on obtient ¢ =

a b
, ce qui donne les matrices de la forme (1_a2 )
= —a
b
avec (a,b) € R x R*.
2eme cas : si a+d # 0, on a nécessairement b = ¢ = 0 puis a®> = 1 et d> = 1 donc a = +1
et d = +1 avec la condition d # —a donc nécessairement a = d. On obtient alors les

matrices I, et —I.



eSynthese :

. . 1 0 1 0 -1 0 -1 0
—SmtcEROnablen(C _1) (c _1>—Iget(c 1)(0 1)—12.

- Soit (a,b) € R x R*.

b b
On a bien (1aa2 ) (1aa2 ) = I.
= T/ \ 5 —a

Enfin, on a bien IZ = (—1I,)? = I, donc les matrices cherchées sont toutes celles trouvées
dans I'analyse.

2. Soit A=2B — I, < B=-(A+1). On a alors

1
2
1 1

B2 =B Z<A+[2)2 = §(A+]2) <:>A2+2A+]2 :2(A+]2) <:>A2 =1
donc A est de la forme d’'une des matrices trouvées dans la question précédente.

- Supposons qu’il existe ¢ € R tel que A = (i 01) ou A — (—Cl O) .

1
10 0 0
Alors B = (C O) ou B = (% 1>.

b lta b
- Supposons qu’il existe (a, b) € RxR* tel que A = ( “ 2 a) . Alors B = (1_2a2 12 )
b 2% 2

l1—a
b

-Si A=1,, alors B =15 et si A= —1I5, alors B = 05.

|

Exercice 3

Soient (i,7,7,7") € [1,n]*. Soient (k,1) € [1,n]>
On a

n

(Eij B j )iy = Z(Ei,j)k,t(Ei’,j’)t,l = Z 0; k0540 1051 -
t=1

t=1
On remarque que tous les termes de la somme sont nuls si j # . Si j =7/, le seul terme de la
somme non nul est celui pour t = 7 = 4’. On en déduit que

(Ei,jEi’,j’)k,l = (sj,i/ i,kdj/,l = 5j,i/(Ei,j’>k,l7

et ceci est vrai pour tous les ceefficients (k, 1) € [1,n]? d’ou I'égalité voulue :

V(i 5,7, j") € [Ln]*, EijEy jy = 0,0 E; j.




Exercice 4

Soit A =

AJ =JA

Q11 Q12 A13 dA14
Q21 QA22 Q23 0G24
€ My(R)

R). On a alors les équivalences :

31 Gz2 A33 A34
Qg1 Qa2 A43 A44

4

0 0 01 00 11 Q12 Q13 Q14
1 0 . 0010 Q21 G292 023 dAg4
0 1 B 00 01 a31 G322 Aa33 A34
0 0 00 0O Q41 Qa2 A43 A44

A29 A3 A24
agzs Aaz3 aA34
Q42 A43 Q44

0O 0 O

11 412 A1z aia 01
o G271 Q22 A3 (dA24 00
asy asp asz3 a34 00
(41 Q42 Q43 Q44 00
0 1,1 A1z 13 2.1
N 0 21 Q292 G23 | | G31
0 asy asz asgs 4,1
0 Qg1 QG422 0A43 0
( = = = = =0
A21 = Q31 = Q41 = A42 = A4 3 =
1,1 = Q22 = A3 3 = U4
G192 = Q23 = A3 4
<~
13 = Q24
a1 = agz = as3 =0
\ as; = ago =0
a1 Air2 apsz a4
0 @ aip ais
&S A= ’ ’ ’
0 0 a1 Aa12
0 0 0 aii
a b
0 a
& F(a,b,c,d) e R A=
00
0 0

Exercice 5
1. On a (ATA)T = AT(AT)T = AT A donc AT A est bien une matrice symétrique.

2. @ Si A=0, il est clair que ATA = 0.

e Réciproquement, supposons que AT A = 0 et montrons que A = 0.

Pour tout (4,7) € [1,n]? on a

n

S Qe T O

Q 0O L

0= (ATA)Z'J = Z( i k;AkJ Z Ak zAk,]

k=

1

En particulier, pour ¢ = j, on obtient pour tout i € [1,n], ZA,“ 0. C’est une

k=1

somme nulle dont tous les termes sont positifs (car ce sont des carrés de nombres réels)
donc nécessairement, tous les termes sont nuls, i.e. pour tout ¢ € [1,n], pour tout

ke [[]-7 TL]], Ak,i

Exercice 6

= 0, ce qui implique que A = 0.

Echelonnons les matrices pour déterminer leur rang.

1. C’est une matrice a deux colonnes non proportionnelles donc elle est de rang 2.



3 2 2\ Ly3Le—4L; (3 2 2 3 2 2
4 -1 3| PRl Lo 11 | BETR lo 1
2 5 1 0 11 -1 0 0 0
de rang 2.
1 3 -1 1 LL2<—LL2—2LLl 1 3 -1 1 P 1 3
2 13 =7 2| BT [0 7 =5 0| @S (o 7
1 -1 1 1 0 —4 2 0 00
1 7 -4 1 0 4 -3 0 00
1 3 -1 1
8 g :2 8 donc la matrice est de rang 3.
00 0 O
2 1 1 1 Lo«Lo—Ly (2 1 1 1 2
2 3 -3 1 | 2hlo 2 4 o | PR g
1 -1 1 -1 0 -3 1 -3 0
la matrice est de rang 3.
1 1 0 -1 Lol 1 1 0 -1 . 1
-1 1 10 | HEATL |0 2 1 1| B5in [ 0
0 —1 1 1 0 -1 1 1 0
1 0o —1 1 0 -1 -1 2 0
110 -1
8 g é _11 donc la matrice est de rang 4.
0 0 0 10

donce la matrice est

SN

S O N

1

—4

—1

0
1
3

—1

Exercice 7

1. Soit A € R. On a les équivalences suivantes :

L4+6L 7L3

o O O

1
0
—6

donc
0

—1
-1
1
3

L4<—3L$+L3

1X € MgJ(R) \ {0371}, AX =)X & dX e M3,1<R) \ {0371}, (A — )\]3)X =0

< A — A3n’est pas inversible
& rg(A—\3) < 3.

On cherche donc les réels A tels que le rang de A — A3 soit strictement inférieur a 3.
Soit A € R. Déterminons le rang de A — I35 en fonction de A. On a

2—-A
A—)\Igz —1
1
1 -1 3—A
0 =X 4—A
0 —X —A2+4+5X—4

-2 2 1 -1 3= Lo+Lo+Ly
1—x 1 | BeB 1 1) q |t
—1 33—\ 2\ -2 2
1 -1 3\ 1 -1 3-\
Lshacla g ) 4— )\ — o -\ 4\
0 0 —X2+6)1—28 0 0 (2=XN\—14)

e Si A\ ¢{0,2,4}, on remarque que rg(A — A3) = 3 (les trois pivots sont non nuls).

e Si A =2, on a obtenu

e Si A =4, on a obtenu

1

0
0
1
0
0

-1 1

—2 2| doncrg(A—2I3) =2<3.
0 0
-1 -1
-4 0
0 0

donc rg(A —413) =2 < 3.



1 -1 3 1 -1 3
eSiA=0,onaobtenu [0 0 4 |=4*2 0 0 4| doncrg(4)=2<3.
0 0 =8 0 0 0
Finalement, les trois réels cherchés sont {0,2,4}.
x
2.(a) Soit X = [y | tel que AX = 0. On obtient
z
L1<—%L1
2 =2 2 T 0 20 —2y+2z = 0 Lo«2Lotl [ T—y+2 =
-1 1 1 y|l=10] = —r4y+z = 0 Wh 4z
1 -1 3 z 0 r—y+3z = 0 4z =
A T 1
@{z:gﬁX: r|l=z|1],z€R.
N 0 0
x
(b) Soit X = | y | tel que AX = 2X. On obtient
z
2 =2 2 x 2z 20 —2y+ 22 = 2z —2y+2z =
-1 1 1 yl =12y | —r+yt+z = 2y &< —r—-y+tz =
1 -1 3 z 2z r—y+3z = 2z T—y+z =
_ 0 0
@{y T ex=|yl|l=yll],yeRr
r = 0
Y 1
x
(c) Soit X = | y | tel que AX =4X. On obtient
z
2 =2 2 T 4x 20 —2y+ 2z = 4z —2x — 2y + 2z
-1 1 1 yl| =14y | < —r4+y+z = 4y = —x—3y+z
1 -1 3 z 4z r—y+3z = 4z rT—y—=z
L1(—%L1
Lo¢+2Ls—Ly —r—y+z = 0 . x 1
Lseylothn 4y =0 @{ ~ g eX=|0|==2(0].2€R
—4y = 0 vy = T 1
Exercice 8
a 0 0
1. Pour tout n e NJA"= | 0 0" 0
0 0 "
a b 0 0 0100
: 0 a b O ., 100 10
2. Soit A = 00 a b =aly+bJouJ= 000 1
000 a 0000
Puisque al, et bJ commutent, on peut utiliser la formule de bindme et on obtient pour

tout n € N,

n

A=Y (Z) (aL)" (0 I)F =3 (Z) a" R IE,

k=0

e}

)

o



0100 0100 0010
0010 0010 0001
2 _ _
O =10 00 1]looo 1] |ooool
0000 0000 0000
0010 0100 00 01
0 001 0010 0000
3 _ 2 _ _
F=TxI="t5 00 0llooo 1]~ ]oo0o0 o0
0000 0000 0000
0 001 0100
0 00O 0010
4 __ 713 — — > k: 9 N
et J*=J"xJ = 0000 000 1 04 donc pour tout k£ > 4, J 04 d’ou
00000 0000
pour tout n € N,
4
-1 -1 2
A" — Z(n)an_kkak:a”[4+na"_1bj+n(n )a”_262J2 (n )(n )an_3b3J3
prd k 2
a® na™ b ”(”_l)a”*2b2 "(”_1)(”_2)a”*3b3
2 6
_ 0 a’ na™ b ”("2*1) a—2]2
0 0 a” na b
0 0 0 0 a”

Exercice 9

0
1

On en déduit que pour tout n € N,

1. Soit A = < _01) .On a A? = —], donc A® = —A puis A* = —A? = [,.

AT = (A" = I = L, AT = AV x A = A, AR = AN AR = I puis AT = AT A = A

0
0
0

= I, + J ou J est la matrice de la question précédente. Puisque I

—1

n

04”

2. Pour tout n € N,

o Ww O
- O O

3. Soit J = .Ona J?=

1"
0
0
0
0 et pour tout n > 3, J" = 03.
0

o O =

0
0
0
1
0

—__ O O
_ O O = O

4. Soit A =
00

et J commutent, on peut appliquer la formule du binome de Newton et on obtient pour
tout n € N,

—_

n 2
n_ NN ok 7k _ ny g n(n—1) ,
A _Z<k)[2 J —Z<k)J =L+n]+———J

k=0 k=0

car J*¥ = 03 pour tout k > 3

ES
}—kﬁwzl
=

1 n
Ainsi, pour tout n e NJA" = [0 1
0 0



0 2 =3
5. Soit A=13 -5 9

2 —4 7
0 2 -3 0 2 -3 0 2 =3
OnaA?=1(3 -5 9 3 =5 9 |=|(3 -5 9 | =A
2 -4 7 2 -4 7 2 —4 7
On en déduit par une récurrence immédiate que A = I, et pour tout n > 1, A™ = A.
-3 6 —10
6. Soit A= | 2 1 -1
2 -1 2
-3 6 —10 -3 6 -10 1 -2 4
OnadA?=[2 1 -1 2 1 —-1]|=|(-6 14 —-23] puis
2 -1 2 2 -1 2 -4 9 -15
1 -2 4 -3 6 -10 1 00
AB=AxA=|-6 14 -23 2 1 —1|=[010]|=1I
-4 9 -—15 2 -1 2 0 01

Ainsi, pour tout n € N, A3" = (A3)" = (I3)" = I3, A3 = A et A3"T2 = A2,

Exercice 10

1 1\ /1 1 2 2 2 2\ (1 1 4 4
2 ‘o T3 2
1. OnaJ—(1 1)(1 1)—(2 2)pulsJ—J ><J—<2 2)<1 1)—<4 4>.

On peut montrer par une récurrence immédiate que pour tout n > 1,J" = 2" 1J (et

JO = I).

2. On a A = 41,4+ 2J. Puisque 41, et 2J commutent, on peut utiliser la formule du binome
de Newton et on obtient pour tout n € N,

n

n n n n— n e N n n . )
k=1

k=0 k=0

d'ott A" = 4", + (22"—1 3 (Z)) J = 4], + (22"—1 (Z (Z) _ 1)) Jie.
k=1 k=0

A=2""T, + 222" —1)J.
Ainsi, pour tout n € N,

A — 22n + 22n—1<2n _ 1) 22n—1<2n _ 1) B 22n—1(2n + 1) 22n—1(2n _ 1)
- 22n—1(2n _ 1) 22n + 22n—1(2n _ 1) — 22n—1(2n _ 1) 22n—1<2n + 1) .

Exercice 11

1. On a
-1 6 -10 -1 6 -10 -1 6 -10
C?—4C = 2 =5 10 2 =5 10 |- 2 -5 10
2 —6 11 2 —6 11 2 —6 11
-7 24 —-40 —4 24 —40
= 8 =23 40 | — | 8 =20 40
8 =24 41 8 —24 44

— —3]3



2. Ainsi, C(O — 4]3) = -3l & %(4]3 — C)C = Is.

1 1 5 —6 10
On en déduit que C est inversible et que C~! = 3(41'3 —-C) = 3 -2 9 =10
-2 6 -7

3. Montrons cette propriété par récurrence sur n € N.
e On a CY = I35 = qyC + byl5 avec ag = 0 et by = 1 donc la propriété est vraie au rang
n =20.
e Soit n € N. On suppose qu’il existe deux réels a,, et b, tels que C" = a,C + b,13. On
a alors

CmH = 0" C = (anC4b]3)C = pC2%+b,C' = a4y (40—313)+b,C = (dan-+bn)C—3an 5.

Posons a,,; = 4a, + b, et b,y = —3a, et on a bien C""! = a, . ,C + b,4113, ce qui
prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Exercice 12

) 1 1
1. Soit A = <1 _1>.

1 1 T Ty + Un Tnt1
On a pour tout n € N, AX,, = = = = X,41-
P (1 _1) (yn) (l'n - yn) (yn-‘rl) A

2. Montrons le résultat par récurrence sur n € N.
e Pour n = 0,A" X, = A°X, = X, = X,, donc la propriété est vraie pour n = 0.
e Soit n € N. Supposons que X,, = A" Xj,.
On a alors X, = AX,, = A x A"X, = A" X, ce qui prouve la propriété au rang
n + 1 et acheve la récurrence.

1 1 1 1 2 0
2 _
3. Ona A® = (1 _1> (1 _1> = <O 2) = 2/5.

Ainsi, pour tout n € N, A*® = (A?)" = (2[;)" = 2" et A*"*1 = A?" x A = 2"A.

4. D’apres les questions précédentes, on a pour tout n € N,

Ton 2n n n [ 2o 2"
= Xy = AP X = 2" X = 2 ~ (2,
(o) =00 = 30 =002 () = (31)

donc pour tout n € N, xy, = ¢, = 2".
De méme, pour tout n € N,

Tont1 on-+1 n 2m Lo 2"(wo + o)
= Xopt1 = A Xy =2"AX, = =
(y2n+l) 2ntl 0 0 (2" —2"> (yo) (2"(350 — Yo)

donc pour tout n € N, 29,11 = 2" et 95,1 = 0.

(o)

Exercice 13

1. On remarque que 24+ B = C.

1 11 1 11 3 3 3
2.e0naA?=|(1 11 1 1 1]=1{(3 3 3] puis
1 11 1 11 3 3 3
3 3 3 11 1 9 99
AP=AxA=(33 3|1 11]=1999
3 3 3 1 11 9 9 9



On montre par une récurrence immédiate que pour tout n > 1, A" = 3" 1 A.

1 0 —1 1 0 —1 2 0 —2
eOnaB?’=(0 0 0 0 0 0)l=|0 0 0] =2Bnpuis
-1 0 1 -1 0 1 -2 0 2
2 0 —2 1 0 — 0
B*=B*xB=[0 0 0 0 0 0 0 = 4B.
-2 0 2 -1 0 4 0 4

On montre par une récurrence immédiate que pour tout n > 1, B" = 2"~ B.

3. On vérifie que A et B commutent. En effet,

1 11 1 0 -1 0 00 1 0 -1 1 11
AB=1(1 11 0 0 0]=100O0JetBA=|0 0 O 1 1 1] =
1 11 -1 0 1 0 00 -1 0 1 1 11

Ainsi, 2A et B commutent. On peut donc utiliser la fomule du binome de Newton et on
obtient pour tout n € N*,

n

C" = (2A+ B)" = g (Z) (24)"—k Bk

k=0

n—1
n
— ZnAn+Bn + 2n—k3n—k—12n—1AB
> ()
= 2"x3"'A 2",

Exercice 14

-2 0
2. det(B) =9 — 2a. Ainsi, B est inversible si et seulement si 9 — 2a # 0, i.e. a # 2.

1 _
Ainsi, pour a # %,Bil = 9_324 ( 32 3a) )
— 2a —

1
1. det(A) =4 # 0 donc A est inversible et A™! = 1 ( s 2) :

Exercice 15

On sait qu'une matrice de M,,(R) est inversible si et seulement si rg(A) = n.

1 -5 8 Lo—ILo+4L; (1 —H 8 1 -5 8
1| =4 8 —1a) &3 [ 12 18| B2 [ 12 18
-3 7 —12 0 -8 12 0 0 0

La matrice est de rang 2 < 3, elle n’est donc pas inversible.
1 2 —1|1 0 0\ Le+IL2—2L4 1 2 -1 1 00
010 |03 5|-210
00 1 0 -2 3 |-1 01
L14-3L1+2L> -1 2 0\ Liervs (3 0 0 ]6 —12 21
S 0 —3 5 2 1 0 | &S0 -3 03 -9 15
1 -2 3 o 0 —-1(1 -2 3

o O O

o O O

o O O



3
2
0 2 0/1 00 1 9 2/0 01 1 9
3. 12 1 3[01 0 |2 121 3010 ]|"&|[0 -107
1 9 2(0 01 0 2 011 00O 0 2
1 9 2 (0 0 1 L14-2L1—9Lo 2 0 4 -9 0
fz2ls [ g 2 0 |t o o |™2&" g2 0|1 o0
0O —107 —=-21/0 1 -12 0 0 —42|107 2
L1<—5L1
420 0 ]2 4 -6\ ™22 /100 B 4
L1<21L +2L La+—-L L3 412 42
=S 0 2 0 1 0 0 == 010 ?07 02
0 0 —42]107 2 —24 00 1| - _2
1 25 4 -6
donc la matrice est inversible d’inverse e 21 0 0
—107 -2 24
) , . ) ) ) 1 /2 3
4. La matrice est de déterminant —14 # 0 donc est inversible d’inverse TRV
5 2 3|1 0 0 Lo«5Ly—3L4 5 2 311 00 Ly<2L1—Ls
5013 2 9/o01 0 |20 4 36/-3 5 0 | &t
2 —4 710 0 1 0 —24 29| -2 0 5

10 0 =30 5 =5 0\ rLicdome6ms /490 0 0 | 125 —65
0 4 36| -3 5 0 |23 o 980 0 |—-15 145

0 0 245 |-20 30 5 0 0 245|-20 30
L1<—W10L1
Lycgglh /1 g | 128 _65 30
Lot gig o g i,
250 —130 60 50
donc la matrice est inversible d’inverse% —15 145 —-180 )| = T;G -3
—80 120 20 —16

Exercice 16

1. On a
3 —4 =2 2 —4 =2
(A—2I3)(A-3I3) = 3 —4 =2 3 -5 =2
-3 4 2 -3 4 1
000
= 000
000

30
—180

—26
29
24

)

12
—36



2. En développant la relation obtenue & la question précédente, on obtient A2 —5A+6I3 = 0
d’ott 5A — A% = 613 ou encore

1
6(512 - A)A = 13,

1
ce qui assure que A est inversible et que A~! = 6<5I2 —A).

0 4 2
Ainsi, | A™! :% -3 7 2
3 —4 1

Exercice 17

La matrice M est inversible si et seulement si rg(M) = 3. Déterminons le rang de M en fonction
de a.

1 a O\ LocLo-1; [1 a 0 1 a 0 e et (50 DL 1 a O
11 o] =2 o 1-a a0 1 e PR 1 4
21 a 0 1—2a a 0 1—2a a 0 0 2a?

Ainsi, rg(M) = 3 si et seulement si a # 0. Donc M est inversible si et seulement si a # 0.

Exercice 18

1
1. (a) On a det(P) = —2 # 0 donc P est inversible et P~! = ) (1 _11) puis

rae ()0 E D6 -6

(b) Ainsi, pour tout n € N,

/1 1 1 0 1 1 /1 2» 1 1
AT PDPfl n P D" Pfl - -
( ) 2 (1 —1> (0 2”> <1 —1) 2 (1 —2") <1 -1

1+ 2 1—2”)

1
donc pour tout n € N, A 25(1_271 14 9on

2. (a) On a pour tout n € N,

1
_ (un _ 53ty — vy) :1 3 =1\ fun) _
Unta (vn+1) (%(—un + 3uy,) 2\—-1 3 Up AUn.
On en déduit par une récurrence immédiate que pour tout n € N, U,, = A"U,.
(b) Ainsi, pour tout n € N,

U, —U—A”U—l 1427 1—-2" (ug) _ 1 /1420 1—2™ (1) 1 /142"
v, ) " 079 \1—=2" 1427 ) \wy) 2\1=20 1427)\0) 2\1-—2n

1 1
donc pour tout n € N, u,, = 5(1 +2") et v, = 5(1 —2M).



Exercice 19

1.
1 0 0|1 O ON LocLo-; /1 0O O] 1 0O
110010 ]™&E" 010110
1 0 1/0 01 00 1/—-1 01
1 00
donc P est inversible d’inverse P~ = | —=1 1 0
-1 0 1
2. On a
1 00 a b c 1 00 a b c 1 00
PltAP=|-1 1 0 b ¢ a 110]l=(-a+b =b+c —c+al]f1 1 0
-1 0 1 c a b 1 01 —a+c¢c —b+a —c+b 1 01
a+b+c b c
donc P71AP = 0 -b+c —c+a
0 -b+a —c+b

3. Remarquons que A est inversible si et seulement si P~'AP est inversible.
En effet, si A est inversible, alors P~'AP est inversible comme produit de matrices
inversibles.
Réciproquement, supposons que P 'AP est inversible. Alors A = P(P71AP)P~! est
inversible comme produit de matrices inversibles.
Or,sia+b+c =0, alors P~'AP posséde une colonne nulle donc n’est pas inversible,
ce qui implique que A n’est pas inversible dans ce cas.

Exercice 20

1. On a pour tout p € N,
p—1 p—1
(In—A)Y AF="AF - AM = A AP =], — AP,
k=0 k=0

2. Supposons que A™ = 0. D’apres la question précédente, on en déduit que

n—1
(In—A)Y A =1,-A"=1,
k=0
n—1
donc (I,, — A) est inversible d’inverse (I, — A)~' = Z AR,
k=0

Exercice 21

Soient A et B deux matrices nilpotentes de M,,(K) qui commutent. Soient (p,q) € (N*)? tels
que AP = B?=0,,.
Puisque A et B commutent, on peut utiliser la formule du bindme de Newton et on a

p+Hq—1 ptq—1

A B p+q—1 _ AkBp—i-q—l—k'

sy = 3 (M)
k=0

e Si k > p, A¥ = 0 par hypothese.

eSik<p—1,alors p+q—1—£k > qdonc BP 7~ 1=F = () par hypothese.

Ainsi, pour tout £ € [0, p+ ¢ — 1], A¥BPT4=1=% = 0 donc tous les termes de la somme sont nuls.

Ainsi, (A + B)PT41 =0, ce qui prouve que | A + B est nilpotente.




Exercice 22

1. On a, pour tout réel t,

Xt = <y'<t>) - (ift(f Tf;g;) '

On peut écrire cela sous la forme matricielle suivante :
v (2 1Y [x(t)
X'(t) = (1 2) (W) .
2 1
=)

X'(t) = AX(1).

Alinsi, en posant

on a bien

2. On veut montrer que A = PDP~! avec

() o-()
Commencons par calculer P~!. On a
det(P)=1-(—-1)—1-1=-2#0,
donc P est inversible, et
i 1 (—1 —1) _ 1 (—1 —1) _ (
det(P) \—-1 1 2\—1 1

Calculons maintenant PDP~! :

o266 1)
o =32

On a donc bien A = PDP~ 1.

3. On pose, pour tout réel ¢,

puis

Y(t) = P'X(t).

Alors, en dérivant,
Y'(t) = P X'(t).

Or X'(t) = AX(t) et A= PDP~!, donc
Y'(t)= P 'AX(t) = PT'PDP'X(t) = DY (t),

puisque P~1P = I,.
Ecrivons Y (¢) sous la forme



L’équation différentielle Y'(t) = DY (t) devient alors

(i) = 1) i) = o)
On obtient donc le systeme découplé :

{yl (1) = 3y.(1),
L(t) = ya(t).

Les solutions générales de ces équations sont
yi(t) = Cre™, ya(t) = Caet,

ou C et ()5 sont des constantes réelles.

. On a X (t) = PY (t), soit

xw= (4 4) (10) = (n ),

En remplagant y;(t) et yo(t) par leurs expressions, on obtient

Ce3t 4 Oyet
X(t) = (C’ie?’t . Czet) .

Ainsi, les solutions du systeme (S) sont données par

z(t) = C1e3 + Coel,
y(t) = Cred — Cyel,

ou (01,02) € R2.



