LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 A. WASSFI

CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°7
A RENDRE POUR LE MERCREDI 10 DECEMBRE 2025

Exercice
X+ oy — z =1
Résoudre le systeme : ¢ A—1)z + 2y — 2z = 0
r — y + z =0

Discuter selon les valeurs de .
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On note Ly, Ly, L3 les trois équations du systeme dans l'ordre.

A + y — z =1 A + y — 2z =1
A=z + 2y — 2z =0 L5, T — vy =1
r — y + z =0 T r — y + 2z =0
X +y — z = 1
<~ r — Yy = 1
L3« Ls—Lo
% = =1

On remplace alors z par —1 dans la premiere équation (ce qui revient a modifier la ligne L; en
conséquence) :

x4+ oy = 0
r — y = 1
rempl. z=—1 dans L, - - 1

On effectue encore une combinaison de lignes :

{)\x—l—yzo {()\—1—1)95:1
—
T—yY=1 Licli+l, | z—y=1

On discute alors selon la valeur de .

Cas1: \#—1
Si A+ 120, on peut diviser la premiere équation par A + 1 :

{(A+Dx:1

1
— x_,\+1
r—y=1

r—=y= 1 Lle%ﬂLl _
D’ou
! =1 <= e A
A+l 7T O R R N YT+
On n’a pas modifié z = —1 au cours de ces opérations, donc
( ) L A 1 tout \ # —1
= — — r —1.
T,Y,z At At l pour tou
Cas 2: A= -1

Si A = —1, le systeme réduit

{)\:E+y:0 (:>{ —z+y=0
z—y=1 z—y=1

En ajoutant les deux équations : (—z+y)+(xr—y) =041 <= 0=1, ce qui est impossible.

Le systeme est donc incompatible pour A = —1 : il n’admet aucune solution.
Conclusion :
A#—1 i lution ( ) L A 1
—1: wune unique solution (z,y, 2) = , — , —1],
b Y A+l A+l
A = —1: aucune solution.
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Probleme
1 Etude d’une suite récurrente
Dans ce probleme, on étudie 1’équation notée (E)
Vn €N, Upio — Upi1 — 2u, = 2"

d’inconnue la suite (u,)nen notée plus simplement (u,,).

On note (H) I’équation homogene associée c’est-a-dire :
Vn e N, upio — Upr1 — 2u, = 0.

On note Sk l'ensemble des suites solutions de (E) et Sy l'ensemble des suites solutions de (H).

1. Résoudre 'équation (H).

On écrit ’'équation caractéristique :
P—r-2=0 <= (r-2)(r+1)=0.

Les racines de I'équation caractéristique sont 1 = 2 et 1 = —1.
Comme ces racines sont réelles et distinctes, la solution générale de (H) est de la forme

u, = A2" + B(-1)", (A,B) € R

En particulier,

Sir = {(tn)nen | (A, B) € R?, Vn €N, u, = A2" + B(—1)"}.

2. Soit (v,) la suite définie par, pour tout n € N, v,, = (an + 5)2".
Pour quelle(s) valeur(s) de a et (3, la suite (v,) est-elle solution de (E)?
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On considere une suite (v,,) définie pour tout n € N par
v, = (an + B)27,

ou «, 8 € R sont des constantes a déterminer.
On veut que (v,,) soit solution de (E), c’est-a-dire

VneN, vpi0— Uy — 20, =2".
On commence par calculer les termes nécessaires :
v, = (an + B)27,

vt = (aln + 1) + B2 = (an+ o+ B2,
tnsz = (@(n +2) + B2 = (an + 20 + 2"+,

On considere alors
Vpta — Upg1 — 20, = (an + 20+ B)2"2 — (an + a + B)2""! — 2(an + B)2".
On factorise 2" :
Unt2 — Unt1 — 20, = 2" |[4(an + 2a + B) — 2(an + a+ ) — 2(an + ﬁ)]
Ce qui donne apres simplification :
Unt2 — Unt1 — 20, = 2" - 6av.

Pour que (v,) soit solution de (£), il faut et il suffit que

62" =2" YneN — 6ba=1 < |a=

D =

On remarque que [ ne figure pas dans la condition : toute valeur de S convient.
Ainsi, les suites de la forme (an + 3)2" qui sont solutions de (F) sont précisément celles
pour lesquelles

1
== eR.
a=z, 8

Un choix simple de solution particuliere est par exemple

n
R
=G

3. Montrer que (u,) € Sg < (u, —v,) € Sh.

(up) € SE <=V eN, upio— tpi1 — 2u, =2"
< VWneN, Upo— U1 — 2Up = Upgg — Upg1 — 20,
< VneN, (upro— Uni2) — (Uns1 — Uny1) — 2(up —v,) =0
> (u, —v,) € Sy.

ou on a utilisé dans la 2¢ équivalence le fait que (v,) une solution particuliere de (E).

4. En déduire ’ensemble Sg.
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D’apres la question 1, toute suite de Sy s’écrit w,, = A2™ + B(—1)".
D’apres la question précédente, pour une solution particuliere (v,) fixée, on a

Sg = {(u,) | I(w,) € Sy, Vn €N, u, = v, + w,}.

En choisissant par exemple
2",

Up =

| 3

on obtient la forme générale des solutions de (E) :
u, = A2" + B(—1)" + %2” avec (A, B) € R%.

Donc

S = {(un)neN ‘ 3(A,B) € R?, Yn €N, u, = A2" + B(—1)" + %2”

b

7
5. En prenant ug = 1 et uy = 3 déterminer 'expression de la suite (uy,).

Pour n=0: |
uszT+BQJP+6-02%:A+B:1
Pourn=1: ] ) -
= A+ B(—111+=-.1-2'=24—-B4+-=—
Uy + B( )+6 +3 5
On a

17 7
24— B+ - == 94— B =~ —
+3 3 <— 3

On résout le systeme

En additionnant les deux équations :
(A+B)+(2A-B)=142 <= 34A=3 <= A=1

En reportant dans (1) :
1+B=1 <= B=0.

Ainsi, pour ce choix de conditions initiales, on obtient
A=1 B=0.

Par conséquent,

1 n n—+06
L=1-2740.(=1)" —2“:(1 —)2": ",
u +0-( )—|—6n +6 5

On a donc, pour tout n € N,

_n+6

Uy, 2",
6

r— (n+1)z" + nant?
(1—x)

6. En déduire que Z kat = (on pensera a la dérivée).

k=0
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En dérivant terme a terme :

Pour x # 1, on a aussi

On dérive cette fonction :

Pour tout n, la fonction x — S,(z) = Y _, 2" est un polynome, donc dérivable sur R.

() 1—2)? 1-2)?

On remarque que

Ainsi, pour = # 1,

_(l-—a)-(=(nt1)a")—(1- " (1) _l—(n+Da"+ n:v"*l'

Xn: gk — o 1—(n+1)z" +nz"t  z— (n+1)2" + nz"
k=0

(1—2) (1—2)?
Pour z =1,
iklk - 3 k= n(n——i—l)
SR
k=0 k=0
Au total,
. r—(n+ 1)z" +ng"t2 41
S kat = D
k=0 n(nT—l—)’ sixz = 1.

7. Calculer Z uy ou (u,) est la suite obtenue a la question 5 de la partie 1.
k=0
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On a montré que, pour tout n € N,

n+6_,
Up =
6

On cherche

On commence par écrire

n

Snzzkgszk éZ(kJrG

k=0 k=0

(Z k2% + 622k>

GM»A

Or, d’apres la question précédente (cas x = 2) :

1 2n+1 2n+2
et
Z 2k 2n+1
Ainsi,

O)

(2 o (n 4 1>2n+1 + n2n+2 + 6(2n+1 o 1))

(2 ~ (n 4 1)27 4 p2nt2 6. 2n 6)

OBIH*OBIH*GH)A

((n 4 5)2m+L 4).

On peut simplifier encore :

(n+5)2t -4 2((n+5)2"-2) (n+5)2" -2

Sy = = =
6 6 3

Donc, pour tout n € N,

= n 4+ 5)2" — 2
> = T2
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