LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 WASSFI

Corrigé de la liste d’exercices n°15 Géométrie

Exercice 1.
1. det(W, ) = (g :é) =3x(=5)—2x(—1)=—-15+2 = —13 # 0 donc les vecteurs
U et U ne sont pas colinéaires.

7 3a—0b
2. On a: (1) = (2a—5b)'

On est donc ramené a résoudre le systéeme suivant :

7 =3a—5b
1 =2a—25b

34
5 x Ly — Ly donne 35 — 1 = 15a — 2a soit 34 = 13a d’out @ = 3
34 102 — 91 11
Ainsi, b=3a -7 = — T == —
insi, 3a 3 X 13 13 13
En définitive,
LB 11
YTt

Exercice 2. On travaille dans un repere orthonormé avec
A(-3;-5), B(0;-2), C(4;3).
1. On calcule les coordonnées des vecteurs B et 1@ :
AB (ep =23 yp —ya) = (0= (=3); =2 = (=5)) = (3: 3),
AC (vc = a3 yo —ya) = (4= (=8)3 3= (=5)) = (73 8).

Les points A, B, C sont alignés si et seulement si les vecteurs 1@ et B sont colinéaires,
c’est-a-dire s’il existe un réel k tel que

AC = k AB.
Cela imposerait simultanément
7T=3k et 8=3k,

ce qui est impossible puisque 7 # 8. Donc B et 1@ ne sont pas colinéaires.
Alinsi,

‘Les points A, B, C ne sont pas alignés.

2. Dans un parallélogramme ABCM (dans cet ordre), on a
A = BC.

Calculons % :

BC (w¢ — w5 yo —yp) = (41— 0; 3 — (—2)) = (4; 5).



Notons M (xp;yar). Alors
—
AM(xM—SL’A; yM—yA) = (IM— (—3); Ym — (—5)) = (SL’M+3; yM+5).

o
L’égalitée AM = B? donne le systeme

T M + 3 = 4,
ym +5H=05.
D’ou
Ty — 1,
Ainsi,
M(1;0).

3. Comme D appartient a I’axe des abscisses, il s’écrit

D(d;0) avecd e R.

Le triangle ABD est rectangle en B si et seulement si
BA-BD=0.
Calculons B—zzl :
BA(wa— a5 ys—yp) = (—3—0; =5 — (—2)) = (—3; —3).
Calculons @ :
BD (xp — w5 yp — yp) = (d— 0 0 — (~2)) = (d; 2).

Alors .
BA-BD = (—3) x d+ (—3) x 2 = —3d — 6.

On impose l'orthogonalité :
—3d—6=0 <= -3d=6 <= d=-2

Donc

D(-2;0).

Exercice 3. Dans le plan muni d’un repere orthonormé, on définit les points A, B et C par
leurs coordonnées :

A(—4; 3),B(2; 1),C(0; 4) et D(—6; 6).

— —4 -2 —6 0—2 —2
1. Ona.BA—<3_1>—(2>et@—(4_1)—<3)
On en déduit que :
BA BC= 6x 2+2x3=18,



2. On a de plus :
IBA|| = \/(=6)Z + 22 = /40 = 2/10 ~ 6, 32
et [[BC|| = /(—2)7 + 3% = VI3 ~ 3,6.
BA - BC = ||BA|| x ||BC| x cos ABC
BXA - BC 18
IBX|| > B 2vI0 x VI3
donc ABC ~ cos™1(0,789) = 37, 9°.
3. On calcule les vecteurs opposés du quadrilatere ABC'D

donc cos XB\C = ~ 0,789

AB = -BA=(6,-2)
DC = (0— (—6), 4 —6) = (6, —2)
AB = DC.

Ainsi,

ABCD est donc un parallélogramme.

4. On sait que ABCD est un parallélogramme. Pour qu’il soit un losange, il faut par
exemple que deux cotés consécutifs soient de méme longueur (ou encore que les diagonales
soient perpendiculaires, etc.).

Démonstration 1 : comparaison de deux cotés consécutifs Calculons les lon-
gueurs AB et BC.

AB=(2—(=4);1-3)=(6;-2) =  AB*=6"+(-2)?>=36+44 =40

BC=(0-2;4-1)=(-2;3) =  BC*=(-2%+3*=449=13
Comme AB? # BC?, on a AB # BC. Donc ABCD n’est pas un losange.

Démonstration 2 : un parallélogramme est un losange ssi ses diagonales sont
perpendiculaires Calculons les vecteurs diagonales :

AC=(0—(-4);4-3)=(4;1), BD=(—6-2;6-1)=(-8:5)
On calcule leur produit scalaire :
AC-BD=4x(—8)+1x5=-32+4+5=—-2T#0

Donc les diagonales ne sont pas perpendiculaires, et par conséquent ABC'D n’est pas un
losange.

Exercice 4. Le triangle ABC est rectangle en A si, et seulement si, ﬁ . R =0
o= (1) o= ()

Doncﬁ-ﬁ:()(:)@—a)@—a)—Qx (1) =0

soit (2—a)(b—a)—2%x(=1)=0<=10—2a—ba+a’+2=0<+=a®>—Ta+12=0.
A=(=7)?-4x12=49—-48=1>0: on a donc deux racines réelles :

7T—1 7T+1
alz—:?)etag:L:él.

Les valeurs de a pour lesquelles le triangle ABC est rectangle en A sont 3 et 4.



Exercice 5. ABCD est un parallélogramme. Les points E, F et G sont définis par :

ﬁz&ﬁ, ﬁ:giﬁ et 3@4—@:6}

1

2. OnaB@—i-@: ﬁ donc 3@+G?+l%: ﬁ soit —4@ = C@d’oﬁﬁ: ilﬁ

3. On exprime les vecteurs ﬁ et zﬁ en fonction des vecteurs 1@ et @ en utilisant la
relation de Chasles :

FE=FD+DE
FE=FC+CD+ 24D

ﬁ:—g@+@+2ﬁ
ﬁ:-%(ﬁ)@@m,ﬁ
ﬁ:%ﬁ+2ﬁ

De plus :
AG = AD + DG
@:ﬂﬂ}lﬁé
A‘é:ﬂﬂifé

4. On remarque que /@ = Qﬁ . Ainsi, les vecteurs ﬁ et 1@ sont colinéaires : les droites
(EF) et (AG) sont donc paralleles.

5. Soit m un nombre réel et L le point défini par fﬁ = mm. Déterminer la valeur de m
pour que les points E, L et B soient alignés.

Exprimons ﬁ et ﬁ en fonction des vecteurs 1@ et zﬁ



EL =EA+ AL
EY:E?—Fﬂanﬁ

EL = 2DA + DA+ mAD + mDC
ﬂ:—3ﬁ+mﬁ+méﬁ@

ﬁ:—3ﬁ+mﬁ+m&ﬁ

EZ:%E§+(4meZ3

D’autre part :

EB = BA+ AB
EB=ED+ DA+ AB

EB =2DA+ DA+ AB

EB = AL — 3AD
Ces vecteurs sont colinéaires si leur déterminant, dans la base (A, E, E), est nul.
det(ﬁﬁ):()(:) L T :O<:>—3+m+3_m:()(:>3:7_m<:>
’ -3 =3+m 4 4
12
m= .

Exercice 6.

1. On a, dans un repere orthonormé,

U = Tyly + YulYo-

£y

Donc
U-v=(—1)x(=4)+2x5=4+10=14.

Ainsi,
u- U= 14.
2. On calcule d’abord # - w en fonction de z :

i-w=(—1)(z +2) +2(2?) = —x — 2+ 22°.
Ainsi,
- =22% -1 —2.
(a) u et w sont orthogonaux si et seulement si @ - @ = 0. On résout donc :
20" — 1z —2=0.

Le discriminant vaut

A=(-1)*-4-2-(-2)=1+16 =17.



Donc

11T 117

T T 4
Ainsi,
1 —17 1+ v17
T=——p— ou z=— .

(b) On cherche & minimiser la fonction
f(x) =i =22" -1 —2.

C’est un polynome du second degré avec a = 2 > 0, donc f admet un minimum au
sommet, atteint pour

b -1 1
P N A
Ainsi, @ - @ est minimal pour
1
z=
(Et la valeur minimale correspondante est f(i) =2 %6 — i —-2= % — }l -2= —%.)

Exercice 7. Notons C le cercle de diametre [AB]. Soit O le milieu du segment [AB]. On a les
équivalences suivantes :

MelC & OM=0A
& |OM|? = |OA)?
& JOM|P? - |OA? =0
= (OM —OA)- (OM +0A4) =0
o (A0 + OM)- (OB + BM +0A) =0
o AM-BM =0

car OB + OA=10 puisque O est le milieu de [AB].

Exercice 8.
Notons I le milieu du segment [AB]. Notons (D) la droite passant par I et perpendiculaire &
(AB).

On a les équivalences suivantes :

— —
AM = BM <& ||AM|?* = || BM|J?
— .
IAM|[? — | BM]* = 0

&
o (AM — BM)- (AM + BM) =0

o (AM + MB)- (Al + IM + BI + IM) =0
& 2E~m:0 carﬂ—i—B*[}:(_))

& @-[7)/[:0

& M e (D).

Exercice 9.



@ = |BCI?
— (BA+AC). (BA+ AC)
— ||BAJ? + |AC|? +2BA - AC
= b2+c2—21@-1@
= b* + ¢ — 2bccos(a).

Exercice 10.

1.

Un systeme d’équations paramétriques de la droite est { vo= 1=7A A EeR.

y = 244\
Un vecteur normal a la droite est @ = (4, 7) donc il existe un réel ¢ tel que 4z +7y+c =0
est une équation cartésienne de la droite. Puisque la droite passe par le point A(1,2),
onadx1+7x2+c=0doncc=—18.

La droite admet donc pour équation cartésienne 4x + 7y — 18 = 0.
Un vecteur directeur de la droite D est B = (=6, 1). De plus, la droite passe par A(1,2)

— 1-6)
_ 4.y AER

Un vecteur normal & la droite D est 77 = (1, 6) donc il existe un réel ¢ tel que z+6y+c = 0
est une équation cartésienne de la droite D. Puisque la droite passe par le point A(1,2),
onal+2x6+c=0doncc=—13.

La droite admet donc pour équation cartésienne z + 6y — 13 = 0.

donc un systeme d’équations paramétriques de la droite D est

Soit D’ la droite d’équation 2z + y — 4 = 0. Un vecteur normal a cette droite est
@ = (2,1), qui est donc un vecteur directeur de D puisque D et D’ sont perpendicu-
laires. Puisque D passe par A(1,2), un systeme d’équations paramétriques de (D) est
xr = 142X\

{ y = 24\ ,AeR.

Un vecteur normal a (D) est 7 = (—1,2) donc il existe un réel ¢ tel que —x+2y+c = 0 est
une équation cartésienne de la droite D. Puisque D passe par A(1,2),ona —14+2x2+c =
0 donc ¢ = —3.

La droite D admet donc pour équation cartésienne —z + 2y — 3 = 0.

Puisque 77 = (—7,4) est un vecteur normal a la droite D, celle-ci admet une équation
cartésienne de la forme —7x + 4y + ¢ = 0. Puisqu’elle passe par le point A(1,2), on a
—7+4x2+c=0doncc= -1

La droite D admet donc pour équation cartésienne —7x + 4y — 1 = 0.

Un vecteur directeur de D est alors @ = (4,7) donc D admet pour systeme d’équations

Lo = 1+4X
paramétriques : { y o= 247\ A €R.

Exercice 11.

La droite (AB) a pour vecteur directeur AB = (1,3) et pour vecteur normal 77 = (—3,1) donc
il existe un réel ¢ tel que —3x + y + ¢ = 0 soit une équation cartésienne de (AB). Puisqu’elle
passe par le point A(1,1), on a =3+ 1+ ¢ =0 donc ¢ = 2.

Ainsi, la droite (AB) admet pour équation cartésienne —3z +y + 2 = 0.

Soit H(z,y) le projeté orthogonal de C' sur la droite (AB). On a alors

H € (AB) —3r+y+2 =0 —3Br+y = -2
{ AB-CH = 0 <:>{(x—3)+3(y—1) — 0 ) 243 = 6



. _ - r =
Lot BLatLn 3r+vy 2
10y = 16 y =

o] oot &

donc le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB) est le point H (g, %)

Exercice 12.
Le point I a pour coordonnées ](%7 —yB;yC) = (3 @)

1071
Soit I'(zp,yr) le symétrique de I par rapport a la droite (AC).

Soit J(xz,ys) le milieu du segment [/I’]. Par définition, J € (AC) et les droites (I.J) et (AC)
sont perpendiculaires.

La droite (AC) a pour équation cartésienne v/3z —y = 0. On a donc le systéme suivant :

J € (AC) V3z, —yy =0 ys = 31,
{?Jﬁzo ©{§<xj—§>+ﬁ<yj—%§> = 0 @{m -

2

=1 W

dott J(3,383).

8 8
Enfin, on a z; = Zrtar et y; = yr +yr d’ou
V3
ZL‘]/:2ZL‘J—ZL']:0 et y]/:2yJ—y]:7.
Exercice 13.
e Calculons le point d’intersection de D et Dy, noté A(x,y). On a
T+3Y = 5 LocLo— r+3y = 5 r = —1
{w—2y:—5 =t {—5y :—10<:>{y: 2
donc A(—1,2).
e Calculons le point d’intersection de D et D3, noté B(z,y). On a
r+3y = 5 L26L24L1{=’L’+3y = 5 {x = 3
= A 2
{4:15—3y = 10 —15y = —-10 y = 2
donc B(3, 3).
e Calculons le point d’intersection de Dy et D3, noté C(z,y). On a
r—2y = —5 L2<—<L:2;4L1 r—2y = —5 o r = 7
dr—3y = 10 oY = 30 y = 6
donc C(7,6).
e Soit H(x,y) le projeté orthogonal de C' sur la droite (AB) = D;. On a
He D, N x4+ 3y = 5 N r+3y = 5
AB.CH — Yo—T)—dy—6) = 0 dr— 1ty = 20
Lolo—4L; | x+3y = 5 { r = 95
<~ =
{ -5y =0 y =0
donc H(5,0).
AB x CH
e [’aire du triangle ABC vaut alors +
160  44/10
Ona AB = \/42 + (—4)2 = \/16 o =~ et CH = VP +6 = V0 = 2V10

donc l'aire du triangle ABC vaut ?



Exercice 14.

0
avec ¢ — b # 0 puisque les points B et C sont distincts, donc elle admet une équation
cartésienne de la forme x + d = 0, ou d est a déterminer.

Or, elle passe par le point A(0,a) donc 0+ d =0, d’ou d = 0.
Une équation cartésienne de la hauteur issue de A est donc x = 0.

1. o La hauteur issue de A admet comme vecteur normal BC = (C 6 b) = (c—b) <1>,

e La hauteur issue de B admet comme vecteur normal 1@ = (_Ca) (qui n’est pas le
vecteur nul, puisque (a, c) # (0,0) sinon les points A et C' seraient confondus) donc elle
admet une équation cartésienne de la forme cx — ay + d = 0, ou d est a déterminer.
Or, elle passe par le point B(b,0) donc ¢b+d = 0, d’ou d = —cb.

Une équation cartésienne de la hauteur issue de B est donc cx — ay — be = 0.

. b .
e La hauteur issue de C' admet comme vecteur normal zﬁ = (—a) (qui n’est pas le

vecteur nul, puisque (a,b) # (0,0) sinon les points A et B seraient confondus) donc elle
admet une équation cartésienne de la forme bz — ay + d = 0, ol d est a déterminer.

Or, elle passe par le point C(c,0) donc bec +d =0, d’ou d = —be.
Une équation cartésienne de la hauteur issue de C' est donc bx — ay — be = 0.

2. Cherchons le point d’intersection des trois hauteurs. Cela revient a résoudre le systeme

suivant :
T =0 x = 0
ct—ay—bec = 0 & ¢ ay+bc = 0 @{ v i 0
br —ay—bc = 0 ay+bc = 0 ay +be =0
Si a = 0, les trois points sont alignés donc ABC' n’est pas un triangle.
Ainsi, nécessairement a # 0 donc y = —%.

Le point d’intersection des trois hauteurs du triangle ABC' (appelé orthocentre du tri-
angle) est donc le point H (0, —%).

Exercice 15.
1. On a
2+t =204y +1 =06 (2-1)~1+(y-2)°~4+1 =0 (2-1)*+(y—-2)* =4 =2

donc C est le cercle de centre O(1,2) et de rayon 2.

2. Soit (D) une droite passant par A et tangente a C, c’est a dire qu’elle intersecte le cerle
C en un seul point. Notons H (z,y) ce point d’'intersection. Alors H vérifie :

HecC 2 +yP—20—4y+1 = 0 2y 20 —4y =
< &

{Zﬁ-@ff =0 {($+1)($—1)+y(y—2) =0 e
Lytlac Ly 4yt -2 —4y = -1 o 2?4+ (1—-2)?-22—-4(1-2) = -1
2z + 2y = 2 Y = 11—z

{2952 = 2

=
y = 1—=z

d’ou (z,y) = (1,0) ou (x,y) = (—1,2).
Notons Hy(1,0) et Ho(—1,2). Les tangentes a C passant par A sont les droites (AH;) et
(AH,) d’équations respectives y =0 et z +1 = 0.



Exercice 16.

— Ty
1. e Tout d’abord, puisque H € D, ||HM|| > filn]f;) |AM|| = d(M, D).
S

Ty
e D’autre part, pour tout A € D, puisque jﬁ -HM = 0, on a d’apres le théoreme de
Pythagore,

e e e e
|AM|? = ||AH + HM|? = | AH|? + | HM|? > ||HM)?

— —
donc pour tout A € D, ||[HM| < ||[AM]].

— —
Ainsi, ||[HM]|| est un minorant de 'ensemble {||AM||, A € D} et est donc inférieur au
plus grand minorant de cet ensemble, i.e. ||[HM]|| < jnfD |AM||.
S

= —
Finalement, on a donc bien ||HM]|| = filng |AM|| = d(M, D).
€

2. Soit A(xa,ya) un point de D. Soit 77 = (a,b) un vecteur normal a la droite D.
On a AM - i = a(xo —£A_2 + b(yo — ya) = axo + byo — (axa + bya). Or, A € D donc
ary + bysa+ = —cd’ou AM -1 = axg + byy + c.
Par ailleurs, AM -7 = (ﬁ—l—[—ﬁ@ﬁ: ﬁ-ﬁ—i—[—ﬁ/l-ﬁ: HM -7 car AH et 7 sont
orthogonaux puisque A et H appartiennent a D.
Pﬂaﬂleurs, p@ue ﬁ)/[ et 1 s_or>1t deux vecteurs normaux a D, ils sont colinéaires donc
HM -7 = £|HM||||77|| = £|HM ||/ a2 + b2.
Ainsi, |m 7| = |axg + byo + ¢| = Hﬁﬂx/m d’ou

—_— lazo + byo + |
d(M, D) = |[HM| =

car a® + b* > 0 puisque (a,b) # (0,0).

3. e Analyse : Soit D une droite d’équation ax + by + ¢ = 0 passant par A(4,2) et située
a distance 2 de 'origine.

On applique la question précédente avec M = (0,0),d(M, D) = 2 et on obtient

]

N

Puisque A(4,2) € D, on a 4a + 2b + ¢ = 0 donc|c| = |[4a + 2b| = 2v/a® + b.
En élevant cette égalité au carré, on obtient 16a® + 16ab + 4b* = 4a® + 4b* d’on

2a(6a + 8b) = 0,

l.e.a=0o0ouba+8 =0.

c
- Si a = 0, nécessairement b # 0 et D admet pour équation y = 3 La distance de 0 a
cette droite vaut alors 2 si et seulement si D a pour équation y = 2 ou y = —2. Mais A
n’appartient pas a la droite d’équation y = —2 donc la seule équation possible dans ce
cas est y = 2.

6a
-Sia#0,alors b= —3 = 1% Une équation de D est alors

3 3
ax—Z—Lay—éla—Q(—Za) =0

d’ou en simplifiant par a # 0, x — %y — g = 0, ou encore 4xr — 3y — 10 = 0.



e Synthese :
- Soit D la droite d’équation y = 2. Alors A(4,2) € D et d(M, D) = 2.
- Soit D’ la droite d’équation 4x — 3y — 10 = 0.
10
Alors A(4,2) e D' et d(M, D) = ——= =2
2 D)= T

Les droites cherchées sont donc ces deux droites.

Exercice 17. ABC est un triangle. Le plan est muni du repere (A4; ﬁ; 1@) et on considere
les points R(—1;0) et Q(0;a) ou est un nombre réel différent de —1.

(0 ()am ) )
det(BC.RG) = [ .

sont pas colinéaires donc les droites (BC) et (RQ) sont sécantes.

On déterminer I'équation des droites (BC') et (RQ) :

— (BC) : comme BC est un vecteur directeur on a 2 — (—)y+c=0soit z+y+c=0.
Or Be (BC)donc14+0+c=0soitc=—-1dounzx+y—1=0.

— (RQ) : comme @ est un vecteur directeur on a ax —y + ¢ = 0 soit axr —y +c = 0.
Or R € (RQ) donc —a + ¢ =0 soit c=a d'ottax —y+a=0.

On est donc amené a résoudre le systeme

= —a — 1 # 0 car a # —1. Ainsi, les vecteurs @ et @ ne

r+y—1 =0
ar —y+a =0

En ajoutant les deux équations : (a + 1)z + (a — 1) = 0 soit (1 + a)z = 1 — a d'ou
l1—a

T = .
1+a

1—a l1+a 1-—a 2a
De pl =1l—z=1- = — = .
°epusy . 1+a l1+a 1+4a 1+a

1— 2
En définitive, les coordonnées de P sont bien a; ¢,
l1+a 1+a

3. (a) Notons M(x;y). Notons N (z;y).

Ona BC = MQ on o A = NP st (}) =

“oit -1\ [ - 1
1 1 - a_y 1—a_$

dotz=1lety=a—1. 13&“
Ainsi, M (1;a — 1). 11a Y
1 —
dou xz = aet
1+ a
B 2a 1= 2a 1+a_a—1
Y=11a 1l4a l14a 1+4a
1— -1
Ainsi, N a;a_ :
l1+a 1+a
1—a (1> 2
= (1-(-1)\ =+ 2 =~ l1+a vl 1+a
(b>RM<a—1—O)_RM(a—1)etRN a—l_ = RN aq

1+a 1+a



2
— — -1 2
det(RM, RN) = Ital—ox - _(4—-1)x -0
a—1 14+a 14+a
_ __}1 +a
Les vecteurs RM et RN sont donc colinéaires. Ainsi, les points R, M et N sont
alignés.

3 3
@ est un vecteur directeur de d si, et seulement si, det(d, @) = 0 (@ et @ sont colinéaires) soit
5 m+1
3 m?
m est ainsi solution de I’équation 5m? — 3m — 3 = 0.
A=b —dac=(—3) —4x5x (=3) =9+ 60 =69 > 0.
_—b—vA  3-V69

Exercice 18. Un vecteur directeur de la droite d est @ (_(_5)> =a (5)

=5xm?—3x(m+1)=0.

=T 10
bt VA 346
T 20 10
3 — /69 3+ /69
Ainsi, pour m = BETEE ou pour m = —'—1—0, le vecteur u est un vecteur directeur de la

droite d d’équation 3x — by — 4 = 0.

Exercice 19.

Soient i, ¥, W trois vecteurs non nuls de R? orthogonaux deux a deux.

Soient (o, 3,7) € R? tels que ai + 47 + @ = 0. Montrons que o = 3 = v = 0.
Ona0=0-7=(i+f0+~0) @ = ai-i+ p0-i+~yi- i = o] puisque 7- i = @ -7 = 0.
Puisque @ # 0, on a ||@]|> > 0 donc o|@||> = 0 = o = 0.

En prenant le produit scalaire avec ¥ et avec o, on montre de méme que 5 =y = 0.

Ainsi, a = 3 = v = 0, ce qui prouve que (%, 7, w) est bien une base de R3.

Exercice 20.

IR — T —2-0 —2
1. Oncalculelesvecteurs:ﬁ YB — YA :1@ 2—1 :E 1
2 — ZA —1—(-1) 0
To —TA 3—0 3
Deméme%ﬁ Yo — Ya :1@ 4—1 :1@ 3
20— 24 —5—(-1) —4

Si les points A, B, C étaient alignés, alors les vecteurs z@ et 1@ seraient colinéaires,
donc il existerait un réel k tel que
AB = k AC.

En comparant la troisieme coordonnée :

Mais alors on aurait E = 6, ce qui est faux puisque ﬁ =(-2,1,0) # 0.
Donc 1@ et /ﬁ ne sont pas colinéaires, et par conséquent

lles points A, B, C ne sont pas alignés.‘

-1
2. Un vecteur directeur de 9 est 7 = 1
-1



-2 1
AB et @ ne sont pas colinéaires car =) # 1 donc les droites (AB) et 2 ne sont pas

paralléles. Une représentation paramétrique de la droite (AB) est :

x = —2t

y=1+t avect €R

z=—1
2 —t=-2t 2 —t =2t 2 —t =2t 2 =
l+t=14+t «— t=t <+— t=t «<—=<t=0
—1—-t=-1 t=20 t=20 t=20

Ceci est impossible donc les droites ne sont pas sécantes.
Ainsi, les droites (AB) et Z ne sont pas coplanaires.

3. Un vecteur normal du plan d’équation 4z + 8y + 92 4+ 1 = 0 est W=

© OO W~

W oAB =4x(—2)+8x1+4+9x0=0.
WAC=4x3+8x3+9x (—4)=12+24— 36 = 0.
7 est orthogonal & deux vecteurs directeurs du plan (ABC) donc c¢’est un vecteur normal
au plan (ABC). Une équation du plan (ABC) est donc du type 4x + 8y + 92 + ¢ = 0.
Comme A € (ABC),4x0+8x14+9x(-1)+c=0doncc=9—-8=1.

D’ou une équation du plan (ABC) : 4z + 8y + 92+ 1= 0.
- 7
4. Un vecteur normal du plan d’équation 7x —y —22+6=0est n' = | —1
—2
— —
Won =4xT+8x(—1)+9x (—2) =28 —8—18 =2 # 0 donc les vecteurs 7 et n/
ne sont pas orthogonaux.

En conclusion, les plans (ABC) et celui d’équation cartésienne 7x —y — 2z + 6 = 0 ne
sont pas orthogonaux.

Exercice 21.

1. La droite passe par le point A(0,2), admet pour base (i.e. pour vecteur directeur) @ =

, . (o T = A
(1,3) et donc pour représentation paramétrique y = 243 A€ R

2. La droite (AB) admet pour vecteur directeur ﬁ = (3,3,3) = 3(1,1,1). On peut donc
prendre comme base (ou vecteur directeur) de la droite le vecteur @ = (1,1,1). Une

r = 14+A
représentation paramétrique de la droite est alors ¢ v = 24X A€ R.
z = 3+ A

Soit P le plan de R? d’équation cartésienne x +y + z = 0. Il admet pour base (7, @) ot
v=(1,—-1,0) et W = (1,0, —1). Le vecteur AB est un vecteur normal au plan P donc

0 r—1—(y—2) 0 r—y+1
0 (:}{a:—l—(z—S) =0 <z>{x—z+2

2

~
STRST]
I

M(x,y,2) € (AB)<:>{ e



3. On a

3 )
3r+2y+52—-4=0 & y:—Ex—§z+2
3 5)
& (x,y,z):(x,—§a:—§z+2,z)

3 5
& (z,y,2) =x(1, —5,0) + 2(0, —g5 1)+ (0,2,0).

Donc si on note A(0,2,0) € P, on a

— 3 5
M(l’,y,Z) EPe AM = 513'(1, _570) + Z(Oa _57 1) = g<27 _370) + %(07 _572)

donc on peut prendre comme base du plan P le couple (@,v) ou @ = (2,—3,0) et
7= (0,-5,2).
Une représentation paramétrique du plan P est alors

r = 2A\

y = 2-3X—5u ,(\p)€R

z = 2u

4. Une base du plan P est (@,ﬁ) ol /@ = (0,-3,-3) = —=3(0,1,1) et 1@ =

i

(2,0,—2) = 2(1,0,—1). On peut donc prendre comme base du plan P le couple (u, V)
oud=(0,1,1) et 7= (1,0,—1).
une représentation paramétrique du plan P est alors

r = 14up
y = —1+X ,(\p) €R
z = A—Uu

Cherchons un vecteur normal au plan P, i.e. cherchons 77 = (a, b, ¢) tel que
{ - 8@{1)—1—0 - 0<:>a:c:—b.

a—c = 0
Si on pose a = 1, on trouve @ = (1, —1,1).

S S
S Sy

Il existe donc un réel d tel qu'une équation cartésienne de P soit x —y + z +d = 0.

Puisque le plan P passe par B(1,—1,0), on en déduit d = —2. Une équation cartésienne
de Pestalorsz —y+2—2=0.
5. On a
x+y—2+2 =0 ey = —5x — 2
20 + 2 = 0 z = —2x

& (z,y,2) = (z, —bxr — 2, —2zx) = (1, -5, —2) + (0, —2,0)

donc la droite passe par le point A(0,—2,0) et admet pour base (i.e. pour vecteur

directeur) ¥ = (1,—5,—2). Une représentation paramétrique de la droite est alors
r = A
y = —2—-5) JAeR
z = =2\

6. Ona (z,y,2) = (0,1,2) = 2(0,0,1)+(0, 1,0) donc la droite D passe par le point A(0, 1,0)
et admet pour vecteur directeur @ = (0,0, 1).
z = 0
Une représentation paramétrique de la droite D est alors ¢ v = 1 A€ R.

zZ = A



7. Ladroite D passe par le point A(—1,0, 3) et admet pour vecteur directeur @ = (2, —1, —5).
Soit P le plan d’équation 2z —y — 5z = 0. Il admet pour base (v, @) ou v = (1,2,0) et
7= (0,5,—1). Le vecteur @ est un vecteur normal au plan P donc

AMU = 0 r+1+2y = 0 r+2y+1 = 0

8. Le plan P passe par le point A(0, 1, —2) et admet pour base (u, ) ou 4 = (1,—1,2) et

7 =(1,2,0).

Cherchons un vecteur 7 = (a, b, ¢) normal au plan P. On a alors
ﬁ-a‘:o@ a—b+2c:0© c = gb
n-v = 0 a+2b =0 a = —=2b

Si on pose b = 2, on obtient 77 = (—4,2, 3).

Il existe alors un réel d tel que P admet pour équation cartésienne —4x+2y+3z+d = 0.
En utilisant les coordonnées du point A(0,1,—2) € P, on trouve d = 4.

Le plan P admet donc pour équation cartésienne —4x + 2y + 3z +4 = 0.

Exercice 22.

Le plan (ABC') admet pour base (@, 1@) ol ﬁ (0,1,4) et 1@ ). Il admet pour
vecteur normal 77 = (1,0,0) et pour équation cartésienne = = 1.

Soit H(1,y, z) le projeté orthogonal de D(0,1,2) sur le plan (ABC). On a alors

DH-AB = 0 y—1+4(z—=2) = 0 y = —4z+9
{D*[-}[.I@:()ﬁ{—(y—l)—i—z—QZO@{z: 2

y =1
< { z = 2
donc le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC') est le point H(1,1,2).

Exercice 23.
1. (a) e Le plan (OAB) admet pour base (ﬁ,@) ot OA = (1,2,1) et OB = (3,2,0).
Soit 7 = (a, b, ¢) un vecteur normal au plan (OAB). Alors
—
-OA = 0 <:>{a+2b—|—c = 0 @{c i 2a

{ OB 3a+20 = 0

En posant a = 2, on trouve 7 = (2, —3,4).

Puisque le plan (OAB) passe par le point O(0,0,0), il admet donc pour équation
cartésienne 2z — 3y + 4z = 0.

e Le plan (OCD) admet pour base (07, O?) ot OC = (2,1,1) et 0D = (1,0,4).

Soit 77 = (a, b, ¢) un vecteur normal au plan (OCD). Alors

{

En posant ¢ = 1, on trouve 7 = (—4,7,1).
Puisque le plan (OCD) passe par le point O(0,0,0), il admet donc pour équation
cartésienne —4x + Ty + z = 0.

SE 3

S 3L

slsl

O(:) 2a—|—b+c:()® b = Tc
a+ 4c =0 a = —4c



(b) Appelons D la droite obtenue en intersectant ces deux plans. Elle admet pour
équations cartésiennes :

20 =3y +4z = 0 Loclot2rn, | 20 —-3y+42 = 0 r = —%z
—dx+Ty+z = 0 y+9z =0 y = -9z

d’ou (z,y,2) = 5(—31,—18,2) donc la droite D est la droite passant par (0,0,0) et
de vecteur directeur @ = (—31, —18, 2).
2. Dans l'espace, deux droites sont coplanaires si et seulement si elles sont paralleles ou
sécantes.

Déterminons un vecteur directeur pour chacune de ces droites.

On
r—2z = 1 r = 2z+1
(x,y,z)€D1<:>{ Yz — <:>{y _ .49

S (r,y,2) =224+ 1,24 2,2) =2(2,1,1) + (1,2,0)

donc un vecteur directeur de Dy est @ = (2,1, 1).

De méme,
r+y+z =1 Lyelo-1, | 2+y+2 = 1
(x7y,z)€D2@{x_2y+22 _ ., = { 3yt = a1
st T Ayt2-a & (z,y,2) = (—4y+2—a,y,3y+a—1) = y(—4,1,3)+(2—a,0,a—1)
z — 3y+a_1 Y Y Y Y Y Y Y )

donc un vecteur directeur de Dy est ¥ = (—4, 1, 3).
Puisque @ et ¥ ne sont pas colinéaires, les droites D; et Dy ne sont pas paralleles.
Calculons l'intersection D; N Dy. On a

T — 2z =1 r—2z = 1
y— z = 2 popcn y—z = 2
D D - 4 4— L1 -
r—=2y+2z = a —2y+4z = a-—1
r—2z = 1 r—2z = 1
ey y—2 = 2 Le2nr y—z = 2
4 4 2 - 4 — L3 -
4z = =2 4z = =2
2z = a+3 0 = 2a+8
Les droites sont sécantes si et seulement si le systéeme est compatible, i.e. si et seulement
si @ = —4 et dans ce cas le point d’intersection de Dy et D5 est (0, %, —%)
Ainsi, Dy et Dy sont coplanaires si et seulement si a = —4 et dans ce cas, elles sont
contenues dans le plan passant par le point (0, %, —%) et de base (i, 7).

3. (a) Déterminons un vecteur directeur pour chacune de ces droites. On a

r+2y—2z2z = 0 Loelo-L | 24+2y—2 = 0
& { “; _ _4?_24 & (2,y,2) = (~T2+ 4,42 — 2,2) = 2(—7,4,1) + (4, -2,0)

donc un vecteur directeur de Dj est @ = (—7,4,1).



De méme,

(x’yjz)€D4(:){2x+3y+2z = 35 (:){ac = —72+9

y—4z = — y = 42-5

& (r,y,2) = (=724 9,42 —5,2) = 2(—7,4,1) + (9, —5,0)

donc un vecteur directeur de Dy est @ = (—7,4,1).

Les droites D3 et D, ayant méme vecteur directeur, elles sont paralleles (et non
confondues car (9, —5,0) ¢ Ds).

(b) Soit A(4,—-2,0) € D; et B(9,—5,0) € Ds.
Le plan P qui contient D3 et D, est alors le plan passant par le point A et de base
(u, AB) ou AB = (5,—3,0) (qui est bien non colinéaire a ).

Cherchons un vecteur 7 = (a, b, ¢) normal au plan P, i.e.

i =0 [ —Tatdb+e = 0 _ fec =
7. AD = 0 5a—3b = 0 b =

En posant a = 3, on obtient 77 = (3,5, 1).

wloy
wie
S

Il existe alors un réel d tel que P admette pour équation cartésienne 3z+5y+z+d = 0.
En utilisant les coordonnées du point A, on trouve d = —2 donc P admet pour
équation cartésienne 3x + by + 2z — 2 = 0.

Exercice 24. On prend BC'D pour base. Le volume du tétraedre vaut
1
V = 3 A(BCD)h
ou h est la distance du point A au plan (BCD).
1) Aire de la base BC'D
BC =(1,0,2), CD=(6,5,-3).

BC-CD=164+0-5+2-(—3)=6—6=0.
Donc le triangle BC'D est rectangle en C', d’ou

1
A(BCD) = 5 BC-CD.

BO=V12+02+22=+5 = CD=/62+52+ (=3)2 = V70.

Ainsi

A(BCD) = %\/EW_ = %\/ﬁ = @.

2) Hauteur h = d(A, (BCD)) On cherche une équation du plan (BCD).

Un vecteur normal @ = (a,b,c) au plan (BCD) est orthogonal a BC = (1,0,2) et BD =
(7,5,—1), donc
(a,b,¢)-(1,0,2) =0=a+2c=0,

(a,b,c)-(7,5,—=1) =0=Ta+5b—c=0.



Avec a = —2¢, on obtient —14c¢+ 50— c=0= b= 3c. En prenant c =1 :
= (—2,3,1).
Le plan passant par B(—1,1,0) a pour équation
—2(x+1)+3y—1)+2=0 < —2r+3y+2z—-5=0.

Calculons les coordonnées du projeté orthogonal H(z,y, z) du point A sur le plan (BCD).
On a

(BCD) —2x+3y+2—5 =0 —2x+3y+2—5 = 0
ﬁz?c — 0 — (& —5)+2(2 — 2) — 0 — r42:-9 =0
AH.BD = 0 T(x—5) +5(y+5)—(2—2) = 0 Tr+5y—2—-8 = 0
r+22—9 = 0 Lo«Lo+2L, r+22—9 =0 Leell r+22—9 =0

: —7L1 3¢ 5Ll3
—2r4+3y+2—5 = 0 LT 3y45:-923 = 0 =" 3y+5:-23 = 0
Tr+by—z—8 = 0 5y —15z+55 = 0 y—3z2+11 = 0
r+22—9 = 0 r+22—9 = 0 r+22—9 = 0 r=1
fgole )y 3011 = 0 BES ) 3411 0 e=4{ y—32411 = 0 «—={ y=1
3y+52—23 = 0 142 —-56 = 0 z = 4 z=4

Donc H(1,1,4) et h=AH = /(1 =52+ (1 +5)2+ (4 —2)2 = /16 + 36 + 4 = /56 = 2/14

3) Volume

V:%xA(BOD)xh:% w_ 2¢_——><5><14—73O

V=—




