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Intégrales de Wallis

Pour tout entier n ≥ 0, on pose

Wn =

∫ π/2

0

cosn(x) dx.

1. A l’aide du changement de variable t =
π

2
− x, montrer que pour tout n ≥ 0, on a

Wn =

∫ π/2

0

sinn(x) dx.

2. Calculer W0 et W1.

3. Montrer que la suite (Wn) est décroissante et en déduire qu’elle converge.

4. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout n ∈ N, on a

Wn+2 =
n+ 1

n+ 2
Wn.

5. Montrer que la suite
(
(n + 1)Wn+1Wn

)
n∈N est constante et calculer la valeur de cette

constante.

6. En utilisant la monotonie de la suite (Wn), prouver que pour tout n ∈ N, on a

n+ 1

n+ 2
≤ Wn+1

Wn

≤ 1.

En déduire que Wn+1 ∼ Wn.

7. Déduire des questions précédentes que

Wn ∼
√

π

2n
.

En déduire
lim

n→+∞

√
nWn.

8. Montrer que, pour tout entier p ≥ 0, on a
W2p =

(2p)!

22p(p!)2
π

2
,

W2p+1 =
22p(p!)2

(2p+ 1)!
.


