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Intégrales de Wallis

Pour tout entier n > 0, on pose
w/2
W, :/ cos”(x) dx.
0
s

1. A laide du changement de variable ¢t = — — x, montrer que, pour tout n > 0, on a

2
w/2
W, = / sin"(z) dz.
0

On effectue le changement de variable

vy T
Lorsque z varie de 0 a > t varie de 5 a 0. Ainsi

/2 0 g /2
W, = / cos"(z)dz = —/ cos” (— - t) dt = / sin”(t) dt.
0 /2 2 0

2. Calculer Wy et Wj.

On a
/2 T /2 /2
Wo:/ dtza, le/ sintdt = [—cost]o =1.
0 0

3. Montrer que la suite (W,,) est décroissante et en déduire qu’elle converge.

Soit n € N. On a
/2 /2
Wy — W, = / (sin"“t — sin” t) dt = / sin” ¢ (sint — 1) dt.
0 0

Or, pour tout t € [0, %], on a0 <sint <1, donc
sin"t(sint — 1) <0,

d’ou W, .1 — W, < 0. La suite (W,,),en est donc décroissante.

De plus, pour tout t € [0, g], 0 < sint, donc 0 < sin"t. Par positivité de I'intégrale, on
obtient W,, > 0 pour tout n € N. La suite (W,,)en est donc décroissante et minorée, elle
converge par le théoreme de la limite monotone.

4. A Taide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout n € N, on a
n+1

Wigo =
R

n-



Soit n € N. En utilisant I'expression

/2 /2
Wige = / sin" ™2 tdt = / sint sin" ™ ¢ dt,
0 0

on integre par parties avec

u(t) =sin"t't, dv=sintdt, du=(n+1)sin"tcostdt, wv(t)= —cost.

On obtient

/2

w/2
Wio = [_ cost sin” ™! t} +(n+1) / sin” ¢ cos? t dt.
0 0

Comme sin(0) = 0 et cos(5) = 0, le terme de bord est nul, d’out

/2
Whio = (n+1) / sin™ t cos? t dt.
0

En écrivant cos®’t = 1 —sin¢, on a

w/2
Wiio = (n + 1)/ sin" (1 —sin®t) dt = (n+ 1) (W, — Wyy2).
0

On en déduit

n+1
29)0Wa0 = HW,, — a9 = -
(n+2)Wnsz = (n+1) po =

5. Montrer que la suite ((n + 1)Wn+1Wn)n oy ©st constante et calculer la valeur de cette
constante.

Pour n € N, on note
:]n - (n + 1) Wan+1.
Alors
Jn+1 - Jn = (n + 2)VVnJrlI/Vn+2 - (n + 1)Wan+1

+1

Donc la suite (J,)nen est constante. En particulier

)

Joz(0+1)W0W1=W0W1=g-1:z

donc, pour tout n € N,

(n+ D)W Wp = g

6. En utilisant la monotonie de la suite (W,,), prouver que, pour tout n € N, on a

ntl Wen
n+2- W, —

En déduire que W, 11 ~ W,,.




La suite (W, ),en est décroissante et W, > 0 pour tout n. Ainsi, pour n € N,
Wn+2 S WnJrl S Wn

Comme W, > 0, on peut diviser par W,, et utiliser la relation de récurrence

Wn+2 _n+1
W, n+2

On obtient LW W
n+1 nt2 o Wil

n+2 W, — W,

Par le théoreme de convergence par encadrement, on a

Wit
n+ 1,
Wn n——+oo

ce qui se note aussi W11 ~ W,,.

7. Déduire des questions précédentes que
[
Wy~ —.
2n

lim /nW,.

n—-+o0o

En déduire

On sait d’apres la question précédente que W,,.1 ~ W, et l'on a
T

Jo= (At DWaWois = 5

pour tout n. Ainsi,
™

(n+1DW2~ (n+ DWWyt = o
donc

m
nW?2 —— — — Wy ~ 4] —.
nHJrooQ

8. Montrer que, pour tout entier p > 0, on a

B (2p)! «
WQp - 22p(p!)2 §’
22p | 2

Waps1 — (p!)

(2p+ 1)1



A partir de la relation de récurrence de la question 5, on obtient, pour tout p € N,

_ . _(@p-1@p-3)---1
Wop—a = @) (2p—2)---2 Wo.

2p — 1 _2p—1 2p-—3
N 2 2p—2

En termes de factorielles,

2p—-1)(@2p-3)---1_ (2p)!
2p)(2p—2)---2  2%(p))¥’

7
d’ot, en utilisant Wy = 5

_ @)
De méme,
2p 2p  2p—2 2p(2p—2)---2
W = : Wop_g =+ = Wi
P T op 1 P T opp1 2p—1 P78 2p+1)(2p—1)---3 "
Comme W; =1 et
2p(2p—2)---2 _ 2%(p!)?
2p+1)(2p—1)---3  (2p+ 1)
on obtient 22p( ')2
p:
Wapiq = ———t .
2p+1 (2p+1>'




