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Exercice 1 : A la plage

1. Soit n € N.

(a) A l'aide d’un systeme complet d’événements a préciser, exprimer v, en fonction de v,
In et de r,.

f 2
On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements

(Vi oy Ry)
Ung1 = P(Viy1 | Vi )P(Vy) + P(Vigr | Jn)P(J) + P(Viy1 | Rn)P(Ry).

D’apres I’énoncé :

1 B 1. B 1
\_ J

Upn+1 =

(b) Obtenir de méme des expressions de j,.1 et de r,,; en fonction de v,, j, et de r,.

(De meme, \
jn+1 = P(Jn+1 ’ Vn)vn + P(JnJrl | Jn)jn + P(JnJrl ‘ Rn)rn

et comme un drapeau rouge ne devient pas jaune le lendemain :

. 1 1.
Int+1 = Zvn + Ejn
Enfin,
1 1. 1
'n41 = Zvn + Zl]n + §Tn-
N\ J
Up, 1 2 1 2
(¢) Onpose X,, = | jn | . Préciser Xy puis justifier que X,,.; = AX,, avec A = 1 1 20
T 11 2
- 2
Le drapeau est vert au jour 0, donc
1
X() = O
0

Les relations précédentes se réécrivent matriciellement :

Uni1 1 2 1 2 Un
T+l 1 1 2 Tn




LDOHC

Xn_;’_]_ = AXn
(d) Calculer Xj.
e 2
On calcule
1 2 1 2 1 1 2
Xl:AXOZZ 1 20 0 =1 1
11 2 0 1
Ainsi
1
2
Xi= |4
1
4
- J
2. On pose
4 1 =3 100
P=12 -1 0 etT:()i%
3 0 3 0 0 i
(a) Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
e 2
Méthode 1 (inversion par résolution d’un systeme).
a x
Soit Y = | b | et cherchons X = [ y | tel que
c z
PX =Y.
Cela équivaut au systeme
foty—32=a Y= 2693 —b (a partir de la 2e équation)
Iy — = b > =g (a partir de la 3e équation)
Szt+3dz=c dr + (22 —b) — 3 <§ — x) =a (substitution dans la lre
( atb+ec
9z —b—c=a B 9
_ ¢ 9
=377 —a—b+2c
7=——
\ 9
Donc b
a+9+c 1 1 1 1 a
X=|2=D2 ] =2 -7 2] (b
—a—b+2c 9 -1 =1 2 C
9
On en déduit
1 1 1 1
P = 9 2 -7 2
-1 -1 2




Méthode 2 (pivot de Gauss).
4 1 =-3|/1 00 2 -1 0|0 10
2 -1 0010 |24 1 3100
3 0 3]0 01 3 0 3|00 1
L2<—L272L1 2 —1 O 0 1 0 2 —1 O 0 1
foclagshi g 3 3|1 —2 0 | &2l 0 3 —3|1 -2
0 3 6|0 —3 2 0 0 9 |-1 -1
L1<—%L1
Lo+3iL, 1 1
LsegLs L =5 @ (1) 2, 0
0 1 -1, 3 -3 0
o0 1| -1
Lo+La+L3 1 0 0] 1 1 1
el IR S
00 1|y -1
Ainsi
1 1 1 1
P—1:§ 2 =7 2
-1 -1 2
(b) Montrer que la matrice A définie précédemment vérifie 1’égalité
A=PTP".
P
On effectue le calcul matriciel TP~!, on trouve :
4 4 4
1
TP =36 -1 —10 8
-1 -1 2
On obtient alors (calcul direct) que
1 2 1 2
PTP—IZZ 1 20|=4
1 1 2
Donc
A=PTP .
.
(c) Montrer que la matrice T est inversible et calculer son inverse.
fMéthode 1 :inversion du systeme
1 00 x a
T={0 1 3], X=|y|, Y=[b
0 0 i z




T=a
3
TX =Y <+=({YT 177
1 J—
12=¢
r=a
Wt 7270 e Ly 43 =4b = {y=4b—12c
4 4 L2(—4L2
1 L3+AL3 2 = 4c 5 — dlp
—z=c
4
a 10 O a
<— X=1|4b—-12¢| =10 4 —-12
4c 00 4
10 O
T'=10 4 -12
00 4
Méthode 2 : pivot de Gauss
1 0 0[1 00 1 0 0|1 0 O
01 2010 — 013040
00 /001) Let=4Ly \' 0 0 1|0 0 4
L3(-4L3
10 0/1T 00 1 0[{1 0 O
01 3[04 0 1 0 4 —12
00 1/00 4/ 00 1/00 4
10 0
T'=10 4 -12
00 4
N
1
3. Résoudre I'équation suivante T7X = | 1 | d’inconnue X € M3 (R).
1
-
On résout le systeme triangulaire
r=1
T 1 1 3
Tly|=|1], soit ¥+ 377
z 1 1
1
D’ou
z =4, y+3z2=4=y=-8.
Ainsi
1
X=1-8
4
g




4. Montrer que, pour tout entier naturel n,

A" = pTnpt
% N
On raisonne par récurrence sur n. On pose pour tout n € N P(n) : A® = PT"P~!.
Initialisation
Pour n=0:
A’ =, = P[P~ = PTOP~L.
Hérédité

Soit n € N. Supposons la propriété vraie a l'ordre n :
A" = PT"P1,

Alors
A" = A"A = (PT"P Y (PTP) = PT"(P'P)TP! = PT"" P

Donc la proposition est vraie au rang n + 1. Donc

VvneN, A"=PT"P!

S J
1 00 0 00
5. On pose D= |0 }l oleeN=1|0 0 %
00 ! 000
(a) Montrer que les matrices D et N commutent.
f N
On obtient
00 0
DN =ND= 1|0 0 1—36
00 O
Donc
DN = ND.
A J

(b) Déterminer 7" pour tout n € N. On attend l'expression détaillée des coefficients de cette
matrice. On pourra utiliser le binome de Newton.

. N
OnaT =D+ N, DN = ND et N>=0. Par le binome de Newton (matrices commu-
tantes) :

T"=(D+N)"=>)_ (Z) D" kN* = D" 4 nD"'N (car N? = 0).
k=0
Or
1 0 0 00
n n n—1 n—1
p={o @ o), pwv={o0 10
0 0 (9) 00 0
Ainsi
1 0 0
= [0 (1) 3n(}) (n€N).
0 0  (3)
- J




6. Pour tout n € N, en déduire une expression de X,, en fonction de n, T', P et de Xj.

(Pour tout n € N,
Xn = AnXO

Avec la question 4 :

X, = PT"P'X,.

En remplagant 7™ par son expression explicite (question 5.b), on obtient aussi :

0
4—n

0
3n4d~"

P1X,.

1
X, =P|0
0

0

4—TL

N

7. A Dlaide des résultats précédents, déterminer des expressions explicites pour vy, j, et r,.

p
Comme

1 1 1
Xo = 0 et PilXO = § 2 y
0 —1
on obtient
1 1
TP 'Xy =~ | (2-3n)4™"
9 4
Puis

Apres calcul :

4+5—3n
Un = =
9 9. 4n
._2+3n—2
Jn =9 g an
1 1
Th==—
3 3-4n

(vérification : v, + j, + r, = 1).
\

J

8. Au bout d’'un grand nombre de jours, quelle est la couleur la plus probable pour le drapeau?

g
Comme, lorsque n tend vers +oo,

47" -0 et md™™ — 0 (croissances comparées),
on a
4 . 2 1
Un—>§, ]n—>§, Tn—>§.

Donc la couleur la plus probable a long terme est le vert (probabilité limite g).

~

&



Exercice 2 : A la féte foraine

Partie I : questions d’informatique

1. Ecrire une fonction Python est_pile(p) qui simule le lancer d'une piece et renvoie True si le
résultat obtenu est Pile, False sinon.

(<, - - . . ~ h
Voici une simulation du lancer d'une piece :
import random
def est_pile(p):
return random.random() < p:
. J

2. Ecrire une fonction Python partie(n,p) qui simule une partie du jeu et renvoie le gain
algébrique du joueur.

P
Une simulation possible d’une partie est la suivante :

def partie(n, p):

pile = 0

for i in range(n):
if est_pile(p):

pile += 1

if pile % 2 == 0:
return 10 * pile

else:
return -10 * pile

La variable pile représente le nombre de Pile obtenus. Si pile est pair, le joueur gagne

10*pile euros; sinon, il perd 10*pile euros, d’ou le retour de -10*pile.
\ J

3. Ecrire une fonction Python estime PA(N,n,p) qui simule N parties indépendantes et renvoie
une estimation de la probabilité P(A), ou on rappelle que A est I’événement : < le joueur est
déclaré vainqueur >.

e 2
Pour estimer la probabilité P(A), on compte le nombre de parties pour lesquelles le joueur

est déclaré vainqueur, c’est-a-dire celles pour lesquelles le gain renvoyé par partie(n,p) est
positif ou nul.

def estime_PA(N, n, p):
nb_victoires = 0
for i in range(N):
if partie(n, p) >= O:
nb_victoires += 1
return nb_victoires / N

Comme le joueur est vainqueur lorsque le nombre de Pile est pair, son gain est alors positif
ou nul. Le quotient nb_victoires / N fournit une fréquence, qui constitue une estimation

de P(A).

J




4. Ecrire une fonction Python gain moyen(N,n,p) qui simule N parties indépendantes et renvoie
une estimation de ’espérance du gain algébrique du joueur.

( . , . - . . )
Pour estimer l'espérance du gain algébrique du joueur, on calcule la moyenne des gains

observés sur le nombre total de simulations.

def gain_moyen(N, n, p):
somme = 0
for i in range(N):
somme += partie(n, p)
return somme / N

Remarque : d’apres la loi des grands nombres, lorsque N est grand, cette moyenne empirique
fournit une estimation de E(G).

-

Partie 11

2
Dans cette partie, on suppose que n = 3 et p = 3

13

5. Reconnaitre la loi de X, puis vérifier que : P(A) = 77

P
Avec n =3 et p = 2, la variable X (nombre de Pile) suit une loi binomiale :

2
X ~ - .
5(3.3)

L’événement A = < nombre de Pile pair » vaut A = {X =0} U {X = 2}, donc

P(A)zP(X:0)+P(X:2)=(%)3+<2> (§>2<%>:%+£: ;—?7’

6. Montrer que : G(§2) = {—30,—10, 0,20}, puis expliciter la loi de G.

(Si X est pair, G = 10X ; si X est impair, G = —10X.
Comme X € {0, 1,2, 3}, on obtient

G(Q) = {—30,-10,0, 20}.

La loi de G est :




7. Calculer I'espérance de la variable aléatoire G. Le jeu est-il favorable au joueur ?

(L’espérance vaut
1 6 12 8
E =0-——10-—+20-— —30- —.
(G)=0 5 0 o7 +20 5 30 o

Les termes en 20 et —30 se compensent (240 — 240), donc

60 20
E(G)=—==——
(G) 27 9
Ainsi
E(G) = —— euros < 0,

donc le jeu est défavorable au joueur.
-

Partie II1

Dans cette partie, on revient au cas général, ot n est un entier naturel non nul et p €]0, 1].

Celui qui tient le stand souhaite rendre le jeu plus attractif en affichant le slogan < A ce jeu, il y a
plus de gagnants que de perdants! >, et cherche donc les conditions nécessaires sur p et n pour que

son affichage ne soit pas mensonger.
Soit Y la variable aléatoire définie par :

Y = (-1)%.

Autrement dit, Y prend la valeur 1 lorsque X prend une valeur paire, et Y prend la valeur —1 lorsque

X prend une valeur impaire.

Y +1
8. On note Z = T+

(a) Déterminer Z(£2), puis montrer que Z suit une loi de Bernoulli de parametre P(A).

Ve

OnaY = (-1)¥ € {-1,1}, donc

Y +1
92

Z € {0,1}.

Plus précisément,
Z=1<+= Y =1 <= X pair <= A.

Ainsi, X suit une loi de Bernoulli de parametre P(A) :

Z ~ B(P(A)).

g

(b) Démontrer que : E(Y) =2P(A) — 1.

fComme Y =27 — 1, on obtient

Donc




9.

(a) Donner la loi de X.

e 2
Comme X est égale au nombre de Pile en n lancers indépendants, on déduit que X
suit une loi binomiale de parametres n et p soit

X ~ B(n,p), P(X =k) = (n>pk(1 —p)" " (0< k< n).

\§ J

(b) En déduire qu’on a également :

puis que : E(Y) = (1 — 2p)™.

s N
Comme Y = (—1)%, on obtient d’apres le théoréme de transfert :

B(Y) = S0P = 1) = Y0 )k - ot
Or .
2 (Z) () A-p)"F=0-p-p)"=01-2p)"
Donc
E(Y) = (1-2p)".

10. Exprimer alors la valeur de P(A) en fonction de n et p.

- 2
D’apres 4.b et 5.b :
2P(A) —1=(1-2p)".
Donc
1 1—2p)"
P(4) = + (1 —2p)
2
\ J
11. Démontrer que :
1 1
P(A)Z§ = p§§ OU < n est pair ».
\
(On “ 1 1 1—2p)" 1
P(A) > = «— + (1 =2) >- = (1-2p)">0
2 2 2
Donc :
— si n est pair, (1 —2p)™ > 0 pour tout p €]0, 1[;
— sin est impair, (1—=2p)" >0 <= 1-2p>0 <= p< %
Ainsi
1 1
P(A) > 3 = (p < 5) ou <n est pair).
. y

10



Partie IV

Le concepteur du jeu souhaite cependant vérifier que, tout en laissant son jeu attractif (c’est-a-dire

1
en faisant en sorte que P(A) > 5), son activité soit rentable pour lui, autrement dit que le jeu soit
défavorable au joueur (c’est-a-dire que E(G) < 0).
12. Exprimer G en fonction de X et Y. En déduire que :

E(G) =10 zn:(—n’f kEP(X =k).
k=0

(Par définition du jeu, |
_J 10X si X est pair,
] —10X  si X est impair,
donc
G =10XY = 10X (—1)*.
Par conséquent,
E(G) = 0E(XY) =10 ) _k(-1)*P(X = k).
k=0
Ainsi
E(G)=10> (-1)*kP(X = k).
k=0
. J
13. Démontrer que : Vk € [1,n], k(}) =n(}7)).
N

p
Pour k € {1,...,n},

14. Montrer que : E(G) = —10np(1 — 2p)"~ 1.

(En utilisant la loi binomiale de X et la question 9 :
EG) =10 (=1)%k( " )pF@a — p)n*.
(@) =103 (04 ()= p)
k=0
Le terme k = 0 est nul, donc

E(G) =103 (-Dfa(" ~ )pHa - ot
kE—1 '

k=1

On factorise np et on pose j =k — 1 :

E(G) = 10np Z(—l)k (Z : 1)}9"3_1(1 — p)ni-k-1)

11



7=0
Donc
E(G) = —10np(1 — 2p)" 1.
\ J
15. Démontrer alors que :
1 1
P(A)> - <= p< =
E(G) <0.
(On a: | |
P(A) > 3 < (p<3) ou (n pair),
De plus :
E(G) <0 <= —10np(1 —2p)" 1 <0 <= (1—2p)" ' >0.
Donc :
— si n est impair, alors n — 1 est pair, donc E(G) < 0 pour tout p €]0, 1[;
— si n est pair, alors n — 1 est impair, donc E(G) <0 <= p < %
N J
, 1
16. (a) Etudier les variations de la fonction f définie sur [0, 5} par :
1 n—1
Vo € 0,5 , fz) =2(1 —2x)"".
f N

Sur [O, %}, on considere

f(z) = z(1 — 2z)™".

Sa dérivée vaut

fliz) =1 =22)" '+ z(n—1)(1 - 22)"?(=2) = (1 — 22)"*(1 — 2nx).

Donc :
: 1
— fi(x) > 0six< 5,
. 1
— fi(x) <0siz> 5.
Aingi f est croissante sur [0, %], puis décroissante sur [ﬁ, %}, et son maximum est
atteint en
1
T =—.
2n
N\ J

(b) Pour une valeur de n fixée, comment le concepteur du jeu doit-il truquer sa piece (c’est-a-

1
dire quelle valeur doit-il donner a p € [0, 5} ) pour optimiser la rentabilité de son activité ?

On a
E(G) = —10n f(p),

donc la rentabilité du forain (qui vaut —E(G)) est maximale quand f(p) est maximale.

12



I1 doit donc choisir

(sur I'intervalle imposé [0, 3]).

Partie V

1
Le forain décide de fixer n = 2 et p = 1 En période estivale, il pense pouvoir compter sur la

participation de 200 clients dans la journée. Avant de se décider a installer son stand, il voudrait étre
certain, avec un risque d’erreur inférieur a 10%, qu’il gagnera plus de 100 euros dans la journée.
Pour tout entier ¢ compris entre 1 et 200, on note alors G; le gain algébrique du i-eme joueur. On
note aussi J la variable aléatoire égale au gain du forain sur toute la journée.

17. Pour tout entier i € [1,200], donner la loi de G;, et calculer son espérance et sa variance.

N
Icin:2etp:i. Pour un joueur :
1
XZNB 2,— .
(>3)
Alors
=)= (3) =2 pri—n=2.13_3 prroo- () =L
U \4/) 16 T 44 ¥ T \4) 16
La variable GG; (gain du joueur) prend donc les valeurs
A E Tk
PGi=9) 5| 5 |%
Dron 9 3 15
EG)=0-——-10-=4+20- — = —=.
(Gi) =0- 16 0 8+ 0 16 2
it 9 3 1 125
E(G?) =0 102 = +20%. — = =,
(G7) 16+< 0) 8+0 16 2
Donc )
125 5 225
V=FE(G* —E(G,)?>’=—""—- (=) ===
v(G) =BG - BGr =2 - (3) =|5
N J

18. Exprimer la variable aléatoire J en fonction des variables aléatoires G;. Démontrer alors que
E(J) = 500 et que V(J) = 11250.

-
Le gain du forain est I'opposé de la somme des gains des joueurs :

200

-> G
=1

En supposant les parties indépendantes :

E(J) = — %E(Gi) — 200 (‘2) _ [500].

i=1

13



Bt

19. Justifier que : P(J < 100) < P(|J — 500] > 400).

(Si J <100, alors
500 — J > 400 = |J —500] > 400.

probabilités :

P(J < 100) < P(|J — 500| > 400).

.

Donc l'événement {J < 100} est inclus dans {|J — 500| > 400}, et par croissance des

20. On admet que la variable aléatoire J vérifie I'inégalité (ot € > 0) :

V(J)

€2

P(lJ-E(J)[z€) <

9
Montrer alors que : P(J < 100) < o8

(On applique 'inégalité fournie dans 1’énoncé a J avec
e = 400, E(J) = 500, V(J) = 11250.

Alors
11250 11250 9

P(]J —500] > 400) < = = .
( 2 )< 4002 160000 128

Avec la question précédente :

9
P(J<1 < —.
(7= 100) < 128

.

21. Compte tenu de ses exigences de rentabilité, le forain peut-il installer son stand ?

P
On a
9 10

@ < m car 900 < 1280

100 euros. Oui, il peut installer son stand.
-

Ainsi, avec un risque d’erreur inférieur a 10%, le forain peut garantir un gain supérieur a

Exercice 3 : Etude d’un tétraedre

Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives: A(3; —2;2) ; B(6;1;5) ;

Partie A

1. Montrer que le triangle ABC est un triangle rectangle.

C(6;

-2 —1).

On a:
AB=(6-3,1—(=2),5-2) = (3,3,3),

AC = (6-3, —2— (—2), =1 —2) = (3,0, -3).

14



Le produit scalaire vaut

AB-AC=3-343-0+3-(=3)=9-9=0.

Donc les vecteurs 1@ et /@ sont orthogonaux et le triangle ABC' est rectangle en A.
(&

2. Soit P le plan d’équation cartésienne = +y + z — 3 = 0.
Montrer que P est orthogonal a la droite (AB) et passe par le point A.

P
Le plan P a pour équation
r+y+z2—-3=0,

donc un vecteur normal est
n=(1,1,1).
Or
AB = (3,3,3) = 3(1,1,1),

donc ﬁ est colinéaire a un vecteur normal a P, ce qui prouve que P est orthogonal a la
droite (AB) soit

(AB) L P.

De plus, le point A(3, —2,2) vérifie :
3+(=2)+2-3=0.

Donc

. J

3. Soit P’ le plan orthogonal a la droite (AC) et passant par le point A.

Déterminer une équation cartésienne de P’.

- a

Le plan P’ est orthogonal a la droite (AC'), donc un vecteur normal a P’ est

AC = (3,0,-3).
1 ? ) ) y
En prenant (1,0,—1) = -AC comme vecteur normal, une équation de P’ passant par
A(3,—2,2) est donc
(1,0,-1)-(z—3,y+2,2—2)=0.
Ainsi
(—3)—(2—2)=0 <<= z—2—-1=0.
Donc
’P’:a:—z—le.

. J

4. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A, droite d’intersection des plans P
et P’.

La droite A = P N P’ est 'ensemble des solutions du systeme

r+y+z—-3=0
r—z—1=0

15



On pose par exemple z = t. Alors

Donc une représentation paramétrique de A est

r=t+1, t+)+y+t—3=0=>y=2—2t.

r=1+1
A: Sy=2-2t (t € R).
z=1t
g
Partie B

5. Soit D le point de coordonnées (0 ; 4 ; —1).
Montrer que la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC).

(Avec D(0,4,-1),
AD = (=3,6,-3) = —3(1, =2, 1).
Or

la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC'). Donc

(AD) L (ABC).

.

AB - AD = 3(—3) +3(6) + 3(—3) = —9 + 18 —

9=0

AC - AD = 3(=3) +0-6+ (=3)(—=3) = =9+ 0+9 =0
AD est orthogonal & AB et 3 AC (qui forment une base du plan (ABC')), on en déduit que

6. Calculer le volume du tétraedre ABDC.

(Le volume du tétraedre ABDC vaut
1
V= 3 % A(ABC) x AD

car (AD) L (ABC).
Or le triangle ABC' est rectangle en A, donc

et

A(ABC)—-AB AC—— 3v3.3v2 = 2
De plus

AD = /(—3)? + 62+ (—3)2 = 3V6.
Ainsi
V= ; V6 +3v/6 = 2.
Donc
\Vappe = 27.|

B2+32+32=3V3, AC=32+02+(-3)2=

\/_

3v/2,

16




— T
7. Montrer que I'angle géométrique BDC' a pour mesure 1 radian.

-
On calcule

DB = (6,-3,6), DC = (6,—6,0).

Alors
DE-DC =66+ (~3)(~6) +6-0 = 5d.
De plus
IDB|| = v36+9+36=9, |DC| =36+ 36 = 6v2.
Donc o 1
cos(BDC) = =,
Do) = = 5B b
Comme 'angle géométrique est dans [0, 7], on obtient
== 7
BDC = —.
4

.

8. (a) Calculer l'aire du triangle BDC.

fL’aire de BDC vaut

—~9~6\/§-\/7_

A(BDC) = %DB DC - sin(BDO) = _ o7,

Donc

A(BDC) = 27.

&

(b) En déduire la distance du point A au plan (BDC).

Ve

En prenant (BDC') comme base du tétraedre :
Vaspe = %A(BDC) d(A,(BDCY)).
Avec Vappe = 27 et A(BDC') = 27, on obtient
27 = £ -27-d(A, (BDC)) = d(4, (BDC)) =3

Ainsi, la distance du point A au plan (BDC) vaut

d(A, (BDC)) = 3.

Exercice 4 : Autour d’une intégrale

Soient a et b deux entiers naturels. On définit :
1
Jap:x— 21— )b et I, = / fap(z)de.
0

1. Représenter graphiquement les fonctions fi; et fo; sur le segment [0, 1].
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(E')tude de fi1 Ona
fii(@) =2(l—z) =z — 2%, z € [0,1].
La fonction f;; est dérivable sur [0, 1], et
f{l(x) =1-—2z.

On a alors :

Tableau de variation de f; :

x 0 3 1

fia(2) + 0 -

fii()

\
/

0 0

1
)2

On en déduit que f;; est croissante sur [0 %,

’ N 1
égal a ; en & = 3.

} , décroissante sur [ 1}, et admet un maximum

Etude de foa1 Ona
fo1(z) = 2°(1 — x) = 2% — 23, z € [0,1].
La fonction fy; est dérivable sur [0, 1], et
fo1(@) = 2z — 32 = z(2 — 3a).

On a alors : 2
f£,1($):0<:>x:00ux:§_

Tableau de variation de fs; :

x 0 2 1
fo1(2) 0 -+ 0 —
4
27
fon(x)
0 / \ 0

On en déduit que fo; est croissante sur [O, %
’ 4 _ 2
égal a - en x = 3.

] , décroissante sur [%, 1} , et admet un maximum
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Représentation graphique

— fiilz) =z(1—x)
- fon(z) =2*(1 — =)

1]
4

\§

2. Justifier que le nombre I, est positif pour tout (a,b) € N2.

p
Pour tout (a,b) € N? et tout z € [0,1], on a
% >0, (1—2)">0,

donc f,5(z) = (1 — z)® > 0. Par intégration :

1
Ly = / 2%(1 — z)’dz > 0.
0

g

3. Calculer Iy, pour tout entier naturel n.

Soit n un entier naturel.

Jo,n:/olu—x)"dx: [_(1_*’”)”“]1: L

n+1 |, |[n+1]f

4. Soit (a,b) € N? tel que a # 0. Trouver une relation entre I,; et Io 1 i1

p
On effectue une intégration par parties sur [0, 1] avec u = z% et v/ = (1 — z)°.
1— b+1
On a alors v/ = az® et v = _(—x)’ d’ou
b+1
lL‘a(l . $)b+1 1 a /1 . )
Inp=|————F"—| + 2711 — )" da.
. { b+1 |, b+1), (1-2)

Le terme entre crochets étant nul, on obtient donc

a
ap=17—= 1o .
b=y ettt

\

5. En déduire que pour tout @ € N, on a :

al b
Vb e N lopy=——7-—.
€ P la+b+1)

15!
Proposition. Ya € N, Vb e N, [a,b = m
a !

Nous raisonnons par récurrence sur a.
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Initialisation (a = 0). Soit b € N. On sait déja que

1
Iypy=—.
b1
Or
0!'o! o1
O+b+1)! B+ b+1°
Donc o1l
Vb e N Iy = ———.
’ T (b +1)!
La propriété est vraie au rang a = 0.
Hérédité. Soit a € N. On suppose que
alb!
Vb e N ly=——7-—.
’ P (a+b+1)
Montrons que
(a+ 1)!0!
Vb € N, loj1p=——.
T A+ b+ 2)!

Soit b € N. En appliquant la relation trouvée précédemment avec a + 1 a la place de a, on

obtient 41
a
1, = —— T, p11.
+1b b1 b1

Par hypothese de récurrence (appliquée a b+ 1),

7 _al(b+1)!
a,b+1 — (a+b—i—2)'
Ainsi,
a+1 al(®+1)  (a+1)0

LT BT (at+b+2) (at+b+2)l

La propriété est donc vraie au rang a + 1.

Conclusion. Par récurrence sur a, on obtient

!
VaeN, VbeN, I=——"
" (a+b+1)!
\
6. Déterminer la limite de la suite de terme général
In+1,n+1
In,n .
P
On a
7 n!n! 7 _(n+ 1)
T 2n+ 1) mE T on + 3)1
Donc
[n+1,n+1 o (Tl + 1)2 . n+1
Inn  (2n+3)2n+2) 2(2n+3)
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Par passage a la limite,

T In+1,n+1 o 1

n—-+o0o In,n 4 ’

7. Soit (u,) une suite réelle et ¢ un réel. Donner la définition, avec quantificateurs, de

lim wu, = /4.
n—-+o0o

n—-+4o0o

[ lim u,=¢ <= Ve >0, INeN, YVneN n> N = |u, — (| < e.

8. En déduire I'existence d'un rang ng tel que pour tout n > ng on ait :

In+1,n+1

<
[n,n

DO | —

-

I 1 1
T —, en prenant € = T il existe ng € N tel que pour tout n > ny,

C
omme I 1

[n+1,n+1 1
Hie 4

I 1
Alors —Abntl —, donc

Ly 2

I, 1
dng € N, Vn > ny, %Si

9. En déduire que pour tout n > ng on a :

1

0,10 2_n

In,n S 20 In

1

Démontrons par récurrence sur n > ng la proposition P(n) : I, < 2™ I, ,, o
Initialisation

Pour n = nlo :
2m0 [

0,10 ﬁ
Hérédité
Soit n € N avec n > ng. Supposons la propriété vraie a 'ordre n.
Pour tout n > ng, on a

= Ingng €t Lngng < Ingm, donc P(ng) est vraie.

1
In+1,n+1 S _[n,n~

Par 'hypothese de récurrence, on obtient

i 1 1
[n+1,n+1 < 52 o7 —=2" ]no,no W

no,no 271

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
Conclusion

1
‘v’n Z nyo, In,n < 2n0[n0,

= no 2_71,
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10. Déterminer un équivalent de In (2 1) lorsque n tend vers +o0.
n

-
2 1
On écrit In n =1In(1-— .
2n + 1 2n + 1

Or,siu, — 0, In(1—wu,)~ —u,. Avecu, = , on obtient
n—-+o00 2n+1

) 2n 1 1
n ~ — ~——
2n +1 2n + 1 2n

-

11. En déduire la limite de exp((2n +1) ln( ) ) lorsque n tend vers +o0.

2n +1

P
n
Posons a,, = (2n + 1) ln( ) . D’apres la question précédemment, a,, —
2n+1 n—+4-o00
Par continuité de 1’exponentielle, exp(ay,) = e~!. Donc
n—-+00

lim exp((Zn +1) 111(2311) ) =et

n—-+o0o

g

12. On admet 1’équivalent suivant (dit de Stirling) :

n

n!l ~n"e "V2mn.

En déduire un équivalent de 4"1,,,, et de I, ,, puis la limite de la suite (4"1,,,,).

| (n))?

Avec la formule établie a la question 5, on a pour tout n ¢ N [, ,, = ————.
’ (2n+1)!

Par la formule de Stirling,

n! ~n"e "V 2mn, (2n +1)! ~ (2n + 1) e~ Cr D, /27(2n + 1).

Ainsi

ST, o dn n?"e~2"(2mn)

’ (2n + 1)2n+le=Cn+), /27(2n + 1)

4nIn,n -~ 2mne 1 < 2n >2n .

,/27T(2n_|_1).2n+1. !

2n
2n
Or, d’apres la question 11 (et donc aussi avec 'exposant 2n), < ) —>+ et
n—-+0oo

On réécrit :

2n +1
Apres simplifications, il reste

e 2mn NS
2n+1)\/2r(2n+ 1) 20’

Donc

— et en particulier lim 4"1,, = 0.

~Y
’ 2\/5 n—+00

On a enfin

I VT
24 /nan |
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