LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 A. WASSFI

Liste d’exercices n°21 Intégration

Exercice 1.
t+7

242t -3
2. Trouver deux réels a et b tels que pour tout t € D, on ait

1. Donner le domaine de définition D de la fonction ¢t —

t+7 a b

2 4+2t—3 t—1+t+3‘

3. En déduire la valeur de l'intégrale suivante :

0
]:/ idt
L1242t —3

Exercice 2. Trouver une primitive de la fonction suivante :

1
Vr—T1++vVz+1

T +—

Exercice 3. Calculer les intégrales suivantes.
1. / cos?(2t)dt 3. / cos®(t) sin (¢)dt
0 0
2. / sin®(¢)dt 4. / cos?(t) sin*(t)dt
0 0
Exercice 4. Soit f une fonction continue sur R et soit G la fonction définie sur R par :
1 CC2+].
Giars 5/ (1)t
z—1

Montrer que la fonction G est de classe C! sur R et calculer sa dérivée.

Exercice 5. Pour x > 0, on pose

. t
I(m):/ .
e LHE+ 2488

1. Montrer que la fonction I est définie et de classe C' sur ]0, +00].

2. Calculer I'(x) et en déduire une expression simple de I(x) pour tout = > 0.

Exercice 6. On introduit sur R* la fonction

1. Prolonger f par continuité en 0.

2. Montrer que f est de classe C! sur R.



Exercice 7. Calculer, si elle existe, la limite suivante :

1 S
I dt.
;Ei;p_1/1 1+

Exercice 8. Calculer les intégrales suivantes.

1
1. / e dr
0

1
2. / e “sin(z)dx
0

1
3. / t* arctan(t)dt
0

Exercice 9. Trouver une primitive des fonctions suivantes.

1
_——
. 22 +2x+5
2. tr—>sm(\/f) 5.(a) t— V112

3. t — tin(t). (b)  +— V9 — 4a?

1. z+— In*(2) 4

Exercice 10. Soit f : R — R une fonction continue sur R. Soit F' une primitive de f sur R.

1. Supposons que f est impaire. Montrer que F' est paire.
2. Supposons que f est paire. Montrer que F' est impaire si et seulement si F'(0) = 0.
3. Supposons que f est T-périodique avec T' > 0. Montrer que F' est T-périodique si et seulement

T
si F(T) = F(0) (ce qui équivaut a dire que / f(z)dx = 0).
0

Exercice 11.
Considérons les intégrales suivantes :

B B cos(t) . B B sin(t)
C_/O cos(t)—i—sin(t)dt t S_/O cos(t)+sin(t)dt

1. A l'aide d’un changement de variable affine, montrer que C' = S.
2. Calculer C'+ S, puis en déduire les valeurs de C' et de S.

3. Considérons l'intégrale suivante :

I /1 dt
otV
(a) Vérifier que l'intégrale I est bien définie.
(b) A T'aide d’un changement de variable, calculer I'intégrale I.

Exercice 12. Calculer les intégrales suivantes.
3T
ax .
3 / _ sinl@)
= 34 2cos(2z)
On pourra faire le changement de variable u = cos(x).

2 / P_oosle)
o 3+ 2cos(2z)

On pourra faire le changement de variable u = sin(x).



Exercice 13. Calculer les intégrales suivantes.
1 3
t
1 / A
1+t

i1 0
2. / ’ —d@ avec le changement de variable ¢ = tan :
o 1+sin(6) 2

/ +1
/ vl da:' avec le changement de variable u = T
x J—

Exercice 14. Soit f une fonction continue sur [0; 1]. Pour tout tout entier naturel n, on pose :

1
In:/o 2" f(x)dx.

Montrer que lim [, = 0.

n—-+00

Exercice 15. Soit f : [a,b] — R une application continue telle que

[ el = [ 1)

Exercice 16. Calculer les limites, si elles existent, des suites (u,)nens €t (v, )nen+ définies par :

. 1 — . km
1. ‘v’nGN,un:Estm(%);
k=1
2. Vn e N* v —sin(z>2n: 2 + cos k:_7r 2
* sy Yn T n ’]’L .

k=1

Montrer que f garde un signe constant sur [a, b].

a

1 |
Exercice 17. A l'aide du changement de variable y = —, calculer / % dz (a > 0).
x 1 x?

a

Exercice 18. Soit f : R — R une fonction continue, et ¢ : R — R la fonction définie par

o(x) = / sin(x —t) f(t)dt  pour tout = € R.
0
1. Montrer que ¢ est solution sur R de I’équation différentielle
(B) : ' +y = f(a)

2. Déterminer toutes les fonctions réelles solutions de (F) sur R.



Exercice 19. Dans cette partie on pose, pour z € R,

10.

o = [ pi= [
Calculer ¢(0), p(1) et p(2).

Sans utiliser de dérivée, montrer que ¢ est croissante sur R, .

Montrer que si x et y sont dans R, avec z <y :

|W@—¢@ﬂﬁé(ﬁ—ﬁﬁﬁ§y—m

. En déduire que ¢ est continue sur R, .

Montrer que pour z > 0, on a

1 t]j
1—g0($):/ dt.
o 1+t

dt, en déduire que

T

1+t

1
En majorant l'intégrale /
0

lim ¢(z) = 1.

T—r+00

A Paide d’une intégration par parties, montrer que pour x > 0 :

()—1+ /1 r dt
YT ey

Déterminer la pente de la demi-tangente au point d’abscisse 0 pour la courbe représentant .
Esquisser I'allure de la courbe représentant ¢ sur [0, 4+00].

En utilisant I'expression de la question 6) et une intégration par parties, trouver un équivalent
de p(x) — 1 au voisinage de +o0.

Exercice 20. Pour tout entier n > 1, on pose

"1
S, =) —.

. En comparant ’aire sous la courbe d’équation y = f(z) avec l'aire des rectangles de hauteur

f(k) sur [k, k + 1], montrer que pour tout entier k > 1 :
k1

fk+1) < i (z) do < f(k).

. Etablir les inégalités

nt1 n n
JERCIEED WICENCIEY RS

En déduire un encadrement explicite de S,, en fonction de y/n, puis conclure que S,, ~ 24/n.

De la méme maniere, montrer que, pour « €0, 1] :

n j et

1 n

—_— Y

ke 1—a
k=1




