LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 A. WASSFI

Corrigé de la liste d’exercices n°21 Intégration

Exercice 1.
1. La fonction est bien définie si t? +2t —3 # 0, i.e. si t ¢ {1,—3} donc D =R\ {-3,1}.
2. Pour tout t € D, on a
t+7 a b t+7 (a+Db)t+3a—0b

= = = S t47 = b)t+3a—b.
Pr2-3 (-1 113 £120-3 242t -3 +7 = (a+b)t+3a

Par identification, on en déduit
a+b =1 el a = 2
3a—b = 7 b = -1

3. D’apres la question précédente, on a

O t4+7 0 2 1
I= [ —T % - Sl
/_2t2+2t—3 /_z(t—l t+3>

Par linéarité de I'intégrale, on en déduit

I= 2/2 n Citl—/_Q " jlf?) = 2[In(|t—1])]%,—[In(]t+3])]°, = —21In(3)—In(3) = —31In(3).

1

Vr—1++vVz+1

WVr+l—-vVr-1 Va+l V-1

S or+l—(z—1) 2 2

(z+1)2 — (z—1)2
3

Exercice 2. La fonction f:z est définie sur [1, +o0].

On a pour tout = > 1, f(z)

Une primitive de f sur [1, +00| est alors F': x +—

Exercice 3.

4t) + 1
—COS( 2) i donc par linéarité de I'intégrale, on obtient :

T 1 [ 1 [ 1 [sin(4t)]”
/ cos?(2t)dt = —/ cos(4t)dt + —/ dt = - sin(4t) +I-Z
; 2 J; 2/, 2|74 |, 2 2

1. Pour tout ¢ € R, on a cos?(2t) =

2. On a pour tout t € R,

3sin(t) — sin(3t)

_li (2i sin(3t)—6i sin(t)) = 1

it _ ot 3 1 ' ‘ ‘ '
sin3(t) — (—> — _5(63115_36%_’_367225_673115) —
1 1

Par linéarité de I'intégrale, on obtient :

[t =2 [amat [anni= 3o [-5E0) 31



3. On a pour tout t € R,

it —it\ 3 it —it\ 4
cos®(t) sin*(t) = (6 +26 ) (6 2; )

1 .
— 128( 3“—{—36”—}—36 Zt—i—@ 37,t>( 44t 4€2zt+6 de~ 21t te 4zt)

= %8(2 cos(7t) — 2 cos(bt) — 6 cos(3t) + 6 cos(t))

1
64(cos(7t) — cos(ht) — 3cos(3t) + 3cos(t)).

Par linéarité de I'intégrale, on obtient

/07r cos’(t) sin*(t)dt = 6i4 (/07r cos(7t)dt — /07r cos(5t)dt — 3 /07r cos(3t)dt + 3 /07r Cos(t)dt>
g (5] - [0 -2 st
= 0.

0 0

Autre méthode :

/07T cos®(t) sin*(t)dt = /Og cos®(t) sin*(t)dt + /7r cos® (1) sin (¢)dt.

™

2
Dans la deuxieme intégrale, on réalise le changement de variable u = m — t et on obtient
%

[fﬂ cos®(t) sin*(t)dt = — /TO cos®(m — u) sin (7 — w)du = / — cos?(u) sin’ (u)du

0

=— /2 cos®(u) sin® (u)du
0

donc/ cos®(t) sin(t)dt = 0.
0

4. On a pour tout t € R,

it —it\ 2 / it —it\ 4
9 4 e’ +e e’ —e
t t) =
cos”(t) sin*(t) ( 5 ) < 5; )
1

— a(62’it + 2 + e*?ilﬁ)( 4it — 4e 2it + 6 — 4672% 4 674it>
1

= a(? cos(6t) — 4 cos(4t) — 2 cos(2t) + 4)
1 1 1 1

= 33 cos(6t) — 1 cos(4t) — ) cos(2t) + 6

Par linéarité de I'intégrale, on obtient

T 1 [7 1 1 [7
/ cos?(t)sin*(t)dt = — [ cos(6t)dt — — [ cos(4t)dt — —/ cos(2t)dt + — [ dt
; 32/, 16 16
1 [sin(6t)]" 1 sm(4t) 1 [sin 2t) L
o326 |, 16 4 |, 320 2 |, 16
7T

16



T

Exercice 4. Soit F' la fonction définie sur R par F(x) = / f(t)dt. Puisque f est continue

sur R, d’apres le théoreme de 'analyse, F' est 'unique primoitive de f qui s’annule en 0. En
particulier, pour tout z € R, F'(z) = f(z) et puisque f est continue sur R, on en déduit que F
est de classe C! sur R.

D’apres la relation de Chasles, on a pour tout z € R,

1

Glz) = %/_ F(#)dt = % (/0 f(t)dt—/:_ f(t)dt) _ %(F@;un Pz —1).

La fonction G est de classe C! sur R comme composée de fonctions de classe C! sur R et pour
tout z € R,

fla—1)

Q) = %(QxF/(xz 1) = Fle—1)) = %(Qxf(xz F1) = flo—1) =af@+ 1) - 1

Exercice 5.

1. On considere ;

) L —

= e

Pourt > 0,onal+t+t*+t*=(1+1¢)(1+¢*) > 0, donc ¢ est continue sur |0, +o0|.
Pour z > 0, les bornes 1/x et x appartiennent a ]0, +o00[, et I'intégrale f1m/a; ©(t) dt est
bien définie (au sens des intégrales orientées).

De plus, les fonctions a(x) = 1/x et b(z) = x sont de classe C' sur ]0,+o00[, et ¢ est
continue sur |0, +oo[. Par la formule de Leibniz (dérivation d’'une intégrale & bornes
variables), I est de classe C! sur ]0, +o00] et

I'(@) = o(b(a)) ¥(z) — pla(a)) d'(z) = o(z) - o(1/2) (——) — o)+

2. Soit x > 0. Calculons p(1/z) :

(1)) 1/x 1/x x?
€T) = e — .
7 1+1/z+1/22+1/23 (¥4 22+2x+1)/22 2>4+22+x+1

Alinsi,
p(l/x) 1 B 1
2 B+ai+ar+l l+a+a?+ad
D’autre part,
(1) = T——
7 l+a+a?+a3
On en déduit
x 1 1+

I'(x)

l+z+a?24+23 1+x+224+23 14+z+22+23

Orl+z+2*+2°=(1+2z)(1+2?), donc

I'(z) =

1422

Par intégration,
I(x) = arctan(x) + C.



1
Comme [(1) = / @(t) dt = 0, on obtient
1

0:arctan(1)+C:%+C = (C=-

Finalement, pour tout x > 0,

I(x) = arctan(x) — % :

Exercice 6.

1. Si z > 0, alors pour tout ¢ € [z,2x] on a e® < e! < e**, donc
2x 2x t 2x
[T [ [T

e In2 < f(x) <e* In2.

c’est-a-dire

En faisant tendre x — 0 on obtient f(z) — In2. De méme, si z < 0, en écrivant
I'intégrale comme intégrale orientée on obtient également f(z) — In2 lorsque z — 0~.
On prolonge donc f par continuité en posant

f(0)=1n2|

t
e
2. Sur R?, la fonction ¢ — — est continue donc admet une primitive F. Alors, pour z > 0,

f(x) = F(22) = F(z),

) N 1 *
d’ou f est C* sur RY et

T 2x T

2 e e*r — ¢

i) = 2P (20) ~ Fle) =25~ & = ©

Un raisonnement identique vaut sur R* , donc f est C! sur R* et

Va # 0, fl(z)=—— |

Enfin,
e’ (ez — 1) 1

€T z—0

fx) =
donc f” se prolonge par continuité en 0 en posant f'(0) = 1. On conclut que f ainsi
prolongée est de classe C! sur R.

T 2 t2
Exercice 7. Posons pour tout x € R, F(z) = / P dt. Puisque la fonction f : ¢ — e
1

est continue sur R, d’apres le théoreme fondamental de ’analyse, F' est I'unique primitive de f
sur R qui s’annule en 1, i.e. pour tout z € R, F'(z) = f(x) et F(1) = 0.

On alors e . -
lim / C gt =i T@ 2 FQ) F'(1) = f(1) = %
1

=1 — 1 1+ t2 z—1 z—1




Exercice 8.
1
1. Soit [:/ r2e3de.
0

On réalise une intégration par parties en posant u(r) = 23,v'(z) = €3*, v/ (z) = 322, v(x) =

1 1 1 63 1
I = [—x3e3x} —/ r2etdr = — —/ 23t dr.
3 0 0 3 0

On réalise une nouvelle intégration par parties en posant u(z) = z2,v'(z) = ¥, u/(z) =

1 .
ge‘s‘” et on obtient

1
2z,v(z) = ge?’x et on obtient

31 Lot 2 [!
I:e—— _:L,2€3$ ‘I’_/ :L‘e?’””dx:—/ [E@Szdl’.
3 3 0 3 0 3 0

Enfin, on effectue une derniere intégration par parties en posant u(z) = z,v'(x) =

1
3/ (z) = 1,v(z) = 563” et on obtient

211 9 g 2 2 2 2 2 4 2
I:— - 3z _Z _Sxd :_3__ 3:1:1:_3__3 _:_3 =
3{3:’56 L 3/0 T ge 27[e b o T T Tt Ty

1
2. Soit [:/ e “sin(z)dz.
0

On réalise une intégration par parties en posant u'(z) = e %, v(x) = sin(x),u(x) =
—e *,v'(x) = cos(x) et on obtient

1 1
I = [—sin(z)e ™)) + / e~ cos(x)dr = —sin(1)e ' + / e * cos(x)d.
0 0

On effectue une nouvelle intégration par parties en posant v'(x) = e, v(z) = cos(x), u(x)
—e " v'(x) = —sin(z) et on obtient

I = —sin(l)e” ' 4 [—e “cos(z)]p — /0 e " sin(x)dr = —sin(1)e ™ —e tcos(1) +1—1
d’ou

2] =1 — e *(cos(1) +sin(1))
1 — e !(cos(1) + sin(1))

5 :

et finalement [ =

1
3. Soit ]:/ t* arctan(t)dt.
0
On réalise une intégration par parties en posant u'(t) = t* v(t) = arctan(t),u(t) =
t3
3

1
V() = e et on obtient

[ = [tarctan(t) 1_1/1 r dtzl_lfl P
5 |, 3)o1+2" T 12 3), 1+£2




"1+ t2 1+t
par linéarité de 'intégrale, on obtient

Loy3 1 Loy 210 1 1—In(2
/ dt:/ tdt—/ dt=|=| — [=In(1+#?) _1-l@
o 1+12 0 o 1+1t2 2], |2 0 2

, 3 2 1 ¢
Par ailleurs, pour tout ¢ € [0, 1] =1x =t(1- =t— e donc

donc

Exercice 9.

1. D’apres le théoreme fondamental de l'analyse, la fonction F' : x +— / In®(t)dt est
1

I'unique primitive de x +— ln2(x) sur RY qui s’annule en 1.
On effectue une intégration par parties en posant u(t) = In(f),v'(t) = In(t),u'(t) =

1
o v(t) = tIn(t) —t et on obtient pour tout x € R,

F(z) = [n(t)(tn(t) — )] — /lx(ln(t)—l)dt

= In(x)(zIn(z) —z) — /13: In(t)dt + = —1

= zln(z)(In(z) — 1) — [tIn(t) — ¢ + = — 1

= zlhn(z)(In(z) = 1) —zhn(z)+z—-1+2—1
= zln(z)(In(x) — 2) 4+ 22 — 2.

2. D’apres le théoreme fondamental de I'analyse, la fonction F' : z — / sin(V/t)dt est
0

I'unique primitive de z — sin(/x) sur R qui s’annule en 0. On effectue un changement
de variables en posant u = v/t < t = v d’ou dt = 3u?du. On obtient pour tout z € R,

yz
F(z) = 3/ u? sin(u)du.
0

On effectue une intégration par parties en posant z(u) = u? y'(u) = sin(u),z'(u) =
2u, y(u) = — cos(u) et on obtient pour tout z € R,

2 % % 2 3 %
F(z) = 3[—u” cos(u)]y " + 6 wcos(u)du = —3z3 cos(/x) + 6 u cos(u)du.
0 0

On effectue une nouvelle intégration par parties en posant x(u) = u,y'(u) = cos(u), ' (u) =
1,y(u) = sin(u) et on obtient

2 3 % 2 3
F(z) = =325 cos(/z)+6[u sin(u)]a/E—G/O sin(u)du = —3x3 cos(/x)+6+/z sin(/r)—6[— Cos(u)](}/5

d’oft pour tout x € R, F(x) = —3x3 cos(/z) + 6/Z sin(Y/z) + 6 cos(/x) — 6.
3. D’apres le théoreme fondamental de l'analyse , la fonction F' : z — / tIn(t)dt est
1
I'unique primitive de z — zIn(z) sur R qui s’annule en 1.

1
On effectue une intégration par parties en posant u(t) = In(t),v'(¢t) = t,u/(t) = T v(t) =
2
o) et on obtient pour tout x € R7.

F(z) = {tg lg(ﬂj - /lx Lt = ©*In(r) _ {ﬁr — %2(2111(:17) —1)+ i




4. Pour tout z € R, 2% + 2x + 5 # 0 car le discriminant de ce trindme du second degré est
1

22 4+2x+5
La fonction f est continue sur R donc d’apres le théoreme fondamental de ’analyse, la

fonction F' : x — /

strictement négatif. Posons pour tout réel z, f(z) =

est I'unique primitive de f sur R qui s’annule en 0.

2 + 2t 5
v dt 1 [* dt
On a pour tout z € R, Fi(z) = —_— = — —_—.
P (@) /0 (t+1)2+4 4/0 (B2 41
t+1 t
On effectue un changement de variable en posant u = =5 d’ou du = 5 ou encore
dt = 2du et on obtient pour tout x € R,
x+1
1 [ 2du 1 221 arctan(t) — arctan(3)
F(z) = 1[ Tl 2[arctan( )]%2 = 5 :

5.(a) La fonction f : x — /1 —2? est continue sur [—1,1]. D’apreés le théoreme fon-
damental de lanalyse, I'unique primitive de f sur [—1,1] qui s’annule en 0 est

F:x|—>/ V1 —t3dt.

0

On effectue le changement de variable u = arccos(t) < t = cos(u) d'ou dt =
— sin(u)du.

Ainsi, on a pour tout x € [—1,1],

arccos(z) Z
Pa)= [ Vi fusintda = [* i) sin(u)da
arccos(z)

us

Or, pour tout z € [—1 ] arccos(z) € [0, 7] et pour tout u € [0, 7],sin(u) > 0 donc
sm2( ) = |sin(u)| = sin(u) d’ou pour tout x € [—1,1],

ME]

z .9 1 (2 T 1 1. .
F(z) = sin“(u)du = = (1—cos(2u))du = ——— arccos(z)——[sin(2u)]
arccos(z) 2 arccos(x) 4 2 4

arccos(z)
d’ou

1 1 1 1
F(z) = iz sin(2 arccos(x))—§ arccos(z) = Tiz sin(arccos(x)) cos(arccos(x))—§ arccos(z)

4 4 4 2
1 1
donc finalement pour tout z € [—1,1], F(z) = % + §:U\/1 — 2% — 5 arccos(x).
9
(b) La fonction g :  — v/9 — 422 est définie si 9 —42? > 0 & 2% < — TR [-3,3).
Ainsi, g est définie et continue sur [—2,3] et d’apres le théoréme fondamental de

I’analyse, G : x +— / V9 — 4t2dt est 'unique primitive de g qui s’annule en 0.
0

On a pour tout = € [—% % = 3/ 11— —t2dt On effectue un changement

de variable en posant u = gt d’ou du = 3dt puis dt = §du et on obtient pour tout

= [—%,%],

5o 2 or 3 4.9 2
G(z) = 2/3 vl—u2du— (3x):—ﬂ+—x 1——x2—zarccos(§x).

Exercice 10.



1. Supposons que f est impaire.
Posons pour tout x € R, G(z) = F(x) — F(—x).
La fonction G est dérivable sur R (car F' 'est) et on a pour tout = € R,

G'(x) = F'(z) + F'(=z) = f(z) + f(=2) =0
car f est impaire.

Ainsi, G est constante sur R donc pour tout z € R,G(z) = G(0) = F(0) — F(0) =0
donc pour tout x € R, F(—x) = F(z), ce qui implique que F' est paire.
2. Supposons que f est paire.
Posons pour tout x € R, G(z) = F(z) + F(—x).
La fonction G est dérivable sur R (car F' 'est) et on a pour tout z € R,

G'(z) = F'(z) = F'(=z) = f(z) = f(-2) = 0

car f est paire.

Ainsi, G est constante sur R donc pour tout z € R, G(z) = G(0) = F(0)+ F(0) = 2F(0)
i.e. pour tout z € R, F(x) + F(—xz) = 2F(0).

On a donc les équivalences :

Fest impaire < Vo € R, F(x) + F(—x) =0« F(0) = 0.
3. Suppsons que f est T-périodique.
Posons pour tout z € R,G(z) = F(x +T) — F(x).
La fonction G est dérivable sur R (car F' 'est) et on a pour tout z € R,

Gx)=F(z+T)-F(x)=f(zx+T)— f(z) =0
car f est T-périodique.
Ainsi, G est constante sur R donc pour tout = € R,G(z) = G(0) = F(T) — F(0), i.e.
pour tout z € R, F(x +T) — F(x) = F(T) — F(0).
On a donc les équivalences :

t
}%ﬁfmwmmw®W£th#ﬂeﬂ@:0©F@%ﬂ®:0®/fumhﬂ.
0

Exercice 11.
1. Tout d’abord, notons que les deux intégrales sont bien définies car pour tout ¢t €
[0, 7], cos(t) +sin(t) # 0. En effet, on a
: : T T T
cos(t)+sin(t) = 0 < cos(t) = —sin(t) < cos(t) = cos <§ + t> St= §—|—t[27r] out = —E—t[QTF]

d’on t = —%[r], ce qui est impossible pour ¢ € [0, 7].

Posons le changement de variable u = g—t d’out du = —dt dans l'intégrale C'. On obtient

C':_/O cost — v du =

2 sin(u) B
= cos(y —u) +sin(§ — u) /0 sin(u) + cos(u) du = S.

% cos(t) + sin(t)
cos(t) + sin(t)
0L0:5®mg:0+5:xnmuczsz

dt

I
o\
(VB
QL
Py
I
[

2. Par linéarité de l'intégrale, on a C' + S = /
0

™
1 .



3. (a) Tout d’abord, t — /1 — 12 est bien définiesi 1 — 2 >0 t2 <1t e [-1,1].

Par ailleurs, vérifions que pour tout ¢t € [—1,1],t + 1 —t>#0. On a
2 _ 42 21 V2
t+V1i—t2=0=>V1-2=—-t=1-t"=t>=1t :§:t:i7.
V2

2
Or, pour t = \/7_,25—1—\/1—152 =2 # 0 et pour t = —T,t—l-\/l—tQ = 0 donc
la fonction t — /1 — 2 est définie sur [—1,1] \ {—‘/75} A fortiori, elle est définie et

continue sur [0, 1] donc l'intégrale I est bien définie.
(b) Posons u = arcsin(t) < t = sin(u) d’ott dt = cos(u)du. On obtient

[ME]

du = du =

cos(u) 3 cos(u) 3 cos(u)

= /o sin(u) + /1 — sin®(u) o sin(u) + /cos?(u) o sin(u) + |cos(u)|

Or, pour tout u € [0, 7], cos(u) = 0 donc | cos(u)| = cos(u) donc I = C' = %

Exercice 12. Tout d’abord, notons que les deux intégrales de cet exercice sont bien définies

3
car pour tout réel x,3 4+ 2cos(2x) = 0 < cos(2z) = ~3 ¢ [—1,1], ce qui est impossible.

T sin(a) F sin(a)
1. Ona/ %dax:/ S
=~ 3+ 2cos(2x) 1+ 4cos?(x)

4
On pose u = cos(z) d’ou du =

/34Ir sin(x /_ _/
z 3+2cos N 1+4u2* _v2 1+ (2u)?

On pose maintenant ¢t = 2u, d’ou dt = 2du et on obtient

3 . V2
1 dt 1
A _sin@) 1 | = slavetan(0)]2, = arctan(v2)

ENE]

sin(x)dx et on obtient

SN

3+ 2cos(22) 2 ) pz1+t2 2

car arctan(—+/2) = — arctan(y/2) par imparité de arctan .

cos(x) cos(z)

i I
2. O ————dx = ————dx.
na/o 3 + 2 cos(2) ’ /0 5 — 4sin?(z) ’

On pose u = sin(x) d’ou du = cos(x)dx et on obtient

/Z cos(x / du
0 3—|—200$ 5 — 4u?’

V3 1 B 1

1

Or, pour tout u € [0, %], on a

donc

/1I cos(z) dr - 1 /\f du N /\éE du
o 3+ 2cos(2x) 25 \Jo VB+2u Jo VB—-2u

V2

= % B ln(\/g—f-Zu)} 02

In(v5 + v2) — In(v/5 — V2)
4v/5 '

SN

- B In(vV5 — 2u)]

0

1
5—4u? (\/_—Qu)(\/_—i-Qu) :2\/5 (\/3+2u+

\/5—2u

)



Exercice 13.
1. Notons que l'intégrale est bien définie car pour tout ¢t € R, 1 + ¢ +t* > 0. La fonction

£ b
— T e i est impaire donc /1 mdt =0.
2. Notons que pour tout ¢ € [0, Z], 1 +sin(#) # 0 donc l'intégrale est bien définie.
1 1 2dt
Posons t = tan(£) d'ou dt = 2(1 + tan?(4))do = 5(1 +t%)dh, i.e. df = Tt

On sait qu’alors sin(f) = e (cf. TD Trigonométrie) et on obtient

V3 V3

[ w2 =t ot
o 1+sin(0) 0 HtQ 1+t2—|—2t o (141)? L+t],

d’ou
! 1 3+vV3-3
/ — dI=2|1—-—— | =2x V3 =v3-1.
o 1+sin(f) 1+ 3+3 1+f
. r+1 oo -
3. La fonction z — est définie sur | — oo, —1]U|1, +o0[. En particulier, elle est
x J—
définie et continue sur [2, 3] donc I'intégrale est bien définie.
1 1 1 2
Posons u = 4| -t~ = 12 = 2 S @-Nul=x+1=z= U one
x—1 x—1 u? —1
2u(u? — 1) — 2u(1 + u?) 4
dz = du=———" g
' (w12 o
et on obtient
3 V2 2 V3 2
1 4
[ e [T [T
s Va—1 V3 (u?—1)2 V3 (u?—1)2
Réalisons une intégration par parties en posant z(u) = u,y' (u) = Lz,x’ (u) =

1
Ly(u) = —2(— et on obtient

u? —1)
/3 x+1da; _oal e u \/g_,_l/\/g du
, Vo—17 2 —1)] 5 2J)ys ur—1
V3
= 2 —£+\/§+1/ SRR
2 2)p \u—1 u+1

= 22— VB4 [In(u—1) —In(u+1)]¥2
= 2V2-V3+m(vV3-1)—In(v3+1) —In(vV2 - 1) + In(v/2 + 1).

Exercice 14. On sait que f est continue sur le segment [0, 1]. D’apres le théoreme des bornes
atteintes, la fonction f est bornée sur le segment [0, 1] donc il existe un réel positif M tel que
pour tout z € [0,1],|f(z)] < M. On a alors pour tout n € N,

1 1 1 g1l M
0< |1, = / 2" f(x)dx g/ x"|f(x)|dx<M/ adr =M = :
0 0 0 n -+ 1 0 n -+ ].
Or, lim =0
n—+oo N + 1
D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que hrn |I,,| = 0, donc hI_P I, =0.
n—-+ n—-+0oo

“f



Exercice 15. e / f(z)dz > 0, alors 'hypothese implique que / f(z)dz = / |f(z)|dz

d’ou par linéarité de l'intégrale / (|f(z)| = f(x))dz = 0.

Or, pour tout x € [a,b], f(z) < |f(x)| donc |f(z)| — f(z) > 0. Par ailleurs, la fonction x
|f(z)| — f(x) est continue sur [a,b] car f et la fonction valeur absolue le sont.

La fonction x — |f(x)| — f(x) est donc une fonction continue sur [a,b], & valeurs positives et
d’intégrale nulle sur [a, b]. On en déduit qu’elle est identiquement nulle sur [a, b], i.e. pour tout

x € [a,b],|f(x)| — f(z) = 0 d’ou pour tout x € [a,b], f(z) = |f(z)].

A fortiori, la fonction f est positive sur [a, b].

b
e Si / f(z)dz < 0, alors I'hypotheése implique que —/ f(z / |f(x)|dz d’ou par

linéarité de l'intégrale / (|f(z)| + f(x))dx = 0.
Or, pour tout x € [a,b], f(x) = —|f(z)| donc |f(z)| + f(z) =0

Comme dans le premier cas, la fonction = — |f(z)| + f(x) est une fonction continue, a valeurs
positive et d’intégrale nulle sur [a,b]. Elle y est donc identiquement nulle, i.e. pour tout x €

[a, 0], [f(z)| + f(z) = 0, dott pour tout z € [a,b], f(x) = —[f(z)]
A fortiori, la fonction f est négative sur [a, b].
Dans tous les cas, la fonction f garde un signe constant sur |[a, b].

Exercice 16.

1. On a pour tout n € N*,

oﬁa:O,bzletf:wasin(gx).
On reconnait une somme de Riemann et puisque f est continue sur [0, 1], on en déduit
que

, L 2 ™ bt 4 7. /7 \!
lim u, = Z sin ( ) dx = |—— cos <—x> | +— cos ( ) de = — [sm (—a:)}
n—+00 0 2 T 2 o T Jo 2 2 2 /1o

T T
2. Onsait que lim — = 0 et sin(x) ~a donc par composition, on en déduit que sin (—) ~
n

n—+oo N,
v il z": 2 4 cos k—ﬂ 2 = ¢
" n — n N

ota=0,b=met f:z+ (2+cos(z))? On reconnait une somme de Riemann et
puisque f est continue sur [0, 7], on en déduit que

lim v, = /(2+Cos(:z:))2dx
0

T N
— d’ou
n

n—-+o00

(4 + 4 cos(z) + cos*(z))dx

s

S— >—

s 1 s
4dx + / 4 cos(z)dx + 3 / (cos(2z) + 1)dx
0 0

1
= 4r + 4[sin(2)]§ + Z[Sin(lﬁ)]g + g
9
5



Exercice 17. Posons

I:/GMCM (a > 0).

o (T+a2)?
On effectue le changement de variable
1 1 1
y=— <= x=-, dx = —— dy.
z Y Y

1

a”

Quamdx:%,onay:a7 et quand z =a,onay =
Ainsi,

1/a l111<1> 1
- (yH;)? () o

Or

On obtient donc

1/a 1
ymy
I = = _dy.
/a (T+y22 "

En renommant la variable muette y en =z,

I:/l/aLnfdx:—/a el Lo
a (1+ZE)2 1a<1+‘r2)2

Donc

¢ zln(z) B
/lamda:—o (a > 0).

Exercice 18. On pose, pour tout x € R,

o) = [ sinte—1) f0) .

ou f: R — R est continue.
1. On utilise I'identité trigonométrique
sin(x — t) = sinx cost — cos z sint.

Alors, pour tout x € R,

go(:x):/ (sinz cost — cosx sint)f(t)dt:sinx/ costf(t)dt—cosm/ sint f(t) dt.
0 0 0

On pose

A(x):/;costf(t)dt, B(x):/omsintf(t)dt.



Comme f est continue, les fonctions t — cost f(t) et t — sint f(t) sont continues, donc
A et B sont dérivables et

A'(z) = cosz f(x), B'(x) =sinzx f(x)

(théoreme fondamental de ’analyse).

Avec ces notations,
o(x) =sinz A(z) — cosx B(x).

On dérive par la regle du produit :

¢'(x) = cosx A(z) + sinz A'(x) + sinz B(x) — cosz B'(x).
En remplacant A'(z) et B'(z),

¢'(x) = cosx A(z) + sinz(cosz f(x)) + sinz B(z) — cosz(sinz f(x)).
Les deux termes en f(z) se simplifient, d’ou
¢'(x) = cosx A(z) + sinz B(x).
On dérive encore :
¢"(x) = —sinz A(x) + cosx A'(x) + cosz B(x) + sinz B'(x).

Donc, en remplacant A'(z) et B'(x),

¢"(z) = —sinw A(x) + cosz B(z) + (cos* z + sin® z) f(z).
Comme cos? x +sin®z = 1,

¢"(z) = —sinz A(x) 4+ cosx B(z) + f(x).
Or, d’apres ¢(z) = sinx A(x) — cosz B(x), on a
—sinz A(z) 4+ cosx B(z) = —p(x).

Ainsi,

" (z) = f(z) — ¢(2), soit ¢"(x) + o(x) = f(z) pour tout = € R.

. Déterminer toutes les solutions de (E) sur R.
Soit y une solution de

Posons

Alors
utu="+y) (" +o)=f-f=0.
Donc u est solution de I’équation homogene

u +u=0.
Les solutions réelles de cette équation sont
u(x) = Acosz + Bsinz, A, B eR.

Par conséquent,

y(x) = p(x) + Acosx + Bsinz

c’est-a-dire

y(x):/Oxsin(m—t)f(t)dt+Acosx+Bsinx (A, B € R).




Exercice 19. Dans cet exercice, pour z € R, = [0, +oo[, on pose

L |
— dt.
() /0 1+ te

Remarque. Pour x = 0, la valeur de t° en ¢t = 0 est sans influence sur I'intégrale (car un point
est de mesure nulle) ; sur ]0,1], on a ¢° = 1.

1. On a
—dt =
0= [
Ensuite L
1 1
— ——dt=|In(l14+t)|. =1n2.
/Om (1 +0], =1
Enfin

1
1
o(2) = / dt = [arctant](l) =
0

1+ t2

p0) =3 )=l p@)="

2. Soient z,y € Ry avec < y. Pour tout ¢ € [0,1], on a
tr > tY

(car la fonction u +— t* est décroissante sur R, lorsque 0 <t < 1).

Donc 1
< te0,1]).
1= 17w (el
En intégrant sur [0, 1], on obtient
() < o(y).

Alinsi, ¢ est croissante sur R,.

3. Comme ¢ est croissante R, (question précédente), si x < y alors

oo = [ (115 -1 ) = [ i @

Comme (1 +t*)(1+tY) > 1,0n a

o — v
< <Y,
1+ )1+ tv)

d’oil
lp(z) — (y)] S/O (£ — 1Y) dt.

Par ailleurs,

1
1 1 -
/(tx—ty)dt: - SR -
0

r+1 y+1 (z+1)(y+1)



4. Pour z,y € R, en échangeant éventuellement les roles de x et y, la question précédente
donne

lp(z) — p(y)| < |z -yl

Ainsi ¢ est 1-lipschitzienne sur R, , donc continue sur R,.

1 t:)’;
1—@(&:):/ dt.
R

1
1+tz 141

On écrit simplement

En intégrant sur [0, 1],

1 1 1 t*
1—<,0(x):/ 1-— dt:/ dt
; 1+t s 1tte

6. Pour z > 0 et t € [0, 1],

0< t < t*
—1+tr
Donc
! 1
0<1— < t*dt = .
- plr) < /0 r+1
Comme x%l — 0 lorsque x — 400, le théoreme des gendarmes donne
1—p(x) =0,
¢’est-a~dire
lim ¢(z) =1.
T—>+00

7. Soit d’abord = > 0. Pour € €]0, 1], on fait une intégration par parties sur [, 1] avec

1
u(t) = el dv = dt.
Alors )
Tt
du(t) = BENDE t, v(t) =t
D’ou

1 1 1
1 t t*
dt = +:1:/ —dt.
/5 [EE [1+th . (14 t)?

En faisant tendre e — 0", on a
€

1+e®
et, par convergence monotone (I'intégrande est positive),

/5 (1+tf’f)2dt—>/0 e @

go(x):%m/o ﬁdt (x> 0).

Pour z = 0, le membre de droite vaut %, qui est bien (0). La formule est donc vraie
pour tout x > 0.

— 0,

On obtient donc



8. On cherche la dérivée a droite en 0 :

10.

Pour tout ¢t € (0, 1], quand  — 07,

tr—=1 = —

De plus, pour tout z > 0,

donc

On a montré que :

La pente de la demi-tangente en x = 0 est —.

4

—  est continue et croissante sur [0, +o0],

— w(l) =1n2, ¢(2)

s
4

— la demi-tangente en 0 a pour pente 411'

La courbe part donc du point (0

horizontale

1

, 5), monte de fagon monotone, et admet 'asymptote

y=1 quand x — +o0.

Trouver un équivalent de p(z) — 1 au voisinage de +oc.

A partir de la question 5,

1 tx
1—(,0(1:)2/ dt.
SRR

Effectuons le changement de variable v = t* (avec > 0) :

Alors

1
t=ul", dt = = u'* du.
x
1 [yl
1— =— d
p(x) 95/0 T

Posons a = % Lorsque © — +o00, on a a — 0T, et

1 ua
1— = d
o) =a [



On integre par parties (sur [0, 1]) :

1 o 1
/0 1iudu:[ualn(1+u)]é—a/o u® n(1 + u) du.

Donc

1 1
/ du=1n2 —a/ u® (1 + u) du.
0 14w 0

Or, pour u € [0,1], on a 0 < In(1 + u) < u, donc

Qo
—
a+1 asot

1 1
Oga/ uo‘lln(1+u)du§a/ u® du =
0 0

Ainsi

1 a
/0 1lj_udu =Wn2+o0(1) (a—0"),

et par suite

In2 1
1—p(x)=—+o0|—-).
x x
On en déduit
In2
gp(:c)—lw—n? (x = +00).

Exercice 20.

1. Comme f est décroissante, pour tout entier k > 1 et tout = € [k, k + 1],

fk+1) < fz) < f(k).
En intégrant sur [k, k + 1], on obtient
k+1
flk+1) < flz)de < f(k).

k

2. En sommant de k =1 a n,

n n+1 n
d fk+1)< f(x)de < > f(k)
k=1 1 k=1
Donc » .
Fa)de <3 f(k) = 5,
1 k=1

Pour la majoration, on écrit
Sn=f(1)+ > f(k).
k=2

Or, pour k > 2 et z € [k — 1, k|, la décroissance donne f(x) > f(k), donc

k

f(x)dz = f(k).

k—1



En sommant de k =2 an:

k=2
d’ou "
S, < f(1)+/1 f(x)dx
Finalement,
n+1 n
[ i <s, <+ [ @
1 1
. On calcule noq
/1 ﬁdz = [2vz]] =2(v/n—1),
et

n+1 1
/1 e =2(Va 1),

En reportant dans I’encadrement :
2Vn+1-1)< S, <1+2(v/n-1),

soit

2vVn+1-2<85,<2y/n—-1

On divise par 2y/n :
2\/n—|—1—2< Sh, <2\/ﬁ—1
2\/n —2y/n = 2yn

Or,
2/ 1-2 1 1 2 -1 1
cvntl=2 I4+-————1, \/_n—zl__
2y/n n \/n 2\/n 2y/n

Par le théoreme des gendarmes,

— 1.

c’est-a-dire

. Soit o €]0, 1] et

2

£

I
(]
7|

ol

=1

On considere la fonction f : [1,+oo[— R définie par f(z) = x~*. Elle est positive,
continue, et décroissante sur [1, 400/

Par comparaison série-intégrale (fonction décroissante), on a :

n+1 n n
/ xo‘dx§2k°‘§1+/ z %dx.
1 Pt 1

On calcule, puisque a # 1 :




et

1—a
Ainsi,
l—-a _ l—-a _ l-a _
(n+1) 1§S(a)§1+n 1 _n a
11—« " 11—« 11—«
11—«

n
On divise par . (strictement positif) :

(n+ 1)t —1 - (1-a)s nlo—q

nlfa - nlfa - nlfa
Or,
e -1 N 1
(”JFZ :(1+—> - —1-0=1,
n-—¢ n @
et
n'~"—ao
T a 1- Ta 1
Par le théoreme des gendarmes,
1—a)s\
( ni)a Y
c’est-a-dire .
n —Q
Sla)
" 1—a’

ce qu’il fallait démontrer.



