LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 A. WASSFI

Liste d’exercices n°22 Polynomes réels

Exercice 1. Soit m € R\{—3;0}. Résoudre, aprés avoir trouvé une solution évidente, les
équations suivantes :

1. mz? 4+ (2m+ 1)z +2=0;
2. (m+3)z? — (m? + 5m)x + 2m? = 0.
Exercice 2. Pour les polynomes proposés, calculer PQ), Po Q) et Q) o P.
1. P=2X?2-1etQ=X.
2. P=X?4+3etQ=X%2+X+1.
3. P=X34+X2+X+1letQ=X—1.
Exercice 3. Soit P € R[X].

Montrer que la fonction z — P(z) est paire (resp. impaire) si et seulement si tous les coefficients
d’indices impairs (resp. pairs) de P sont nuls.

Exercice 4. Trouver tous les polynomes P € R[X] qui vérifient
Vr € R, P(2x) = P(z).
Exercice 5. Soit P: x — 22% — 6z + 1.

1. Montrer que le polynome P admet trois racines réelles distinctes. Notons-les «a;, 3 et 7.
2. Calculer a + 3+ v et afy.

Exercice 6. Trouver tous les polynomes P de R[X] tels que
Vn € N, P(n) = n’.
Exercice 7. Trouver tous les polynomes P de R[X] tels que
Vo € R, P(2?) = (2% + 1) P(z).
Exercice 8. Montrer que tout polynéme périodique de R[X] est constant.

Exercice 9. Soient (a,b) € R? avec a < b. Soient P, Q et R trois polynémes a coefficients
réels. On suppose que, pour tout = € [a,b], on a P(z)Q(z) = R(x)Q(x).
Montrer que P = R ou Q = 0.

Exercice 10. (Polynomes d’interpolation de Lagrange)
Soient xq,Z1, ..., Tn, n + 1 réels distincts et soient ay, ..., a,,n + 1 réels (non nécessairement
distincts).

1. Soit i € [0;n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; de degré au plus n vérifiant

{L (x;) =1
pour tout j € [0;n] tel que j # ¢, L;(x;) = 0.
2. En déduire qu’il existe un unique polynome L de degré au plus n vérifiant
Vi € [0;n], L(x;) = a;.
Exercice 11. Factoriser le polynoéme suivant :
P(z) = 2° — 32* + 22° — 2 4+ 31 — 2.

Exercice 12. Soit n € N*. Trouver deux réels a et b tels que le polynome x — az™+' +ba" 41
admette 1 comme racine double.



Exercice 13.

1. Posons P: x — 423 — 162% — 192 — 5.
Trouver les racines du polynome P sachant qu’il possede une racine multiple.

2. Considérons les polynomes suivants :
Q:rxr— 2 =922 +260—24 et R:axv+—— 2 —T72%+ T2+ 15.
Trouver les racines de (Q et de R sachant qu’ils possedent une racine commune.

Exercice 14.
On définit une suite (P,)en de polynomes par : pour tout n € N,

Ve € R, Py( Zk'

1. Montrer que pour tout n € N, P, n'admet pas de racine multiple.
2. Pour tout entier naturel n, déterminer le nombre de racines réelles de P,.

Exercice 15. On dit qu'un polynéme P € R[X] est scindé s’il existe des réels (zq,...,z,) € RP
deux a deux distincts et des entiers (my,...,m,) € (N*)P tels que

P= aﬁ X — )™,

ol a est le coefficient dominant de P.
On dit dans ce cas que P est scindé a racines simples si pour tout k € [1, p], my = 1.
On suppose que deg(P) > 2.

1. Montrer que si P est scindé a racines simples, alors P’ est scindé a racines simples.

2. Montrer que si P est scindé, alors P’ est scindé.

Exercice 16. (Formule de Taylor)
Soit P € R[X] un polynéme de degré n. Soit a € R.

o pk)
1. Montrer que P(X) = Z k'(a) (X —a)* ot P désigne la dérivée k-eme de P.
k=0 '

2. En déduire que a est racine d’ordre m de P si et seulement si Yk € [0,m—1], P%)(a) = 0
et P (a) # 0.

Exercice 17. Trouver tous les polynomes P € R[X] tels que P’ divise P.

Exercice 18. Soit P € R[X], soit (a,b) € R? avec a # b.

On suppose que le reste dans la division euclidienne de P par (X — a) vaut 1 et que le reste
dans la division euclidienne de P par (X — b) vaut —1.

Déterminer le reste dans la division euclidienne de P par (X — a)(X —b).

Exercice 19. Soit P € R[X] tel que pour tout x € R, P(z) > 0.

Montrer que pour tout = € R, Z P® () > 0.
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