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23.1 Introduction

23.1.1 Pourquoi abstraire ?

Au cours de cette premieére année, vous avez manipulé de nombreux objets mathématiques
en apparence tres différents :
e les vecteurs de K™, sur lesquels on effectue des additions et des multiplications par un
scalaire ;

les polynémes de R[X] ou de R, [X], que 'on additionne et que I’on multiplie par un réel;

les suites réelles de RY, sur lesquelles on effectue les mémes opérations ;

les matrices de M, p(K), sur lesquelles on effectue les mémes opérations;

les solutions d’une équation différentielle linéaire homogene, qui s’additionnent et se mul-
tiplient par un scalaire en restant solutions.

Ces objets semblent tres différents de nature, et pourtant vous avez effectué sur chacun d’eux
exactement les mémes opérations : addition et multiplication par un scalaire, autrement
dit des combinaisons linéaires.

L’idée fondatrice de ce chapitre est de capturer cette structure commune en un seul
cadre abstrait : celui des espaces vectoriels. L’intérét est considérable : un résultat démontré
dans ce cadre général s’applique simultanément a tous ces objets, sans avoir a refaire la démonstration
pour chacun d’eux.

Remarque 1. Ce passage de I’exemple concret au cadre abstrait est une démarche fonda-
mentale en mathématiques. Elle demande un effort d’adaptation, mais elle est extrémement
puissante : pensez a la fagon dont la notion de < limite > s’applique aussi bien aux suites qu’aux
fonctions, ou a la fagon dont la notion de « probabilité > s’applique a des expériences aléatoires
tres diverses.

23.1.2 Un exemple introductif

Avant de donner la définition générale, observons ce que ces objets ont en commun sur un
exemple.

Considérons les trois ensembles suivants :
E1 =R’ EBEy=Ri[X]|={aX+b]|(a,b) e R?}, BEy={trsac’ +be"|(a,b) eR*}.

Dans chacun de ces ensembles :
1. On peut additionner deux éléments et rester dans ’ensemble. Par exemple :

Dans E; : (1,2) 4+ (3,—1) = (4,1) € E;.
Dans Eo: (X +1)+ (2X —3) =3X —2 € Es.
Dans F3: (e' +e7%) + (2¢' —e™) = 3¢’ € F3.
2. On peut multiplier par un scalaire et rester dans I’ensemble. Par exemple :
Dans E; : 3 x (1,2) = (3,6) € Ej.
Dans Fy:3 x (X +1) =3X +3 € Es.
Dans F3:3 x (' +e7%) = 3e' + 3¢ € Ej.
3. Il existe un élément neutre pour ’addition :
Dans Ej : (0,0). Dans Es : le polynéme nul 0. Dans FEj3 : la fonction nulle ¢ +— 0.

Ces trois ensembles, bien que de natures tres différentes, partagent donc la méme structure
algébrique. C’est précisément cette structure que la définition d’espace vectoriel va formaliser.
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23.2 Structure d’espace vectoriel

23.2.1 Définition

Définition 1: Espace vectoriel

Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne associative et com-

mutative notée
ExE — E

(x,y) —— z+y
vérifiant les axiomes suivants :
1. Il existe un élément neutre O € E tel que pour tout z € E,z + 0 = 0p + x = «;
2.Vxe E,Jye E,x+y=y+x=0g. On note y = —x.

On dit que le couple (E,+) est un groupe commutatif.
On dit que E est un K-espace vectoriel s’il existe une loi externe notée

KxE — FE
Nz) — Az

vérifiant :
1. Vxe E,1 -z =ux;
2. V(x,y) e EZVAER A - (z+y) = A -2+ X y;
3.Vze BV ) eKE (A +p) - z2=X-2+pu x;
4. Ve e ENO\p) €EKEN- (u-z) = (M) - 2.

Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés des vecteurs et O est appelé le vecteur
nul de E. Les éléments du corps K sont appelés des scalaires.

. J

Remarque 2. e En pratique, on note Az plutot que A - x.

e Pour tout (z,y) € E?, on note x — y plutdt que z + (—y).

e Il y a unicité de I’élément neutre O € E. En effet, supposons qu’il existe un autre élément
neutre 0’;, on aurait 0%; = 0%; + 0g = Og en utilisant successivement la neutralité de Og et de
0.

e L’inverse de x est en fait unique. En effet, supposons qu’il existe (y,z) € E? tels que
r+y=y+r=x+z=z2+z=0g

Alors

y=y+0p=y+(z+2)=Wy+a)+2=0+2==z

e Pour tout z € E,0 -z = O puisque
0-2=0+0)-2=0-2+0-z

donc en ajoutant —(0 - z) de part et d’autre, on obtient 0 -z = 0.
e Pour tout z € E, on a (—1) - x = —z puisque

Op=0-2=(1+(-1)-z=a2+(-1)- .
e Pour tout A € K, on a A-0g = O puisque
)\'OE:)\‘(OE—FOE):)\'OE—F)\'OE

donc en ajoutant —(\ - 0pg) de part et d’autre, on obtient A -0 = Op.
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Définition 2: Combinaison linéaire d’une famille finie de vecteurs

Soit F un K-espace vectoriel. Soit (z1,...,z,) une famille finie de vecteurs de E.
On appelle combinaison linéaire des vecteurs z1, ..., z, tout vecteur de E de la forme

n
Z)\kxk = )\11‘1 qFooo =R )\nzcn,
k=1

oit (A, ..., \n) € K™

Remarque 3. En pratique, un espace vectoriel est un ensemble dans lequel on peut effectuer
des combinaisons linéaires sur ses éléments.

Exemple 1. 1. Pour tout n € N, K™ est un K- espace vectoriel.
En effet, pour tout scalaire A € K et pour tout couple de n-uplets (z1,...,2,) € K" et
(Y1,---,9yn) € K" on a

A(z1, oo zn)+ (W1, un) = Az 4+ Y1, Az, +ypn) € K™

Le vecteur nul de K" est Ox» = (0,...,0).
2. C est un R—espace vectoriel. Le vecteur nul de C est le nombre complexe nul.

3. Pour tout intervalle I C R, pour tout n € N,C"(I, R) est un R- espace vectoriel. Le vecteur
nul de C"(I,R) est la fonction nulle.

4. Pour tout (n,p) € (N*)2, M,, ,(K) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de M,, ,(K)
est la matrice nulle 0, .

5. Pour tout n € N, R, [X], ensemble des polynémes réels de degré inférieur ou égal a n, est
un R-espace vectoriel. Le vecteur nul de R,,[X] est le polynéme nul.

6. L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogene de degré 1 ou 2
est un R-espace vectoriel. Le vecteur nul d’un tel espace vectoriel est la fonction nulle.

7. L’ensemble des suites réelles RY est un R-espace vectoriel. Le vecteur nul de RY est la
suite constante égale a 0.

23.2.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 3: Sous-espaces vectoriels

Soit F' C E.
On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si :

1. Og € F;
2. V(\, u) € K2, Y(z,y) € F2 Az +uy € F.

Remarque 4. e Il est équivalent de définir un sous-espace vectoriel F' de FF comme un sous-
ensemble F' C F non vide tel que pour tout A € K, pour tout (z,y) € F2 Az +y € F.
En effet, si F' vérifie ces deux conditions, il existe un élément = € F' et on a alors

(-1)-z+2z=—-2x+2=0p€cF.

En outre, soient (z,y) € F?, soient (A, u) € R2.
D’une part, Ao = Az +0p € F et py = py+0p € F donc Az + py € F puisque F est stable
par somme.
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e Un sous-espace vectoriel F' de E devient un espace vectoriel en héritant de la loi interne
de F et de la loi externe de K.

En effet, par exemple, si x € F, —x € F car (—1).x + 1.0g € F par définition.

e Plus généralement, on peut montrer par récurrence que si F' est un sous-espace vectoriel
de FE, alors F' est stable par combinaisons linéaires, i.e

n
YAy An) €KY Y(m1,. . a,) € F™Y My € F
k=1
Exemple 2. 1. {0} et E sont des sous-espaces triviaux de E.
2. R et iR sont des sous-espaces vectoriels du R-espace vectoriel C.

3. L’ensemble F' = {(m, y) ER2 20—y = 0} est un sous-espace vectoriel de R2.
En effet, (0,0) € F puisque 2 x 0 —0 = 0.
De méme, soient (z,y) € F,(z',y') € F et (\, u) € R2. Alors

20z + pa’) — (M\y + py') = M2z —y) + p(22’ —y') =0

donc A(z,y) + (', y") = Az + pa’, \y + py') € F.
Plus généralement, les droites du plan d’équation ax+by+c = 0 sont des sous-espaces vec-
toriels de R? si et seulement si ¢ = 0 (sinon, le vecteur nul (0, 0) ne vérifie pas 1’équation).

4. L’ensemble F' = {(33, y,2) ER3, 20—y + 2 = 0} est un sous-espace vectoriel de R3.
En effet, (0,0,0) € F puisque 2 x 0 —0+0=0.
De méme, soient (z,y,2) € F,(z',9/,2') € F et (\, u) € R% Alors

2002 + px') — Ay +py') + Az +p2) = X2z —y+2) +u(22' —y +2') =0

done A(z,y,2) + u(2',y,2") = A+ pa’, \y + py', Az + p2')) € F.
Plus généralement, les plans de l'espace d’équation ax + by + cz + d = 0 sont des sous-
espaces vectoriels de R? si et seulement si d = 0 (sinon, le vecteur nul (0,0,0) ne vérifie
pas I’équation).

5. R,[X] est un sous-espace vectoriel de R[X].

6. L’ensemble des matrices diagonales (resp. triangulaires supérieures) a ccefficients réels est
un sous-espace vectoriel de M,,(R).

Proposition 1: Intersection de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel. Soient Fi, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de F.

n
Alors ﬂ Fp = FiN---NF, est un sous-espace vectoriel de E.
k=1

Démonstration. e Pour tout k € [1,n],05 € F} puisque Fj, est un sous-espace vectoriel

n
de E. Ainsi, 0p € [ Fx.
k=1

n 2
e Soient (z,y) € (ﬂ Fk> . Soient (X, p) € R2.
k=1

Soit k € [1,n]. Puisque F}, est un sous-espace vectoriel de F, A\x + uy € F.

2
n
Ainsi, pour tout k € [1,n], Az + py € Fy, donc \x + py € (ﬂ Fk> .
k=1

n
On a donc bien montré que m F}. est un sous-espace vectoriel de E. |
k=1
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Exemple 3. Soit F' = {(x,y,z) eR3 2z —3y+5z= 0} CR}etG = {(x,y,z) eER?, —x+2y = O} C
R3.

F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? (ce sont des plans vectoriels de 1’espace).
Leur intersection F' N G est donc un sous-espace vectoriel de R? et elle admet pour systeme
d’équations cartésiennes

z—3y+52 = 0
{ -+ 2y =0

On reconnait un systeme d’équations cartésiennes qui définit une droite de ’espace, obtenue
comme intersection de deux plans.

Remarque 5. En revanche, 'union de sous-espaces vectoriels n’est pas toujours un sous-espace
vectoriel.

En effet, soit E = R?, soit F = {(z,y) € R*,y =0} et G = {(z,y) e R*,z =0} .

F et GG sont des sous-espaces vectoriels de E mais F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel
de E puisque (1,0) e F C FUG,(0,1) € G C FUG mais (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) ¢ FUG.

23.2.3 Sous-espace vectoriel engendré

Proposition 2: Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vec-

teurs
Soit £ un K-espace vectoriel, soit (z1,...,x,) € E™.
On appelle sous-espace vectoriel de E engendré par la famille (z1,...,x,), et noté
Vect(z1,...,2,), lensemble

Vect(z1,...,2n) = {Z MeThy (A, -0y An) € K”} ,
k=1

c’est & dire ’ensemble des combinaisons linéaires formées sur les vecteurs (z1,...,x,).

En outre, c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E & contenir la famille (x1,...,x,).

Démonstration. ¢ Montrons tout d’abord que Vect(z1, ..., x,) est un sous-espace vectoriel
de E.

En prenant pour tout 1 < k < n, A\ = 0, on montre que O € Vect(x1,...,x,).

Soient (x,2') € (Vect(x1,...,x,))%
Il existe des scalaires (A1,...,\,) € K" et (\],...,\,) € K" tels que

n n
T = Z M\eTp et o' = Z)‘%ajk
k=1 k=1

Ainsi, pour tout (A, \') € R?, on a

n

A+ Na' = Z()\)\k + N X,z € Vect(zy, ..., z,),
k=1

ce qui prouve que Vect(x1,...,x,) est bien un sous-espace vectoriel de E.
e Soit F' un sous-espace vectoriel de E qui contient la famille (z1,...,z,).

n
Puisque F est stable par combinaisons linéaires, alors pour tout (A1,...,\,) € K*, Z AkT) €
k=1
F donc Vect(z1,...,2z,) C F, ce qui prouve que Vect(z1,...,x,) est le plus petit sous-espace
vectoriel de E & contenir la famille (z1,...,x,). [ |
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Exemple 4. o Vect () = {0}.

e Si z est un vecteur non nul de E, alors Vect(z) = {Az, A € K} est une droite vectorielle
de E.

e Si z et y sont deux vecteurs non colinéaires de R3, alors Vect(z,y) = {)\:E + py, (A, p) € RQ}
est un plan vectoriel de base (z,y).

e Si p < n, Vect(x1,...,x,) C Vect(z,...,zp).

23.3 Familles libres, familles génératrices, bases

23.3.1 Familles libres

Définition 4: Famille libre

On appelle famille libre d’un K-espace vectoriel E toute famille (x4, ...,x,) de vecteurs
de F telle que

n
V(AL o An) €K"Y Neap =0 = V1 <k <n, A\ =0,
k=1

Une famille qui n’est pas libre est dite liée, i.e. la famille (x1,...,x,) est liée s’il existe
(M, sAn) #(0,...,0) € K™ tels que

n
Z /\kxk = OE.
k=1

Remarque 6. e Une famille qui contient le vecteur nul n’est jamais libre. En effet, pour toute
famille (0g, x1,...,z,) de vecteurs de E, on a

1x0p+0x21+---4+0x2, =0g

n
donc M\g0g + Z/\kxk = 0g avec (Ao, A\1,,An) = (1,0,...,0).
k=1
e Si x est un vecteur non nul de E, alors la famille (z) est libre puisque Az = 0 = A = 0.
e Soient (z,y) une famille de deux vecteurs de R2.

Alors la famille (x,y) est libre si et seulement si = et y ne sont pas colinéaires.

1. Supposons que la famille (z,y) est libre.
S’il existe un réel A tel que x = Ay (loisible car y # (0,0) puisque la famille (x,y) est
libre), alors 1 x z — A X y = 0, ce qui contredit la liberté de la famille (x,y).

2. Supposons que x et y ne soient pas colinéaires.
Soient (A, 1) € R? tels que Az + uy = Og.
Supposons par exemple que XA # 0. On a alors z = —%y donc z et y sont colinéaires, ce
qui est absurde. Nécessairement, A = 0.
Ainsi, py = 0 et puisque z et y ne sont pas colinéaires, y ne peut pas étre le vecteur nul
donc =0, d’out (A, ) = (0,0), ce qui prouve la liberté de la famille (z,y).

e Soient (7,y,z) une famille de trois vecteurs de R3. Selon la définition donnée dans le
chapitre <« Géométrie >, la famille (z,y, z) est libre si et seulement si c’est une base de R3.

e Soit (z1,...,xy,) une famille de n vecteurs d’'un K-espace vectoriel E.
Soit p < m. On suppose que la famille (z1,...,2zp) est liée. Il existe alors des scalaires
P
(A, Ap) #(0,...,0) € KP tels que Z)\kxk =0g.
k=1
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Ainsi, en posant pour tout k € [p+ 1,n], A\ =0, on a

n
Z Mz = 0p
k=1

avec (A1,...,Ap) # (0,...,0) donc la famille (x1,...,z,) est liée.

Ceci montre que toute famille contenant une sous-famille liée est liée.

Par contraposée, on obtient que toute sous-famille d’une famille libre est libre.

e Une famille (x1,...,2z,) est liée si et seulement si I'un des vecteurs de la famille s’écrit
comme combinaison linéaire des autres.

En effet, supposons que la famille est liée, i.e. il existe (A1,...,\,) # (0,...,0) € K" tels

n
que Z A2 = 0g.
k=1

1
Par hypothese, il existe i € [1,n] tel que A; # 0 donc z; = Y Z AT
Ykt
Réciproquement, supposons qu’il existe i € [1,n] tel que x; = Z ATl OU (AL, oy Aim1y Aig1y - -
ki
Kn—l
' n
Alors Z/\kxk = Op en posant \; = —1. Il existe donc (A1,...,A\,) # (0,...,0) € K" tels
k=1
n
que Z Az = Og, ce qui prouve que la famille (z1,...,x,) est liée.
k=1

Exemple 5. e Soient x = (1,1),y = (2,—1) et z = (—6,3). La famille (z,y) est libre tandis
que la famille (y, z) est liée.

La famille (z,vy, z) est donc liée puisqu’elle contient une sous-famille liée.

e La famille (z,y,2) avec z = (1,1,-1),y = (1,2,3) et z = (—1,1,9) est liée puisque
z = 2z — 3y donc 2z — 3y + z = (0,0, 0) est une combinaison linéaire nulle des vecteurs (z,y, 2)
a coefficients non tous nuls.

e La famille (cos,sin) est une famille libre du R-espace vectoriel C°(R,R).

En effet, soit (\, i) € R? tels que pour tout 2 € R, Acos(z) + psin(z) = 0.

Pour z = 0, on obtient A = 0 et pour x = 7, on obtient x = 0 donc (A, ) = (0,0), ce qui
prouve la liberté de la famille (cos, sin).

e Soient (n,p) € (N*)2. Pour tout (i,5) € [1,n] x [1,p], on considere la matrice E;; €
M, »(K) définie pour tout (k,1) € [1,n] x [1,p] par

(Ei )kt = 01041

c’est a dire la matrice dont tous les coefficients sont nuls, excepté le ceefficient en i-éme ligne et
j-eme colonne qui vaut 1.
Alors la famille (E; ;)1<i<n est une famille libre.

1<g<p
En effet, s’il existe des scalaires (a;;)1<i<n € K™ tels que
1<y<p
> aijEij =0,
1<i<n
1<y<p

alors la matrice Z a; ;I; j est la matrice nulle et ses ccefficients sont les a; ; donc pour tout
1<i<n
1<j<p
(1,7) € [1,n] x [1,p],a;; = 0, ce qui prouve que la famille (£; j)1<i<n est une famille libre.
1<y<p
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e Pour tout n € N, la famille (1, X,..., X™) est une famille libre dans R[X].

n
En effet, soient (ag,...,a,) € R**! tels que Z apX* = 0. Par unicité des coefficients d’un
k=0
polynéme (en l'occurence, du polynéme nul), on en déduit que pour tout k € [0,n],ar = 0, ce

qui prouve que la famille (1, X, ..., X™) est libre.
Plus généralement, on peut montrer que toute famille de polyndémes a degrés échelonnés est
libre dans R[X].

Proposition 3: Unicité des ccefficients d’une combinaison linéaire d’une famille

libre de vecteurs

Soit (z1,...,%,) une famille libre de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.
Supposons qu'il existe des scalaires (A1,...,\,) € K" et (A],...,A,) € K" tels que

n n
E )\kxk = E )\Zxk
k=1 k=1

Alors pour tout k € [1,n], A\ = A}

Démonstration. Par hypothese, on a

n

Z()\k — )\;g).’lfk = OE.

k=1

Puisque la famille (z1, ..., zy) est libre, on en déduit que pour tout k € [1,n], Ay = A}, d’ou
le résultat. n

Remarque 7. Ceci justifie qu’on puisse identifier les coefficients dans des expressions de la
forme
Vz € R,acos(z) + bsin(z) = a’ cos(x) + V' sin(z)
et conclure que a =a’ et b=1'.
n n
De méme, si pour un certain n € N et pour tout z € R, on a Zakxk = Zbkwk, alors on

k=0 k=0
peut conclure que pour tout k € [0,n], ax = by.

23.3.2 Famille génératrice

Définition 5: Famille génératrice

On appelle famille génératrice d'un K-espace vectoriel E toute famille (z1,...,z,) de
vecteurs de E telle que Vect({z1,...,x,}) = E.

On dit que la famille (x1,...,x,) engendre I’espace vectoriel E.
Remarque 8. e Pour montrer qu’une famille (z1,...,x,) engendre F, il suffit de montrer que
tout vecteur de E peut s’écrire comme combinaison linéaire de vecteurs de la famille (z1, ..., zy).
En effet, on a toujours Vect(x1, ..., x,) C E donc il suffit de montrer que F C Vect(z1,...,zy).

e Si une famille de vecteurs de E contient une sous-famille de vecteurs qui engendre F, alors
cette famille engendre elle aussi F.

En effet, soit (z1,...,2,) une famille de vecteurs de E.
Supposons qu'il existe p < n tel que Vect(xy,...,x,) = E.
Alors Vect(z1,...,xp) C Vect(z1,...,z,) donc E C Vect(xy,...,z,), ce qui prouve que

E = Vect(z1,...,zy).
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e On a la méme définition pour tout sous-espace vectoriel F' de F. Ainsi, si F' est un sous-
espace vectoriel de E, une famille génératrice de F' est une famille de vecteurs (z1,...,z,) de
F telle que Vect({z1,...,zn}) = F.

Exemple 6. e La famille (;, j) oli = <(1)> et j = (?) est une famille génératrice de R? puisque

- -

pour tout @ = a) € R%, on a @ = ai + bj donc Vect(i, j) = R2.

b
1 0 0
e La famille (Z, 7, E) oni=[0],7=11] et k= |0] est une famille génératrice de R3
0 0 1
a
puisque pour tout = [ b | € R3 on a i = ai + bj+ ck donc Vect(z, 3, E) =RR3.
c

e Soit D la droite du plan R? d’équation cartésienne 2z —y = 0 < y = 2u.

T T x 1
On a alors (y) eDsy=2r& (y) = <2m> :CL‘<2)
donc
D:{x<1> xER}.
2 )
. 1
Ceci montre que D = Vect (<2)>

e Soit P le plan de 'espace R3 d’équation cartésienne 3z —y + z = 0.

T T T 1 0
Onaalors |y| ePey=3z+ze |y|=|(3x+2z|=2|3]+2z[1] donc
z z z 0 1
1 0
P=X=z|3|+2z|1],(z,2) eR?
0 1

1 0
Ceci montre que P = Vect 31,11
0 1
e Soit D la droite de I'espace définie par le systeme d’équations cartésiennes
—z+3y—2 = 0 z = —z+3y z = —x+3y z = Ty
{2x+y+z :0{:){96—1-4;9: 0 é{x: —4y < r = -4y
T x —4y —4
Onaalors |yl eD&e |y | = Y =y | 1 | donc
z z Ty 7
—4
D=<y| 1 |,yeR
7
—4

Ceci montre que D = Vect 1
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e Soient (n,p) € (N*)2. La famille de matrices (F; ;)1<i<n définie précédemment est une
1<g<p
famille génératrice de M,, ,(K) puisque pour toute matrice A = (a; j)1<i<n de My, ,(K), on a

1<g<p
A=) ai;Ei
1<i<n
1<g<p

donc Vect {E; j, (4,7) € [1,n] x [1,p]} = M, ,(K).
e Soit n € N. La famille (1, X,..., X™) est une famille génératrice de R,,[X] car pour tout
P € R,[X], il existe (ag, ..., a,) € R*™ tels que

n
P = Zaka
k=0
donc Vect(1, X, ..., X") = R, [X].

23.3.3 Bases

Définition 6: Base

On dit qu'une famille (z1, ...,z,) de vecteurs de E est une base de FE si elle est libre et
génératrice.

Exemple 7. e Pour tout n € N, le R-espace vectoriel R” admet une base dite canonique
constituée des vecteurs

e1 =(1,0...,0),e2 = (0,1,0,...,0),e3 = (0,0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).
e Reprenons l'exemple vu précédemment de la droite D du plan R? d’équation cartésienne
20 —y = 0.
Une base de D est le vecteur <;> .

e Reprenons Iexemple vu précédemment du plan P de I'espace R3 d’équation cartésienne
3r—y+2z=0.

1 0
Une base de P est le couple de vecteurs 31,11
0 1

e Soient (n,p) € (N*)2. La famille de matrices (F; ;)1<i<n définie précédemment est une
IS
base de M,, ,(K) appelée base canonique de M,, ,(K).
e Soit n € N. La famille (1, X,..., X™) est une base de R, [X] appelée base canonique de

R,[X].
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Théoréme 1: Coordonnées d’un vecteur dans une base

Soit £ un K- espace vectoriel muni d’une base B = (eq,...,ep).
Soit x un vecteur de F.
Alors il existe un unique n-uplet de scalaires (z1,...,z,) € K" tel que

n
r = g TE€r = T1€1 + -+ + Tpep.

k=1
Les scalaires (z1,...,2,) sont appelés les coordonnées du vecteur x dans la base B =
(e1,-..,€n).
1
On note Matg(z) = | : | la matrice colonne des coordonnées du vecteur = dans la base
Tn
Démonstration. Puisque la famille (ej,...,e,) engendre E, i.e. Vect(ey,...,e,) = E,
n
x € Vect(ey,...,ey), donc il existe des scalaires (x1,...,z,) € K" tels que x = Z:L“kek.
k=1
En outre, puisque la famille (eq,...,e,) est une base de E, elle est a fortiori libre donc les
scalaires (x1,...,2,) sont uniques comme démontré dans la Proposition 23.3.1. |

Remarque 9. e En apppliquant les regles usuelles de calcul dans les espaces vectoriels, on
obtient que pour tout (z,y) € E?, pour tout (), u) € K2,

Matg(Az 4+ py) = AMatg(z) + uMatp(y).

e Le résultat est en fait une équivalence, c’est a dire qu'une famille de vecteurs (eq, ..., e,)
est une base de F si et suelement si tout vecteur de F s’écrit comme une unique combinaison
linéaire des vecteurs (eq, ..., e,). Montrons la réciproque du résultat démontré dans le théoreme
ci-dessus.

On suppose que pour tout z € F, il existe un unique n-uplet (z1,...,z,) € K" tel que

n

T = Z Tre.
k=1

Ceci signifie que E = Vect(eq, ..., e,) donc la famille (eq, ..., e,) est une famille génératrice

de E.

n n
Par ailleurs, si g rper = 0p = E 0 X e, par unicité de la combinaison linéaire, on en

k=1 k=1
déduit que pour tout k € [1,n],zr = 0, ce qui prouve que la famille (ei,...,ey,) est libre.

Finalement, (eg,...,e,) est bien une base de E.

Exemple 8. e Pour tout vecteur (z1,...,z,) de R™, ses coordonnées dans la base canonique
€1
de R™ sont
Tn,
e Soit P le plan de I’espace R? d’équation cartésienne 3z —y+2z = 0. Le vecteur @ = (1,1, —2)
appartient & P et on a 4 = (1,3,0) —2(0,1,1) donc les coordonnées du vecteur @ dans la base

((1,3,0),(0,1,1)) sont (_12>

e Soit n € N. Pour tout P = Z ar X" € R[X], les coordonnées de P dans la base canonique
k=0
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ao
ai
de R,,[X] sont
Gnp
Définition 7: Matrice d’une famille de vecteurs dans une base
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (eq, ..., ey).
Soient (x1,...,z,) une famille de p vecteurs de E.

n

Pour tout 1 < j < p, on note z; = g xi j€;, ou les (x; j)1<i<n sont les coordonnées de

x; dans la base B. =
On appelle matrice de la famille (z1,...,z,) dans la base B la matrice
Ti1 T12 ... Tip
Matg(z1,...,2p) = $2:’1 332:72 o x2:7p € M;,»(K)
B, L 1‘7;’2 . :L‘,;p

ou les colonnes sont les matrices colonnes des coordonnées des vecteurs x; dans la base

B.

23.4 Dimension d’un espace vectoriel

23.4.1 Espace vectoriel de dimension finie

Définition 8: Espace vectoriel de dimension finie

On dit que le K—espace vectoriel F est de dimension finie s’il possede une famille
génératrice finie.

Exemple 9. Les espaces vectoriels K", M,, ,(K) et R, [X] sont de dimension finie.

Théoréme 2

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie admettant une famille génératrice

(61, ceey en).
On peut extraire de la famille (e, ..., e,) une base de E, i.e. quitte a renuméroter les e;,
il existe p < n tel que (eq,...,e,) est une base de E.

Démonstration. e Si E est ’espace vectoriel nul, pour tout 1 <i < n,e; = 0g.
Supposons dorénavant que F # {Og}. A fortiori, il existe i € [1,n], tel que e; # 0p.

e Si la famille (ey,...,e,) est libre, c’est une famille libre et génératrice de E, donc c’est
une base de F.

e Supposons que la famille (eq, ..., e,) n’est pas libre. Soit p < n le cardinal de la plus grande
sous-famille libre de la famille (eq,...,e,). (On sait que p > 1 puisque la famille contient au
moins un vecteur non nul.)

Quitte & renuméroter les vecteurs, on peut supposer que la famille (eq,...,e,) est libre.
Montrons alors que Vect(eq, ..., e,) = Vect(eq, ..., ep).

On a clairement Vect(ey,...,e,) C Vect(ey,...,e,). Montrons I'inclusion réciproque.

Soit i € [[p + 1,n]. Montrons que e; € Vect(ey, ..., ep).

Année 2025-2026 13 /20 PANETTA



BCPST1 Lycée Fénelon

Par hypothese, la famille (eq,. .., ey, e;) est liée (puisqu’elle contient p + 1 vecteurs) donc il

P
existe des scalaires (A1, ..., A\p, A;) # (0,...,0) € KPTL tels que Z Axer + Nie; = 0g.

k=1
p

Si A; = 0, il s’ensuit que Z Arer = 0 donc pour tout 1 < k < p, \x = 0 puisque la famille
k=1
(e1,...,ep) est libre, ce qui contredit le fait que (A1,..., Ay, A;) # (0,...,0).

1L
On a donc nécessairement A\; # 0 d’ou e; = - Z ke € Vect(eq, ..., ep).
=1

Ainsi, pour tout i € [p+1,n],e; € Vect(eq,...,ep).

Le sous-espace vectoriel Vect(ey,...,e,) contient donc tous les vecteurs e; pour i € [1,n].
Or, Vect(ey,...,ey,) est le plus petit-sous espace vectoriel de E' & contenir tous les vecteurs e;
pour i € [1,n] donc Vect(er,...,e,) C Vect(er,...,ep).

Finalement, on a donc bien Vect(ey,...,e,) = Vect(ey,...,e,) = E.

La famille (eq,...,e,) est donc libre et génératrice dans E : c’est donc une base de £. W

1 0 2
Exemple 10. Soit F le sous-espace vectoriel de R? défini par F' = Vect 21,1-2],16
3 1 5)
1 0 2 2 1 0
La famille 21,1-2),1(6 est liée puisque |6 | =2 2] — | —2
3 1 5 5 3 1
1 0
La famille 2], -2 est donc une famille libre de plus grand cardinal possible incluse
3 1
1 0 2
dans la famille 21,1-2],]6 donc elle constitue une base de F' et on a donc F' =
3 1 5
1 0
Vect 2], -2
3 1

Corollaire 1: Existence de bases

Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

Démonstration. Par définition, un espace vectoriel de dimension finie admet une famille
génératrice finie. D’aprés le théoréme précédent, il admet donc une base. |

23.4.2 Dimension d’un espace vectoriel

Théoréme 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit (ey, ..., e,) une famille génératrice
de E.
Alors toute famille constituée de n + 1 vecteurs de E est liée.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat par récurrence sur n € N*.
e Initialisation : pour n = 1. Supposons que E = Vect(ey), ol e est un vecteur non nul de

Soient x et y deux vecteurs distincts de F.
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Alors il existe (\, ) € K2 tels que z = Aej et y = pep. Puisque les vecteurs z et y sont
distincts, ils ne peuvent pas étre tous les deux nuls. Supposons sans perte de généralité que
x # 0 donc A # 0.

Ainsi, y = ¢ done les vecteurs x et y sont liés.

e Hérédité : Soit n € N*. On suppose que si un espace vectoriel admet une famille génératrice
a n éléments, alors toute famille constituée de n 4+ 1 vecteurs de E est liée.

Montrons la propriété au rang n+1. Supposons que E = Vect(eq, ..., €,41). Soit (21, ..., Tpi2)
une famille de n + 2 éléments de E. Montrons que la famille (z1,...,2,12) est liée.
Pour tout 1 < j < n+ 2, il existe des scalaires (x1j,...,%n41;) € K"+ tels que
n+1
Tj = Z L, j€q-
i=1
Si pour tout 1 < j <n+2,2,41,; =0, alors pour tout 1 < j <n+2,z; € Vect(z1,...,zy)
donc par hypothese de récurrence, les vecteurs (z1, ..., ZTn12) sont liés.

Supposons dorénavant qu’il existe j € [1,n + 2] tel que z,41; # 0. Quitte & renuméroter
les vecteurs x;, on peut supposer que Tp41,1 7 0.

x )
Posons pour tout 2 < j <n+2,y; =xj — Ll’]ml

Tn41,1
Alors, pour tout 2 < j < n+ 2,y; € Vect(e,...,ep).

La famille (y2, . . ., Ynt2) est donc constituée de n+1 vecteurs appartenant a Vect(ey, ..., e,).
Par hypothese de récurrence, les vecteurs (yo, . . ., yn+2) sont liés donc il existe des scalaires

(A2, ..oy Ang2) # (0,...,0) tels que

n-+2 n+2

n+2 n+2
Z)\Jyj =0p < Z)‘ (xa Intliy ) =0p & — Z)\ Il | gy + Z)\jxj =0g.

xn—f—l 1 xn—i—l 1 =2

C’est une combinaison linéaire nulle des vecteurs (zy,...,x,42) & coefficients non tous nuls
puisque (Ag,...,Apt2) # (0,...,0). Ainsi, la famille (z1,...,2,42) est liée, ce qui prouve la
propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence. |

Remarque 10. e A fortiori, si Vect(ey,...,e,) = E, toute famille de vecteurs de E constituée
de plus de n + 1 vecteurs est liée.

e Par contraposée, on en déduit que si Vect(ei,...,e,) = E, et si (z1,...,2zp) est une famille
libre de F, alors p < n. Moralement, une famille libre a toujours moins de vecteurs qu’une
famille génératrice.

Corollaire 2: Dimension d’un espace vectoriel

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.

Alors toutes les bases de EF ont méme cardinal, et ce nombre s’appelle la dimension de
E. On le note dim(E).

Démonstration. Soient (e1,...,e,) et (€], ...,¢,) deux bases de E.

Puisque la famille (e1,...,e,) est libre et Vect(el, ..., e,) = E, alors n < p.

De méme, puisque la famille (ef,...,e;,) est libre et Vect(es,...,e,) = E, alors p <n
Finalement, on a bien p = n donc toutes les bases de E ont méme cardinal. |

Exemple 11. e Pour tout n € N*, K" est un K-espace vectoriel de dimension n puisqu’il admet
comme base canonique B = (€;)1<i<n o1 €1 = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1).

e C est un R-espace vectoriel de dimension 2 puisqu’il admet comme base (1,1).

e Pour tout (n,p) € (N*)2, M,, ,(K) est un K-espace vectoriel de dimension np puisqu’il

admet comme base canonique les matrices (E; ;)1<i<n-
1<j<p
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e L’espace vectoriel réel des solutions de I’équation différentielle v’ + 3y = 0 (resp. y” + 3y’ +
3y = 0) est de dimension 1 (resp. 2).

Théoreme 4: Cardinal d’une famille libre et d’une famille génératrice

Soit F un K-espace vectoriel de dimension 7.
1. Toute famille libre de F a au plus n éléments.

2. Toute famille génératrice de E£ a au moins n éléments.

Démonstration.

1. E admet une famille génératrice a n éléments, donc d’apres le théoreme 23.4.2 toute famille
constituée de plus de n + 1 éléments est liée. Par contraposée, toute famille libre de E a
au plus n éléments.

2. Soit (eq,...,e,) une base de E. Soit (z1,...,zp) une famille génératrice de E. Puisque la
famille (eq,...,e,) est libre, on déduit du théoreme 23.4.2 que n < p donc toute famille
génératrice a au moins n éléments.

23.4.3 Théoreme de la base incomplete

Théoréme 5: Théoréme de la base incompléte

Soit F un K-espace vectoriel de dimension dim(F) =n € N*.

Soit (e, ..., ep) une famille libre de E.
Alors :
1. Sip=mn,(e1,...,ep) est une base de E.
2. Sip < n, il existe des vecteurs (ep41,...,€e,) de E tels que (e1, ..., ey,) est une base
de F.
Démonstration.
1. On suppose que p = n. La famille (e, ..., e,) est une famille libre de E, avec dim(E) = n.

Montrons que Vect(eq,...,e,) = E.
On a toujours Vect(ey,...,e,) C E. Montrons que E C Vect(eq,...,en).
Soit z € F.

Puisque la famille (eq,...,e,,x) contient n + 1 vecteurs de E qui est un espace vectoriel
de dimension n, c’est une famille liée.

Il existe donc (A1, ..., Apr1) # (0,...,0) € K**! tels que Z A€k + Apy1z = 0p.
k=1

n

Si Apr1 = 0, alors on obtient Z)\kek = 0. Or, la famille (eyg,...,ey,) est libre, ce qui
k=1

implique que pour tout 7 € [1,n], \; = 0.

Ainsi, pour tout i € [1,n+ 1], \; = 0, ce qui est absurde puisque la famille (eq, ..., ep,x)
est liée.
1 n
Nécessairement, A\,+1 # 0, donc x = — Z Aiek, d'ott z € Vect(eq, ..., ey).
n+1 =1
On a donc bien prouvé que E = Vect(ey,...,ep).
Finalement, la famille (ey, ..., e,) est une famille libre et génératrice de E : c’est donc une

base de E.
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2. Supposons que p < n. La famille (eq, ..., e,) ne peut donc pas étre une base de E. Puisque
c’est une famille libre, elle n’est donc pas génératrice, i.e. Vect(eq,...,e,) # E.
Il existe donc un vecteur e, 1 ¢ Vect(eq,...,e,). Montrons que la famille (eq, ..., ep, ept1)
pt1
est libre. Soit (A1,...,A\p11) € KPH! tels que Z e = 0.
k=1
1 2
Si Apy1 # 0, on aurait ey = Y Z)\kek donc ep41 € Vect(eq,...,ep), ce qui est
p+1 =1
absurde.
p
Ainsi, Apy1 = 0 et puisque la famille (eq, ..., e,) est libre, la relation Z Arer = 0 implique
k=1
que pour tout k € [1,p], \x = 0 et finalement pour tout k& € [1,p + 1], \x = 0 donc la
famille (eq,...,ep+1) est libre.
Si Vect(eq,...,epr1) = E (possible si n = p+1), la famille (eq, ..., ept1) est alors libre et
génératrice, donc c’est une base de E. Sinon, il existe e,12 ¢ Vect(er,...,ept1) et par le
méme argument que précédemment, la famille (eq, ..., ep42) est libre.
On réitere ce procédé jusqu’a avoir trouvé des vecteurs (ep41,...,ey) tels que la famille
(e1,...,en) est libre. On aura donc obtenu une famille libre & n éléments dans un espace

vectoriel de dimension n : c¢’en est donc une base d’apres le premier alinéa.

Remarque 11. e Autrement dit, une famille libre de vecteurs de E peut toujours se compléter
en une base de E.

e Deux vecteurs non colinéaires de R? forment une famille libre de R? qui est un R-espace
vectoriel de dimension 2. Ils forment donc une base de R?, ce qui justifie la définition de base
de R? donnée dans le chapitre « Géométrie .

e Trois vecteurs non coplanaires de R3 forment une famille libre de R? qui est un R-espace
vectoriel de dimension 3. Ils forment donc une base de R?, ce qui justifie la définition de base
de R3 donnée dans le chapitre <« Géométrie .

Théoréme 6

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

Soit (eq,...,e,) une famille génératrice de E.

Alors (eq,...,e,) est une base de E.

Démonstration. Il suffit de montrer que la famille (eq,...,e,) est libre.

Supposons par l’absurde qu’elle ne l'est pas. D’apres le théoreme 23.4.1, on peut extraire
de la famille (ej,...,e,) une sous-famille (ey,...,e,) de la famille (eq,...,e,) (quitte & les
renuméroter) avec p < n telle que (eq,...,e,) forme une base de E.

On a donc une base de F qui contient p éléments avec p < n = dim(FE). Or, toute base de
E doit contenir n éléments. C’est donc une absurdité.

Nécessairement, la famille (eq,. .., e,) est libre et puisqu’elle est génératrice de E, c’est une
base de E. |

Remarque 12. Autrement dit, une famille génératrice d’'un espace vectoriel dont le cardinal
est égal a la dimension de ’espace est une base de I'espace.

Exemple 12. Soit P le plan de R? d’équation 2z +y — z = 0.
Ona(z,y,2) e P z=2v+y < (2,y,2) = (v,y,2x +y) = 2(1,0,2) + y(0,1,1).
Ainsi, les vecteurs (1,0,2) et (0,1,1) engendrent P donc P = Vect((1,0,2),(0,1,1)).
Puisque dim(P) = 2, d’apres le théoreme précédent, les vecteurs (1,0,2) et (0,1, 1) forment
une base de P.
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Théoreme 7: Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

1. F est de dimension finie et dim(F) < dim(E).
2. On a dim(F') = dim(F) si et seulement si £ = F.

Démonstration.
Soit n = dim(FE) € N*.
1. e Si F'={0},dim(F) = 0.
e Supposons que F' # {0}. Il s’agit de montrer que F posseéde une famille génératrice finie.

Soit (e1,...,ep) une famille libre de F. (On a nécessairement p < n, puisque la famille
(é1,...,€p) est une famille libre de E, puisque F' C E.)

Si Vect(er,...,ep) = F, la famille (eq,...,e,) engendre F' et alors F' est de dimension
finie.

Si Vect(ey, ..., ep) # F, alors il existe e, 1 € F' tel que ep41 ¢ Vect(ey,...,ep). On a alors
montré précédemment que la famille (eq, ..., ep41) est libre.

Si Vect(eq,...,ep+1) = F, on a fini. Sinon on réitere le procédé et on trouve un vecteur
ept2 € F tel que (eq,...,epq2) est libre.

Le procédé s’arréte forcément & un moment puisque F' C E et que F est de dimension
finie égale a n donc toute famille libre de F, qui est une famille libre de F, admet au plus
n éléments.

Il existe donc nécessairement un entier g € [p, n] tel que la famille (eq, ..., eq) est libre et
Vect(ey,...,eq) = F.
La famille (eq,...,eq) est alors une famille libre et génératrice de F' : c’est donc une base

de F et on a dim(F) = ¢ < n = dim(F).
2. ¢ Si E = F, il est clair que dim(E) = dim(F).
e Supposons que dim(F') = dim(F) = n et montrons que F = F.

Soit (eq, ..., e,) une base de F, i.e. (e, ..., ey,) est une famille libre de F et Vect(ey, ..., e,) =
F.
Puisque F' C E, la famille (ey,...,e,) est une famille libre de E & n éléments, c’est donc

une base de F, a fortiori, une famille génératrice de E.
Ainsi, F = Vect(ey,...,e,) = F.
|
Remarque 13. En pratique, on utilise trés souvent ce théoreme pour montrer que deux espaces

vectoriels E' et F sont égaux. Pour cela, il suffit de vérifier que F' C E (ou E C F) et que
dim(FE) = dim(F).
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23.4.4 Retour aux polynomes

Proposition 4: Structure d’espaces vectoriels de R[X] et R, [X]

L’ensemble (R[X], +,.) muni des lois

RIX]xR[X] — RX] _  RxRX] — R[X]

TPQ s PO O (WP) — AP

est un R-espace vectoriel (de dimension infinie).

Soit n € N. On note R,[X] = {P € R[X]|deg(P) < n} lensemble des polynémes a
coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.

Alors R,,[X] est un sous-espace vectoriel de R[X] de dimension n + 1 dont la base cano-
nique est (1, X, X2,..., X").

Démonstration. La structure de R-espace vectoriel de R[X] est claire.

Soit n € N. Montrons que R, [X] est un sous-espace vectoriel de R[X].

e Soit Ogx] le polynome nul. Alors deg(Og[x]) = —o0 < n donc Og[x] € R,[X].
e Soient (A, 1) € R?, soient (P, Q) € (R,[X])%.

Alors

deg(AP + pQ) < max(deg(AP), deg(uQ)) < max(deg(P), deg(Q)) <n

donc AP + 1@ € R, [X].
Ainsi, R, [X] est bien un sous-espace vectoriel de R[X].

Par ailleurs, pour tout P € R, [X], il existe une unique famille de scalaires (ag,...,a,) €
n

R+ telle que P = Z ar X ¥ donc la famille (1,X,X2,...,X") est une famille libre et génératrice

k=0
de R, [X]. On en déduit que c’est une base de R,,[X] et puisqu’elle est constituée de n+1 vecteurs
de R, [X], on en conclut que dim(R,[X]) =n + 1. [ |

Remarque 14. e Pour n = 0, Ro[X] = R est ’ensemble des polynomes constants a coefficients
réels et est de dimension 1 sur R.

e Soit (P, ..., P,) € (R,[X])"*! une famille de polynomes & degrés échelonnés, i.e. pour
tout k € [0,n],deg(Py) = k.

Alors (Po, ..., P,) est une base de R, [X].

En effet, montrons que la famille (P, ..., P,) est libre.

n
Soient (Mg, ..., As) € R™! tels que Z Ak P = Ogy). Puisque les degrés sont échelonnés, si
k=0

n
An # 0, le coefficient dominant de Z A, Pr serait Apap, # 0, ol a, est le coefficient dominant
k=0

n
de P,. Ainsi, on aurait Z Ao Pr # Og[x], ce qui est absurde. Nécessairement, A, = 0, puis par

une récurrence descendante, on montre successivement que A,_1 = -+ = A1 = Ag = 0.

Ainsi, la famille (P, ..., P,) est une famille libre constituée de n+ 1 vecteurs de R,,[X], qui
est de dimension n + 1 : ¢’en est donc une base.

Par exemple, (2, X — 1, X2 + 3X + 2) est une base de Ro[X].
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23.4.5 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 9: Rang d’une famille de vecteurs

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.

Soit (x1,...,x,) une famille de vecteurs de E.

On appelle rang de la famille (xy,...,2,) la dimension de l'espace vectoriel
Vect(z1,...,%n).

Exemple 13. Soit 1 = (1,3,2),z2 = (0,2,1),23 = (—1,1,0).
On a x3 = 2x9 — 1 donc la famille (z1, 9, z3) est liée. On constate que les vecteurs x; et
x9 sont libres donc (z1,x2) est une base de Vect(x1, z2,x3) et Vect(xy, z2,x3) = Vect(z1, x2).
Ainsi, dim(Vect(x1, 2, z3)) = 2 donc la famille (z1,x2,z3) est de rang 2.

Année 2025-2026 20 / 20 PANETTA



	Espaces vectoriels
	Introduction
	Pourquoi abstraire ?
	Un exemple introductif

	Structure d'espace vectoriel
	Définition
	Sous-espaces vectoriels
	Sous-espace vectoriel engendré

	Familles libres, familles génératrices, bases
	Familles libres
	Famille génératrice
	Bases

	Dimension d'un espace vectoriel
	Espace vectoriel de dimension finie
	Dimension d'un espace vectoriel
	Théorème de la base incomplète
	Retour aux polynômes
	Rang d'une famille de vecteurs



