LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 A. WASSFI

CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES N°7
Samedi 4 avril 2026 (4h00)

Exercice 1 : suite et fonctions

1 Etude d’une suite

On considere les fonctions f et g définies sur ]0, +oo[ par :
1
Vz €]0, +o0], flz)=2— §1n(a:) et g(z) = f(z)— .
On considere aussi la suite (uy,),en définie par :

ug =1 et Vn €N, w1 = fluy).

1. Calculer les limites suivantes :

li t li :
lim g(z) e Jim g(z)
( 1 2\
Comme In(z) — —o0, on a —=In(z) — 400 et —z — 0, donc
z—0+t 2 z—0t z—0t

lim g(x) = 400 |

z—0t

In(x)

— (2 - L _ .
De plus, g(7) = 2(% — 5-In(z) — 1). Comme S, oo et que g 0 (croissance
comparée), on en déduit que 2 — -~ In(z) —1 — —1 et donc :
T—+00
li = —00 |
(Un calcul direct aurait en fait fonctionné.)
. J

2. Calculer ¢'(x) pour tout = €]0, +oo[ puis dresser le tableau des variations de g sur |0, +o0.

P
g est dérivable sur |0, +oo[ en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout x > 0 :

1

!
- 1.
g (x) 5

Ainsi, pour tout x > 0, ¢’(z) < 0 donc g est strictement décroissante sur |0, +o00].
On en déduit le tableau de variations de g :
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x 0 +o00
J'(x) -
—+00
9(x)
—00
_ J

. Justifier que g est une bijection de ]0, 4o00[ sur un intervalle a préciser.

s N
La fonction g est continue sur |0, +oo[ et strictement décroissante sur |0, +oo[. De plus,
li = li = —00.
lim g(z) = 4o, lim g(z) = —o0
Donc, d’apres le théoreme de la bijection continue, g est bijective de ]0,+oo[ sur
9(]0, +00[) =R|
N J
. Prouver que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur |0, +o0][.
On la note a.
Comme ¢ est continue et strictement décroissante sur |0, +oo[. De plus, lim+ g(r) = +o0
z—0
et liril g(x) = —o0. Donc, d’apres un corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
T—>+00
I'"équation g(z) = 0 une unique solution, notée [a].
. Justifier que :
acll e et fla) = a.
- N
On calcule
(1)=2 11(1) 1=1>0 (e)=2 11() 2 L 5 <0
=2—-In(l)-1= e)=2—-In(e)—e=2—=-—e==-—e<0.
g 2 Y 2 2 2
Ainsi, g(e) < 0= g(a) < g(1) et donc son unique zéro « vérifie | € [1, €] |.
Enfin g(a) =0 <= f(a) —a=0 <= | f(a) = «a|
. J
. Calculer f’'(z) pour tout x €]0,4o00| et préciser la monotonie de la fonction f.
- N
f est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout z > 0 :
1
/ = —_——
Ainsi f'(z) < 0 sur |0, +o00], donc | f est strictement décroissante sur ]0, +oo[|.
. J

. Démontrer par récurrence que :

VneN, 1<u,<e.

Soit la proposition P(n):Vn € N, 1 <wu, <e.
Initialisation : ug = 1, donc 1 < uy < e.
Hérédité : soit n € N et supposons P(n) vraie c¢’est-a-dire 1 < u,, < e.
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Comme f est décroissante sur |0, +oof :
fle) < fun) < f(1).

or 13

Donc 1 < upi1 = f(u,) < e. Ainsi P(n + 1) est vraie.

Conclusion : par récurrence, ‘Vn, 1<u,<e ‘
\ J

8. Vérifier que :

| —

vz € [Le], |f'(z)] <

g
Sur [1,e], on a z > 1, donc

Ainsi |Vz € [1,€], |f'(z)| <

N | —

&

9. En déduire, a I’aide du théoreme des accroissements finis, que :

1
Vi €N, Juns — ol < 5l — al

- 2
On a uyi1 = f(u,) et f(a) = a. De plus, u, € [1,¢] et a € [1,e]. Par le théoreme des
accroissements finis appliqué a f entre u, et «, il existe un réel ¢ compris entre u,, et « tel

que

fun) = fla) = fi()(un — @) = | f(un) = fla)| = f'(c)] Jun — al.

Avec la question précédente, |f'(c)| < %, donc

s — al = |f(ua) — F(@)] < LJun — al,

10. Démontrer que :
VneN, |u,—al <

2n

Soit la proposition P(n) : Vn € N, |u, — a| < L. Démontrons P(n) par récurrence.
e—1

20

Initialisation : comme up = 1 et a € [1,¢], on a |ug — a| < e — 1, soit |ug — af <

Donc P(0) est vraie.
e—1

2n

Hérédité : soit n € N et supposons P(n) vraie c¢’est-a-dire |u,, — a] <
D’apres la question 9),
L e=1 e=1

1
— L = — < —. = .
|un+1 Oé‘ — 2|un OZ‘ — 2 2n 27‘L+1

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : par récurrence,




11. Prouver que la suite (u,)nen converge et préciser sa limite.

- N
. . z=1  @e@=1
D’apres la question 10), |u, — af < et — 0.
2 2" n—4oo
Donc u,, — «.
n——+00
Ainsi, | (u,,) converge et lim wu, = a|.
n——+00

. J

Partie 2 : questions d’informatique

12. Ecrire deux fonctions Python £ (x) et g(x) qui retournent respectivement les nombres f(z) et

g(x) ou x est un nombre donné en parametre.

(Déﬁnition des fonctions f(x) et g(x)

from math import log

def f(x):
return 2 - 0.5 * log(x)

def g(x):
return f(x) - x

J

13. En utilisant un algorithme de dichotomie, écrire une fonction Python alpha(eps) qui retourne

une valeur approchée de o a eps pres.

p
Approximation de o par dichotomie

from math import exp

def alpha(eps):
a=1
b = exp(1)
while b - a > 2xeps:
m=(a+b) /2
if g(m) == 0:
return m
elif g(a) * g(m) < O:
b=m
else:

a=m
return (a + b) / 2

14. Ecrire une fonction Python itérative u_iter(n) qui retourne le terme wu,,.

g
Fonction itérative pour calculer u,

def u_iter(n):

u-=1

for k in range(n):
u = f(uw

return u

15. Ecrire une fonction Python récursive u_recur(n) qui retourne le terme w,,.
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P
Fonction récursive pour calculer u,

def u_recur(n):
if n ==
return 1
else:
return f(u_recur(n-1))

Exercice 2 : le modeéle de Verhulst

Partie 1 : une fonction logistique
Soit a > 0 et f la fonction définie sur R par

1

fo) = =t

1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée. En déduire le sens de variation de f.

p
La fonction x — ae™ + 1 est dérivable sur R et ne s’annule pas (car ae™ > 0), donc

f :x+— ———— est dérivable sur R. On a pour x > 0 :
ae”* +1
075 ae””
=) = (ae=® +1)2°

Comme ae™® > 0, on a f'(x) > 0 pour tout z, donc ‘ f est strictement croissante sur R |.
. y,

2. Déterminer les limites de f en —oo et en 400 puis en donner une interprétation graphique.

- N
Onae™® — +4oo,doncae™+1 — +ooet
T—>—00 T—+00
lim f(z)=0]|
T——00

Onae™ — 0,doncae™+1 — 1let
T—+00 T—+00

lim f(zx)=1|

T—-+00

La courbe représentative de f admet les asymptotes d’équation y = 0 (en —oo) et y =1 (en
+00).
\

J

1
3. On souhaite calculer la valeur moyenne de f entre O et 1 : [ = / f(z)dz.
0
(a) Déterminer des réels b et ¢ tels que pour tout réel x strictement positif :

1 b c

z(r +1) x+x+1'
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P
On cherche b, ¢ tels que pour tout z > 0 :

1 b c bx+1)+cx (b+c)r+b

x(az‘+1)_§+x+1_ z(z+1) = z(z+1)

Donc (b+¢)=0et b=1, d’oﬁ‘b: 1, ¢c= —1‘.
Ainsi, pour tout z > 0 :

1 1 1

zz+1) =z x+1°

(G

(b) Calculer I. On pourra effectuer le changement de variable t = ae™".

Ve

tt+1) t t+1

I=[nt—InE+1);,.= ln(

a a-+te
=1In
(a+e) (a—i—l

Donc Izln(a+€> .
a+1

Avec t = ae™™, on a dt = —ae *dz = —tdzx, donc dz = — Quand x =0, t = a;
quand z =1, t = e Ainsi

e

1 ale a
1 1 dt 1
e [ () [
o ae 41 . t+1 t aje t(t +1)
1 1 1

Or, d’apres la décomposition précédente, = - — —— donc

)

Partie 2 : I’équation de Verhulst

On considere ’équation différentielle

(E) : ¥ =y(1-y),

ol la fonction inconnue y est définie et dérivable sur R, et vérifie, pour tout =z € R,

0<y(z) <L ()

Cette équation différentielle, appelée équation de Verhulst, est utilisée notamment en biologie pour

modéliser 1’évolution de certaines populations.

4. Soit y une fonction solution de (E) et vérifiant I’encadrement ().
Déterminer le sens de variation de y.

Pour tout x, 0 < y(z) < 1 donc y(x)(1 — y(z)) > 0. Comme ¢y = y(1 —y), on a y'(z) > 0

pour tout z, donc ’y est strictement croissante sur R ‘

5. Soit y une fonction définie et dérivable sur R, vérifiant I’encadrement (x).
On pose, pour tout = € R,




(a) Démontrer que la fonction y est solution de I’équation (FE) si, et seulement si, la fonction

z est solution de I’équation différentielle
(E) : 2 +2=1

r N

1
Comme z = — et que y(x) # 0 pour tout x, z est dérivable sur R et pour tout x :
Y

Si y est solution de (E), alors ' = y(1 —y) et donc

! 1-— 1
) Y Y
soit 2/ + z =1 : z est solution de (E').
/
Réciproquement, si z vérifie 2/ +z =1, alors 2/ =1 — 2. Or 2/ = —% et z = —, donc
Y Y
Y 1 y—1
—Z=l--=— = —y=yy-1) = y=yl-y),

donc y est solution de (F). Ainsi, |y solution de (E) <= z solution de (E')|.
- J

(b) Résoudre I’équation (£).

e 2
L’équation z’'+z = 1 est linéaire a coefficients constants du premier ordre. Une solution

particuliere constante est z, = 1. La solution générale de ’homogene 2’ 4+ z = 0 est
zn i x—ae foua € R.
Donc

z:x—>1+ae™® (a€eR)|
- J

(c) En déduire les fonctions solutions de 1'équation (F).

e 2
Onay= 1, donc

© 1

" 1tae=s

Pour que 0 < y(z) < 1 pour tout z, il faut et il suffit que 1 + ae™® > 1 pour tout z,
donc a > 0. Ainsi :

y(x)

1
Va >0, y(z)= i est solution et vérifie 0 < y < 1.

N J

(d) Déterminer la solution de (£) vérifiant la condition initiale y(0) = 3"

. N
1 1 1
O)=-<— —— =—-—<—=1 =2<«—=a=1.
y(0) = 3 l+a 2 ta @
Donc :

. —> .
y- 1+e®
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Exercice 3 : suite d’intégrales et limite d’une somme alternée

1. Montrer que I, est bien défini pour tout n € N.

p
Soit n € N. La fonction
t — (cost)"
. ™ . . N
est continue sur le segment [0, 5] car cos est continue sur R, et la puissance entiere conserve

la continuité. Donc l'intégrale
w/2
- / (cost)™ dt
0

existe. Ainsi, I,, est bien défini pour tout n € N. )
\

2. Calculer Iy, I; et I>.

e ™
On calcule :
w/2 T
0 2
Ensuite,
w/2
I = / costdt = [sint]g/2 = 1.
0
Enfin, en utilisant la formule
1 2t
cos’t = 2 costat) cos( ),
2
on obtient
w/2 1 w/2 1 /7
I = 2tdt = - 1 2t dt:—<— 0):—
2 /0 Cos 2/0 (1 + cos(2t)) > 2+ 1
Donc
T T
Iy=— =1 I =—.
0 9 ) 1 3 2 A
. y
3. (a) Etudier la monotonie de la suite (I,,)n>o.
En déduire que la suite (I,,),>0 converge.
s 2
T
Pour tout t € [0, 5], on a

0<cost<l1.
Donc, pour tout n € N,
(cost)™ < (cost)"

s
En intégrant sur [0, 5], on obtient

[n+1 S [n

La suite (I,,) est donc décroissante.
De plus, pour tout n,

(cost)" >0 sur [0, g] :

donc




Ainsi, (1,,) est décroissante et minorée par 0.
Par le théoreme de la limite monotone, la suite (1,,) converge.

(b) A laide d’une intégration par parties, montrer que :

VneN, Io=(n+1)(I — ).

g
Soit n € N. On écrit

/2 /2
Inyo = / (cost)" T2 dt = / (cost)™ ! costdt.
0 0

On effectue une intégration par parties avec
u(t) = (cost)"™ et V/(t) = cost.
Alors
u'(t) = —(n+ 1)sint (cost)" et  v(t) =sint.
Ainsi,

/2
Lo = [(cost)" " sint] 3/2 +(n+1) / sin”¢ (cost)" dt.
0

Le terme entre crochets est nul, car sin0=0 et cos (g) = 0. Donc

w/2
Inio=(n+1) / sint (cost)™ dt.
0

Or
sin?t = 1 — cos®t,
donc

w/2

Iivo=(n+1) / (1 —cos*t)(cost)"dt = (n+1) /OW/2 ((cos t)" — (cos t)”+2) dt.

0

Par conséquent,
Insz = (0 + D)(In — nsa)

On obtient alors :
(n+2)0 = (n+ 1)L,

On en déduit la relation de récurrence

JMQZZi;%.
(c) En déduire que :
VneN,]ﬁz(ﬁg;g ot 5“1:é§%%T
Cas des indices pairs. Pour n > 1,
I, — 2n—11_2n72: 2n—1 2n-3 e 1-3~5--~(2n—1)10-
2n 2n  2n—2 2-4.6---(2n)
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4.

Comme [y = g, on obtient

1-3:5---2n—1) 7

Iy = T
? 2-4-6---(2n) 2
Or
2-4-6---(2n) =2"nl,
) en)___ (on)
n)! n)!
1-3-5---(2n —1) = - .
@n=1) =376 @) 2wl
Donc
(2n)! =«
[2n = S
()2 2
Cas des indices impairs. Pour n > 1,
I _2n _ 2n 2n—21_ . 2-4-6---(2n)
T +1 T T i1 2 =1 T 357 (2n+1)
Comme [, =1, on a
L __2:4:6---(20)
T3 5.7 (2n+ 1)
o @n+1)  @n+1)
n+1) n—+1)!
3.5.7---(2n+1) = - .
Cntl) =@y~ 2
Ainsi
2"n! (27n!)?
IZn—l—l = = .
2n+ D)!/(2*n))  (2n+1)!
Finalement,
2n)! 7w (2n!)?
Ion = Tl et |Iopp = ol
= 22| ¢ 21 = (9n 1 1)

&

(a) Rappeler un équivalent simple de = +— cos(x) — 1 et u — In(1 + u) au voisinage de 0.

Au voisinage de 0, on a les équivalents usuels :

x2

cosx—lw—; et In(1+ u) ~ u.

(b) Montrer que
1
nin(cos(n™*)) ~ —5\/5

n—-+00

, . . —1/4\\"
En déduire nl_1£100 (cos(n™1*))".

Posons
T, = n~4.

Alors z,, — 0 quand n — +oc.
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D’apres I'équivalent précédent,

2 1
cos(x,) — 1 ~ i L

2 2y/n
Comme cos(x,) — 1, on peut écrire
In(cosz,,) = In(1 + (cosz, — 1)).
Or cosx, —1 — 0, donc

1
PN

In(cos z,) ~ cosx, — 1 ~

En multipliant par n, on obtient

1
nIn(cos(nY4)) ~ =3

V.

1
Comme —5\/5 — —o00, on en déduit que

nIn(cos(n=*)) — —o0.
D’ou, en revenant a 1’écriture exponentielle,
(Cos(n’l/‘l))n = exp(n ln(cos(n’l/‘l))) — 0.

Donc

lim (cos(n_1/4))n = 0.

n—-+o0o

&

(c) Montrer que :
lim (Cos(n_2/3))n =1

n—-+o0o

p
Posons

—2/3

yn o n / .

Alors y, — 0 quand n — +o00. Comme précédemment,

2

Yn 1 —4/3

=l e =2 = = _
cos(yn) 5 5"

Donc 1
In(cos(yn)) = In(1 + (cos(yn) — 1)) ~ cos(y,) — 1 ~ —in_4/3.
En multipliant par n,

~1/3

1
nIn(cos(n=%3)) ~ —5n — 0.

Par continuité de ’exponentielle,
(cos(n_Q/?’))n = exp(n ln(cos(n_2/3))> — e’ =1.

Ainsi,

lim (Cos(n_2/3))n =1.

n—-+o0o
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5. (a) Montrer que pour tout n € N* :

n—1/4

/ (cost)™dt < n~Y4
0

Vs

.

\
Soit n € N*. Pour tout ¢ € [0,n7*/*], on a
0 < (cost)" < 1.
En intégrant cette inégalité sur [0,n~'/4], on obtient
n—1/4 n—1/4
0< / (cost)"dt < / 1dt = n~14,
0 0
Donc
n—1/4
/ (cost)™dt < n~ V4
0
J
(b) Montrer que pour tout n € N* :
w/2 T "
/ (cost)"dt < — (cos(n_1/4)) :
n—1/4 2
<

Ve

T
Ainsi, pour tout t € [n‘1/4, 5},

(cost)™ < (cos(n™'/*))".

On en déduit

—1/4 n—1/4

Comme

on obtient

w/2 T n
/ (cost)™dt < 5 (cos(n’l/‘l)) :

—1/4

(G

s
La fonction t — (cost)™ est décroissante sur [0, 5} , car cos y est décroissante et positive.

/:/2 (cost)"dt < /ﬂ/2 (Cos(n_1/4))ndt — (Z _ n_1/4> (Cos(n_1/4))”,

(¢) En déduire que lim I, = 0.

n—-+o0o

p
Pour tout n > 1, on découpe 'intégrale :

r=
0

D’apres les deux questions précédentes,

n—1/4 w/2

(cost)™ dt + / (cost)™ dt.

n—1/4

0<I,<n Y44 g(cos(n_l/4))n.
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Or
n~Y* — 0 et (cos(n_1/4))n —0

d’apres la question 4.b. Par encadrement, on conclut que

lim I, =0.

n—-+00

g

6. Montrer que pour tout n € N* :

n—2/3

I, > / (cost)™dt > n~%/3 (cos(n’z/g))n.
0

-
Pour tout n € N*, on a évidemment

n—2/3

w/2
I, = / (cost)™ dt > / (cost)™ dt,
0 0

car la fonction intégrée est positive.
s
Ensuite, la fonction ¢ — (cost)™ est décroissante sur [O, 5} Donc, pour tout t € [0,n~%/3],

(cost)" > (cos(n_Q/?’))n.

En intégrant sur [0,7-2/%], on obtient

J

n—2/3 n—2/3

(cost)™dt > /0 (cos(n_2/3))n dt = n=%/3 (cos(n_2/3))n.

Ainsi,

n—2/3

I, > / (cost)™ dt > n=2/3 (cos(n_2/3))n.
0

-

7. (a) Montrer que pour tout réel t de | — m, 7| :

2

COS(t) + 1 = m

p
Pour tout ¢ €] — 7, 7[, on sait que

t 1
1+ tan?( < ) = ———
e (2) 0082(5)

On a déduit que

2 t
" _9c0s2 [ 2
1+ tan?(%) €08 (2)

t t
cost = 2cos’ (5) —1 soit cos(t) + 1= 2cos’ (5)

Or,

Ainsi

2

COS(t) + Il = m
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t
2

T2 qt
L
/0 1 + cos(t)

(b) A T'aide du changement de variable u = tan( ), montrer que :

p
On effectue le changement de variable

; t
u=tan| = |].
2

Alors 5d
dt = ——
14 u?
D’apres la question précédente,
1+ cost = :
1+ u?
Par conséquent,
dt 2du
= 1+2“2 = du.
14 cost T

Quandt:O,onau:(),etquandt:g,ona

m
—t (—):L
U an 1
/ —:/du:l.
o l+cost 0

/2 dt
— =
/0 1 + cos(t)

Ainsi,

Donc

.

(c) En permutant somme et intégrale, montrer que pour tout entier n :

u M /2 (— cos(t)) "
Z(_Dk]k N /o 1 + cos(t) _/0 “T+cos(t) o

k=0

(On part de la définition de I}, :

n n /2
D (1)1 = Z(—mk/ (cost)* dt.
k=0 k=0 g
Comme il s’agit d'une somme finie, on peut permuter somme et intégrale :
w/2 N

Z(—l)kfk :/0 Z(— cost)” dt.

donne
n

Z(_ cost)t — 1 — (—cost)™t |

— 1+ cost
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Or, pour tout t € [0, 5]7 on a cost € [0,1], donc — cost # 1, et la somme géométrique




Ainsi,

S X-:ukzk::u/‘ (Zcost)™ 4
0 1 4 cost

@ ™2 (= cos(t)) "
Z(_Dklk - /0 1 + cos(t) _/0 Tos(t)dt

k=0

C’est bien I’égalité demandée.
-

(d) Montrer que :

w2 ¢ n+1
Vn e N, (/ (Zeos)™ gyl < p
0 1+ cos(t)
f s
Pour tout ¢ € [O, 5], onal+cost>1, donc
o< —<1
~ 14 cost —
Ainsi,
_ t n+1 t n+1
(Ceost)™| _(eost™ s
1+ cost 1+ cost

0
En intégrant sur [0, 5], on obtient

7'(/2 _ t n+1
/ (—cost) gt
0

/2
< O dt=1,.,.
1+ cost - /0 (cost) i

Donc

S Mo

e (— cos(t)) "+
/0 1 + cos(t) dt

(.

n

(e) En déduire que la suite (Z(—l)kl k) converge et déterminer sa limite.
k=0 neN

p
D’apres la question 5.c, on sait que
I,,1 — 0.

Or, d’apres les deux questions précédentes,
n

e [ dt /% (— cos(t)) "
Z(_1> Iy _/0 1 + cos(t) _/0 Tos(t)dt

k=0

< Iy — 0.

[,

1+ cos(t)

Le deuxieme terme tend donc vers 0.
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Par suite,
n

-k, — —
Z< )k /0 14 cost

k=0
[t
o 1l+cost

On conclut que la suite des sommes alternées converge, et que sa limite vaut

D’apres la question 7.b,

lim Yy (-1FI, = 1.
n—-4o00
k=0

Exercice 4 : probabilités discretes

1. On lance n fois de suite la piece. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de PILE
obtenus au cours de ces n lancers.
(a) Déterminer la loi de X (une réponse argumentée est attendue).

Préciser I'ensemble X (Q2) ainsi que la valeur de P(X = k) lorsque k € X ().

f 2
Chaque lancer est un succes <« PILE > avec probabilité %, indépendamment des autres.
Ainsi, X compte le nombre de succes sur n lancers indépendants : X suit une loi
binomiale de parametres (n, %)

On a X(Q2) ={0,1,...,n} et, pour tout k € {0,...,n},

ERRAIGION

\_ J

(b) Donner la valeur de 'espérance E(X) et de la variance V(X)) de la variable aléatoire X.

Si X ~ B(n, %), alors

2 2n 2 2 2 1 2n
EX)=n--=— t ViX)=n--(1l—-=)=n-—-=-=—|
X)=n-3=7| ¢ (>"3( 3)”339
2. Calculer vy et vs. Vérifier que :
1 2
V3 = 5’02 + §’Ul.
Rappelons que 'on a convenu que v; = 0.
- 2
4
On a v, = P(PILE au ler et PILE au 2¢) = (2)* = .

Pour vs, il faut que le premier double PILE apparaisse au rang 3 : cela impose
lancer 2 = PILE, lancer 3 = PILE, et (1,2) n’est pas un double PILE, donc lancer 1 = FACE.

Ainsi




Enfin, comme v; = 0,

ce qui vérifie la relation.

3. Soit n > 2. On suppose qu’au premier lancer, PILE est obtenu et on souhaite la réalisation de
I’événement D, 5. Quel est alors le résultat du second lancer ? A Tissue de ces deux premiers
lancers, combien de lancers reste-t-il a effectuer pour que D,, o puisse se réaliser 7
En déduire que :

1

Pﬁ(Dn+2) = § Un-

N
Sachant que le premier lancer est PILE, pour que le premier double PILE n’apparaisse qu’au

rang n + 2, il ne faut pas déja un double PILE au rang 2. Donc le second lancer doit étre
FACE.

Apres les deux premiers lancers (PILE puis FACE), il reste n lancers (du rang 3 au rang
n + 2). La condition <« premier double PILE au rang n + 2 > se reformule alors comme :
< premier double PILE au rang n > dans la suite des n lancers restants (mémes probabilités,
indépendance des lancers).

Alinsi,
1
Pr(Dry2) = P(2e lancer = FACE | ler = PILE) - v, = 3 Vn
soit
1
Pﬁ(Dn+2) = g Un |-
\ J
4. Pour n > 2, justifier que :
PFl(Dn—i-Q) = Un+1-
~ '

Sachant 1’événement Fi (premier lancer = FACE), I'événement D, signifie : < le premier
double PILE apparait au rang n + 2 ». Comme le premier lancer est FACE, cela équivaut a
dire que, dans la suite des lancers a partir du rang 2, le premier double PILE apparait au
rang n + 1 (on a simplement décalé le comptage d'une unité).

Par indépendance des lancers,

Pr,(Dny2) = Unga |

- J
5. A laide de la formule des probabilités totales, montrer que :
1 2
n Z 2, Upt2 = gvn+1 —+ §’Un.
En outre, d’aprés la question 2), cette formule est vraie pour n = 1.
s N

Par la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements (F, F}) :
Unt2 = P(Dny2) = P(F1) Pry(Dys2) + P(Fr) Pr(Disa)-

Or P(F\) =%, P(Fy) = 2, et d’apres les questions 3) et 4),

1
Pr, (Dpy2) = Una, Pr(Dyy2) = 3n-
Donc
1 2 1 1 2
Unt2 = 3Un1 + 3 3V = gUni + R
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soit

1 2
Vn > 2, Upyo = gvnﬂ + §vn.
6. Démontrer que :
4 92 n—1 1 n—1
Vn>1, P(D,) ==||= — | —=
o407 (2)]
e A
On a la récurrence (valable des n = 1) :
1 n 2 _0 4
Unt2 = 3Un+1 9Un> U1 =Y, Vg = 9°
On résout la relation linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique est
2 _ 1 2 2
T:§T+§ = " -3I-2=0 <= @(Br-2)3r+1)=0.
Les racines sont r; = % et ry = —%, donc
92 n—1 1 n—1
n=A[= Bl—= :
n=a(s) 2 ()
Avec v; = 0, on obtient A+ B =0, donc B = —A. Avec vy = %,
4 2 1 2 1
== (5) () -4 (5+3)
Donc A = % et
4 9 n—1 1 n—1
Vn >1 n — = b — | —= .
wzin=5(3) - (5) ]
N J

7. Pour tout entier n > 2, on note F, 'événement < il n’y a pas eu deux PILE consécutifs au

cours des n premiers lancers >.

Exprimer ’événement FE,, en fonction des événements D, ..., D,. En déduire que :
n
P(E,)=1-) v
k=2
( 7 ’ . . N o )
Les événements D, ..., D, sont incompatibles deux a deux (le < premier double PILE > ne

dans les n premiers lancers > équivaut a U Dy.
k=2
Donc

k=2

Par conséquent, comme la réunion est disjointe,
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peut pas étre a deux rangs différents). L’événement < il y a eu au moins un double PILE
n




soit

8. Calculer la limite de P(FE,,) lorsque n tend vers l'infini.

P
Avec l'expression de vy, (question 6), en posant m =k — 1 :
n 4 n—1 2 m n— 1 m
>u-3(S () -2 (<))
k=2 9 <m:1 3 m=1 3
Or :
— /2\™ 21 - (%) 2
Z(—) —3( <§)) 3 32:20ar —'<1.
— 3 1— 3 n—+oco | — B
et )
(__) = il (1 3)") > 31 — car ——‘ <1
— 3 1+ 3 notoo 14 3 4
Donc
g 4 1 49
L) =g (2‘ (‘1)) =5 1=!
Ainsi
n—-+00
-
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