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Dans tout le chapitre, K =R ou C.

24.1 Applications linéaires

24.1.1 Définition et premieres propriétés

Définition 1: Applications linéaires

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels .
Soit f: E — F.
On dit que f est linéaire si pour tout (X, ) € K2, pour tout (x,y) € E?,

fQOx + py) = Mf(x) + pf(y).

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Dans le cas ou £ = F, on dit qu'une application linéaire f : E — E est un endomor-
phisme et on note £L(E) au lieu de L(E, E) I'espace des endomorphismes de E.

Une application linéaire a valeurs dans K est appelée forme linéaire.
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Remarque 1. o Si f: E — F est linéaire, nécessairement f(0g) = Op.
En effet, f(OE) = f(() X OE) =0x f(OE) =0p.
e Pour tout (z,y) € E?, f(x +y) = f(z) + f(y). En effet,

flety)=f(L-x+1-y)=1-f(z)+1-f(y) = f(z)+ f(y).

e Pour tout = € E, pour tout A € K, f(Az) = Af(x).
En effet,

fva) =fA -z +1x0g) =X f(z) +1- f(0r) = Af(2) + 0 = Af(2).

e Par récurrence, on en déduit que pour tout n € N*| pour tout (z1,...,x,) € E™, pour

tout (Ag,...,A,) € K",
f (Z Ak%) = Mef ().
k=1 k=1

e Si F et F sont deux K-espaces vectoriels, L(E, F') n’est jamais vide. En effet, 'application
fF —

iy — Op

nulle, notée Oz (g r)-

est toujours définie et est linéaire. Cette application est appelée I’application

Idg:E — FE

e Soit £ un K-espace vectoriel. L’application N est un endomorphisme de

FE appelé application identité de F.

Exemple 1. ¢ L(K,K) = {z — ax,a € K}.

En effet, soit f € L(K,K). Pour tout z € K, f(z) = f(x-1) = zf(1) = ax en notant
a = f(1). On a donc bien l'inclusion £(K,K) C {z — az,a € K}.

Réciproquement, soit a € K. Soit f : K — K définie pour tout x € K par f(x) = az. (Ceci
implique notamment que f(1) = a.)

Montrons que f est une application linéaire. Soient (z,y) € K2, soient (A, ) € K2.

Alors f(Ax 4+ py) = a(Ax + py) = Aax + pay = Af(x) + pf(y), ce qui prouve la linéarité de
f et l'inclusion {z — azx,a € K} C L(K,K), d’ou I'égalité L(K,K) = {z — ax,a € K}.

Par exemple, application f : 2 — x? définie sur R n’est pas linéaire car

FO+2) = F(3) =94 F(1) + f(2) = 1+4 =5,

De méme, I'application g : (z,y) — xy définie sur R? n’est pas linéaire car

FALD) = f(2,2) =44 2f(1,1) = 2.

fiR? — R3
L’application f est linéaire. En effet, soient ((x,%), (2/,y')) € (R?)2, soient (), u) € R2, alors

e Soit

FO\(, ) + ' y) = fOx+pa’, Ay + py')
= Ay +py, e+ px’ — 22y — 2uy’, 3\ + 3px’ + 20y + 2uy)
= My, —2y,3z +2y) + u(y, 2" — 2y, 32" + 2y)
= M(z,y) +pf'y).
donc f € L(R?,R3).
0:C'(R,R) — CR,R
f — f!

e L’application ) est lindaire car pour tout (f,g) € (C*(R, R))2 ,

pour tout (\,u) € R?,

O +pg) = Nf 4+ ng) =M+ ng' = Xo(f) + pelg)
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donc la dérivation est une application linéaire.
v:R[X] — R[X]

Il en va de méme de 'application p ., p

e Soient (a,b) € R?, avec a < b.
¢ :C%([a,b], R)

— R
L’application f R /b F()dt est linéaire car pour tout (f, g) € (CO(R, R))2 ,
a

pour tout (\, u) € R%
b b b b
oOF4n9) = [ (gt = [ OO +ug(o)it = A [ 1Odera [ glt)dt = xo(f)Haelo)
a a a a
donc calculer I'intégrale sur un segment d’une fonction continue est une application linéaire.

24.1.2 Opérations sur les applications linéaires

Définition 2: Opérations sur les applications linéaires

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels.
1. Soit f € L(E, F). Soit A € K.
On définit A - f € L(E, F) par

Ve € E, (A f)(z) = \f(x).

2. Soient (f,g) € L(E, F)2.
On définit f 4+ g € L(E, F) par

vz € B, (f +9)(x) = f(2) + g(x).

Proposition 1: Structure d’espace vectoriel de L(E, F')

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
Pour tout (f,g) € L(E, F)?, pour tout (\, ) € K2, \f + ug € L(E, F).
Ceci assure que L(E, F') est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Soient (f,g) € L(E, F)?,, soient (), u) € K.
Soient (z,y) € E? et (o, ) € K2. Par linéarité de f et g, on a

(A +ug)(ax + By) = Mf(ax+ By) + pglax + By)

= Xaf(z) + A8f(y) + pag(x) + uBg(y)
a(Af(z) + pg(z)) + BAf(y) + pg(y))
a(Af + ug)(x) + BN + ug)(y),

ce qui prouve que 'application Af 4+ ug est linéaire. |

Remarque 2. Avec ces définitions, tous les axiomes suivants sont facilement vérifiés : pour
tout (f,g,h) € L(E, F)3, pour tout (A, u) € K2,

frg=g9+f f+@+h)=(+g) +h [f+(f)=0er; 1-f=F

A(f+g) = -f+Xg A+w-f=X-fHp-f; X(u-f)=0Onu)-f
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Proposition 2: Composition d’applications linéaires

Soient F, F' et G trois K-espaces vectoriels.

Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).

Alors go f € L(E,G).

Autrement dit, la composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Démonstration. Par définition, go f : E — G. Montrons que g o f est linéaire.
Soient (x,y) € E?, soient (A, i) € K2. On a alors

(go Az +py) = g(f(Az+ py))
= g(\f(z)+pf(y)) par linéarité de f
= Ag(f(z)) +ng(f(y)) par linéarité deg
= Mgo f)(@)+plgo fy),

ce qui prouve que 'application g o f est linéaire. |

Remarque 3. Soit f un endomorphisme de F.
Pour tout n € N, f* = fo fo---o f € L(FE).
—_—

n fois

Définition 3: Isomorphisme

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).
Si f est une application bijective, on dit que f est un isomorphisme.
Si F' = FE, on dit que f est un automorphisme.

Remarque 4. Un automorphisme est donc un endomorphisme bijectif.

Proposition 3: Bijection réciproque d’un isomorphisme

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € £(E,F) un isomorphisme de E vers
F.

Soit f~!: F — FE la bijection réciproque de f.
Alors f~! est une application linéaire, i.e. f~! € L(F, E).

Démonstration. Montrons que f~! est linéaire.
Soient (z,y) € F2, soient (A, u) € K2. Puisque f est bijective, il existe un unique couple
(a,b) € E? tels que f(a) =z et f(b) =y, iec. a= f~1(z) et b= f~'(y). On a alors

F Oz +py) = fTHAf(a) + pf(b)
= fYf(ha+ pb)) par linéarité de f
= Xa+pb carflof=1Idg
= M)+ uf T w),

ce qui prouve la linéarité de f—1. |

Remarque 5. La bijection réciproque d’un isomorphisme est donc elle-méme un isomorphisme.
Si F' = E, la bijection réciproque d’un automorphisme est un automorphisme.

Exemple 2. e Soit a € K. Soit f: K — K définie pour tout x € K par f(z) = ax.

Alors f est un automorphisme si et seulement si a # 0 et dans ce cas, pour tout x €
x

K? f_l(x) - E
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e Soit f : R? — R? définie pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = (azx + by, cx + dy) ou
(a,b,c,d) € R,

L’application linéaire f est un automorphisme si et seulement si pour tout (u,v) € R? il
existe un unique vecteur (z,y) € R? tel que f(z,y) = (u,v) si et seulement si le systéme

ar+by = u
cx+dy = v

. . S T . a b . .
admet une unique solution, ce qui équivaut a dire que la matrice (c d) est inversible et dans

-1
x a b u
ce cas = .
<y> (C d) (U>
Par exemple, si f : R> — R? est définie pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = 2z —y, —z+y),

. 2
la matrice <_1 1

Squivalences :
(2.y) = £ (w0) & fla,y) = (u,0) & (i) = G ;) (5)

donc f~! est I'application linéaire définie sur R? par f~1(u,v) = (u + v, u + 2v).
On peut effectivement vérifier que pour tout (z,y) € R?,

. : . 11 )
) est inversible d’inverse ( 1 2) donc f est un automorphisme et on a les

FHfy)=Ff"Cr—y,~2r+y)=2e-y—a+y2e—y—22+2) = (z,y)
et pour tout (u,v) € R?
f(f Y u,v) = flu+v,u+20) = Qu+2v —u—2v, —u — v +u + 20) = (u,v).

f:R? — C

e L’application linéaire .
PP (z,y) = z+iy

est un isomorphisme de bijection réciproque

fl:c — R?
x+iy +— (x,y)

24.1.3 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 4: Noyau et image d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).
On note ker(f) = {x € E|f(xz) = 0r} le noyau de f et Im(f) = f(E) son image.

Remarque 6. L’application linéaire f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Proposition 4

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).
Alors ker(f) est un sous-espace vectoriel de E et Im( f) est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. ¢ Montrons que ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.
Tout d’abord, Og € ker(f) puisque f(0g) = Op par linéarité de f.
Soient (x,y) € (ker(f))?, soient (A, u) € K2. Par linéarité de f, on a

fQOz + py) = Af(x) + pnf(y)-
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Or, f(x) = f(y) = O puisque (x,y) € (ker(f))?, donc f(Ax + py) = O, ce qui prouve que
Az + py € ker(f).

On a donc bien montré que ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

e Montrons que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Tout d’abord, 0p € Im(f) car Op = f(0g).

Soient (z,y) € (Im(f))2. 1l existe alors (a,b) € E? tels que = f(a) et y = f(b).

Soient (A, 1) € K2. On a alors par linéarité de f :

Az +py = Mf(a) + pf(b) = f(Aa + pb) € Im(f)

car Aa+ ub € E.
On a donc bien montré que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F. |

Remarque 7. Plus généralement, on peut montrer que pour tout sous-espace vectoriel £’ de
E, alors f(E') est un sous-espace vectoriel de F.

En effet :

e 0p € E' car E’ est un sous-espace vectoriel de E donc g(0g) = 0 € f(E').

e Soient (z,y) € (f(E'))?, soient (A, 1) € K2. Montrons que Az + uy € f(E').

Puisque (z,y) € (f(E'))?, il existe (a,b) € (E')? tels que x = f(a) et y = f(b) donc par
linéarité de f :

Az + py = Af(a) + pf(b) = f(Aa+ pb).

Puisque (a,b) € (E')? et E’ est un sous-espace vectoriel de E, donc A + ub € E’, d’on
f(Aa+pb) € f(E'). Ainsi, Az + py € f(E') donc f(E') est stable par combinaisons linéaires, et
finalement est un sous-espace-vectoriel de F.

Proposition 5: Caractérisation des applications linéaires injectives

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
Soit f € L(E, F).
Alors f est injective si et seulement si ker(f) = {0g}.

Démonstration. e Supposons que f est injective. Tout d’abord, on a toujours f(0g) = Op
donc 0 € ker(f), d’out I'inclusion {Og} C ker(f).

Montrons 'inclusion réciproque.

Soit x € ker(f). On a f(x) = 0p = f(0g) donc par injectivité de f, il en résulte que x = Op
d’otut I'inclusion ker(f) C {Og} et finalement ’égalité ker(f) = {0g}.

e Supposons que ker(f) = {0g}. Montrons que f est injective.

Soient (z,y) € E? tels que f(x) = f(y).

Par linéarité de f, on a alors 0 = f(z) — f(y) = f(x —y) donc x — y € ker(f) = {Og} d’ou
r—y=0g, i.e. x =y, ce qui prouve l'injectivité de f. |

RZ — R3

Exemple 3. o Soit f: (r,y) — (z—y,x—2y,z+vy).

On a
z—y = 0 r =y .
(z,y) € ker(f) & (v—y,2-2y,2+y) = (0,0,0) =& ¢ z—-2y = 0 & -y = 0 <:>{
z+y = 0 2y =0 Y

donc ker(f) = {(0,0)}, ce qui prouve que 'application linéaire f est injective.
De méme, Im(f) = {(x — y,z — 2y,x + y), (v,y) € R?} = {x(1,1,1) + y(-1,-2,1), (x,y) €
R?} = Vect{(1,1,1),(-1,-2,1)}.
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Les vecteurs (1,1,1) et (—1, —2, 1) sont libres donc forment une base de Vect{(1,1,1), (—-1,—-2,1)} =
Im(f). Ainsi, dim(Im(f)) = 2 donc Im(f) # R3, ce qui prouve que I'application linéaire f n’est
pas surjective.
On remarque que dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 04+ 2 = 2 = dim(R?), égalité que nous
généraliserons plus tard grace au théoreme du rang.
R — R?

eSOl S ) s (y—sa— 2yt 2).
On a

B B B y—z =0 y =z
(,,2) Eker(f) & (y — 2,2 29“)—(0’0)@{3:—2%,2 _ 0 @{x—z = 0

donc (z,y,z2) € ker(f) @ r=y=2< (v,y,2) = (z,z,z) = z(1,1,1).

Ainsi ker(f) = Vect(1,1,1) # {(0,0,0)} donc I'application linéaire f n’est pas injective.

De méme, Im(f) = {(y — 2,2 — 2y + 2), (z,y,2) € R¥} = {x(0,1) + y(1,-2) + 2(—1,1), (z,y, 2) € R*} =
Vect {(0,1),(1,-2),(-1,1)}.

Les vecteurs (0,1) et (—1,1) sont deux vecteurs libres de R?, qui est un R-espace vectoriel
de dimension 2. Donc Vect {(0,1)(—1,1)} = R

Or, R? = Vect {(0,1)(—1,1)} C Vect {(0,1),(1,-2),(~=1,1)} = Im(f) C R? donc Im(f) =
R?, ce qui prouve que 'application linéaire f est surjective.

On remarque que dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 1 +2 = 3 = dim(R3), égalité que nous
généraliserons plus tard grace au théoreme du rang.

24.1.4 Image d’une base par une application linéaire

Proposition 6

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose que F est de dimension finie et
admet une famille génératrice (ey, ..., e,).
Soit f € L(E,F).
Alors
Im(f) = VeCt{f(el)7 R f(en)}

Démonstration. Pour tout k € [1,n], f(ex) € Im(f) donc on a clairement

Vect{f(e1),..., f(en)} C Im(f).

Montrons 'inclusion réciproque. Soit y € Im(f). Par définition, il existe x € E, f(z) = y.

Puisque la famille (eq, . .., e,) est une famille génératrice de F, il existe des scalaires (A1,...,\,) €
K™ tels que z = Z)‘kek‘
k=1
Ainsi,y = f(z) = f <Z )\kek> = A f(ex) par linéarité de f doncy € Vect{f(e1),..., f(en)}
k=1 k=1
d’ou I'inclusion Im(f) C Vect{f(e1),..., f(en)}
Finalement, on a bien I'égalité Im(f) = Vect{f(e1),..., f(en)}- [ |
R? — R3

Exemple 4. o Soit f : (z,y) — (z—y,z—2y,z+y).

Considérons (e1, ez) la base canonique de R? ot e; = (1,0) et es = (0, 1).

On a f(e1) =(1,1,1), f(e2) = (—1,—2,1) et on a vu dans l'exemple précédent que Im(f) =
VeCt{(la 1, 1)a <_17 -2, 1)} = VeCt{f(el)a f(eQ)}

e Soit f : R® — R®
. (ZL‘,y,Z) — (y—Z,CL‘—Qy‘l—Z)
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Considérons (er, es,e3) la base canonique de R ot e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et e3 =
(0,0,1).

On a f(e1) = (0,1), f(e2) = (1,-2), f(es) = (—1,1) et on a vu dans I'exemple précédent
que Tm( ) = Vect{(0,1), (1, -2), (~1, 1)} = Vect{f(e1), f(e2), f(es).}.

En revanche, f(e1), f(e2), f(e3) ne constitue pas une base de Im(f) car ces trois vecteurs ne
sont pas libres.

Théoreme 1: Caractérisation d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
On suppose que E est de dimension finie et admet une base (ej,...,e,). Soient

(fl,...,fn)EFn.

Alors il existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que

Vk € ﬂl,n]],f(ek) = fk.

Remarque 8. Autrement dit, une application linéaire est entierement caractérisée par les
images des vecteurs d’une base de ’espace de départ.

Démonstration. e Montrons tout d’abord qu’il existe une application linéaire f € L(E, F')
telle que pour tout k € [1,n], f(ex) = fx.

n
Soit « € E. Alors il existe des scalaires uniques (A1, ..., A,) € K" tels que z = Z Ai€;.
i=1
n K3
On définit f(z) par f(z) = Z)‘Zf’ Il n’y a ainsi pas d’ambiguité sur la définition de la
i=1
fonction f car les coordonnées (\;)i<i<n sont uniques.
n
Soit k € [1,n]. Alors e = Z)\iei avec A\, = 1 et pour tout i # k, \; = 0 donc d’apres la
i=1
définition de f, on a bien f(ex) = fx.
Montrons que ’application f ainsi determlnee est bien linéaire.

Soient (x,y) € E? avec x = Z Aie; ety = Z wiei. On pose alors f(y Z i fi
=1 =1

Soient (A, ) € K2. On a
fQz+py) = f <>\Z Aie; + MZMM)
i=1 i=1
= f (Z()\)\i +M,ui)€i>

i=1
n

= Z()‘)‘i + pp;) fi par définition de f

i=1

= A NifitnY mifi
i=1 i=1
= M)+ pnf(y),

ce qui prouve la linéarité de f. On a donc bien construit une application linéaire f € L(E, F)
telle que pour tout k € [1,n], f(ex) = f.

e Montrons I'unicité d’une telle application f. Supposons qu’il existe une autre application
linéaire g € L(E, F) telle que pour tout k € [1,n],g(ex) = f.
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Soit x € E. Puisque (e1,...,e,) est une base de E, il existe des scalaires (A1,..., \,) € K"
n
tels que z = Z A€
k=1
Alors

flx) = f (Z Ak%)
k=1

= Z A f(er) par linéarité de f
k=1

= > M
k=1

n

= Z)\kg(ek) par hypothese

k=1

n
= g (Z )\kek> par linéarité de g
k=1
= g(x)

et ceci est vrai pour tout z € E donc f = g.
On a donc bien montré "unicité de 'application f. |

Exemple 5. Déterminons 'unique application linéaire f € L(R% R3) telle que f(1,1) =
(17 _27 1) et f(_17 1) = (27 07 3)
Les vecteurs (1,1) et (—1,1) sont libres donc ils forment bien une base de R? et pour tout

(2,9) € R, ona (w,y) = 4 (1, 1) + —-EE (1,1,
On a alors
r+y Tty r+y —T+y
. s 9 1 3
d’out pour tout (z,y) € R, f(z,y) = —§x+ QY =T =Y, —x+2y|.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(E, F).

1. L’application f est injective si et seulement si I'image par f de toute famille libre
de E est une famille libre de F.

2. L’application f est surjective si et seulement si 'image par f de toute famille
génératrice de F est une famille génératrice de F.

Démonstration.

1. e Supposons que lapplication f est injective. Soit (eq,...,e,) une famille libre de E.
Montrons que (f(e1),..., f(e,)) est une famille libre de F.

n
Soient (A1,...,An) € K" tels que Z M f(er) = 0p. Pour montrer que la famille (f(e1), ..., f(en))
k=1
est libre, il faut montrer que pour tout k € [1,n], A\p = 0.

Par linéarité de f, on a Z Mefleg) =0p < f <Z >\k€k> =0.

k=1 k=1
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Ainsi, Z Arer € ker(f) = {Og} car f est injective.
k=1

n

Puisque la famille (eq,...,e,) est libre, Z)\kek =0 = Vk € [1,n],\r = 0, ce qui
k=1

prouve que la famille (f(e1),..., f(en)) est libre.

Ceci montre que 'image par f de toute famille libre de E est une famille libre de F.
e Supposons que I'image de toute famille libre de F est une famille libre de F. Montrons
que f est injective. Pour cela, montrons que ker(f) = {Og}. On a toujours {Og} C ker(f).
Montrons que ker(f) C {Og}.
Soit x € ker(f).
Supposons par I’absurde que x # Op, alors (x) est une famille libre de E donc par hy-
pothese, (f(x)) est une famille libre de F et a fortiori, f(x) # Op, ce qui contredit le fait
que z € ker(f).
Nécessairement, x = Og, d’ott ker(f) C {0g}.
Finalement, on a bien ’égalité ker(f) = {0z}, ce qui prouve que f est injective.

2. On a déja montré que pour toute famille génératrice (eq,...,e,) de E, on a Im(f) =
Vect{f(e1),..., f(en)}.

On a alors les équivalences suivantes :
f est surjective < Im(f) = F < Vect{f(e1),..., f(en)} = F

ce qui prouve que f est surjective si et seulement si l'image par f de toute famille
génératrice de E est une famille génératrice de F.

Corollaire 1

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f € L(FE, F). Soit (e, ..., e,) une base de
L.

1. L’application f est injective si et seulement si (f(e1),. .., f(e,)) est une famille libre
de F.
2. L’application f est surjective si et seulement si (f(e1),..., f(en)) est une famille

génératrice de F.

3. L’application f est bijective si et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une base de F.

Démonstration.

1. e Supposons que f est injective. Puisque (eq, ..., ey,) est une famille libre de E, d’apres le
théoreme précédent, (f(e1),..., f(en)) est une famille libre de F.

e Supposons que (f(e1),..., f(en)) est une famille libre de F. Montrons que f est injective,

i.e. ker(f) = {0g}. On a toujours {Og} C ker(f). Montrons que ker(f) C {0g}.

Soit z € ker(f) C E. Puisque (ey,...,ey,) est une base de E, il existe des scalaires (uniques)
n

(A, An) € K™ tels que z = Z)\kek.
k=1

On a OF = f(l’) = f (Z )\kek> = Z /\kf(ek).
k=1 k=1

Par hypothese, (f(e1),..., f(e,)) est une famille libre de F' donc

> Mef(er) =0=Vk € [Ln], \ =0,
k=1
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ce qui implique que z = 0, d’ou ker(f) C {0g}.
Finalement, on a bien ker(f) = {Og} et on en déduit que f est injective.

2. e Supposons que f est surjective. Puisque (e1,...,e,) est une famille génératrice de E,
d’apres le théoreme précédent, (f(e1),..., f(e,)) est une famille génératrice de F.

e Supposons que (f(e1),..., f(en)) est une famille génératrice de F, i.e. Vect{ f(e1),..., f(en)} =
F.

Puisque (eq, ..., ey) est une famille génératrice de E, on a Vect{ f(e1),..., f(en)} = Im(f)
d’ott Im(f) = F, ce qui implique que f est surjective.

3. Une application est bijective si et seulement si elle est injective et surjective; une base
est une famille libre et génératrice. Ce résultat découle donc directement des deux alinéas
précédents.

|
Remarque 9. Si f est injective, (f(e1),..., f(en)) est une base de Im(f).

R? — R?
(z,y) — (2z—y,z+y)
Ona f(1,0) = (2,1) et f(0,1) = (—1,1). Les vecteurs (2,1) et (—1,1) forment une base de
R? donc d’apres le corollaire précédent, f est bien un automorphisme de R?.

Exemple 6. e Soit f : {

e Soit n € N*. Soit (ey,...,e,) la base canonique de R™.

Il existe une unique application linéaire f : R — R, _1[X] telle que pour tout k €
[1,n], f(ex) = X*1.

Puisque la famille (X*~1); <1<, est une base de R,,_1[X], 'application linéaire f envoie une
base de R"™ sur une base de R,,_1[X] : ¢’est donc un isomorphisme de R"™ dans R, [X].

Cet exemple illustre le fait suivant :

Corollaire 2: Existence d’isomorphismes entre espaces vectoriels de dimension

finie

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors il existe un isomorphisme f € L(E, F) si et seulement si dim(F) = dim(F").
Dans ce cas, on dit que les espaces vectoriels E et F sont isomorphes et on note E ~ F.

Démonstration. e Supposons qu'il existe un isomorphisme f € L(E, F).

Soit (ey,...,e,) une base de E. D’apres le corollaire précédent, (f(e1),..., f(en)) est une
base de F, ce qui implique que dim(FE) = dim(F") = n.

e Réciproquement, supposons que dim(E) = dim(F) = n.

Soient (e1,...,e,) une base de E et (f1,..., f,) une base de F.

Il existe une unique application linéaire f € L(E, F') telle que pour tout k € [1,n], f(ex) =
Tk

Ainsi (f(e1), ..., f(en)) est une base de F' donc d’apres le théoréme précédent, f est bijective.

|

Remarque 10. o Il n’y a évidemment pas unicité de I'isomorphisme entre deux espaces vec-
toriels de méme dimension. Une application linéaire entre deux tels espaces est bijective des
qu’elle envoie une base du premier sur une base du second.

e [1 n’y a donc pas d’application linéaire bijective de K™ vers KP? si n # p.
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24.2 Matrice d’une application linéaire

24.2.1 Définition

Définition 5: Matrice d’une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension n et p respectivement.
Soient B = (e;)1<j<n €t C = (fi)1<i<p des bases respectives de E et F.

Soit f € L(E,F).

Pour tout j € [1,n], il existe des scalaires \; ; uniquement déterminés tels que

b
fleg) =Y Nijfi
=1

La matrice de terme général (A ;)i<i<p € Mpn(K) est appelée matrice de f dans les
1<i<n
bases B et C et on la note Matg c(f).

Dans le cas ou f est un endomorphisme de E et ou B = C, on note Matg(f) au lieu de
Matg 5(f)-

Remarque 11. Autrement dit, la matrice de f dans les bases (e;)i<j<n €t (fi)i<i<p est la
matrice dont la j-eme colonne est la matrice colonne des coordonnées de f(e;) dans la base

(fi)1<i<p-

Exemple 7. e Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives n et p.

La matrice de l'application nulle O, (g 7y dans n’importe quel couple de bases (B,C) de E et
de F est la matrice nulle 0, , € M, ,(K).

e Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B = (eq, ..., e,) une base de E.

Alors Matg(Idg) = I, € M, (K).

e Soit f : R3 — R? définie par f(z,y,2) = (r —y,z +y + 2).

On a f(1,0,0) = (1,1), f(0,1,0) = (—1,1) et f(0,0,1) = (0,1).

Ainsi, la matrice de f dans les bases canoniques respectives de R3 et R? est

1 -1 0
11 1)
Considérons la base B = ((1,1,1),(0,—1,1),(1,0,1)) de R3 et la base C = ((2,-1),(1,1))
de R2.

1 1
On a f(1,1,1) = (0,3) = ~(2.-1) + 2L, 1); f(0,~1,1) = (1,0) = 3(2,~1) + 3(1,1) et
1 5
F(1,0,1) = (1,2) = —5(2,~1) + 5 (L,1).
-1 L _1
Ainsi, Matlg’c(f) = < ! $ 3> .
2 3 3
1 -1
e Soit A= |2 3 | € M32(K). La matrice A peut représenter une infinité d’applications
4 -2

linéaires si on ne fixe pas d’espaces vectoriels ou de bases.

En revanche, il existe une unique application linéaire f € £(R? R3) telle que la matrice de
f dans les bases canoniques de R? et R? soit égale a A.

En effet, dans ce cas, on a nécessairement f(1,0) = (1,2,4) et f(0,1) = (—1,3,—2) donc
pour tout (z,y) € R?,

f(:v,y) = f(x(1,0)+y(0, 1)) = :L'f(l, O)+yf(0, 1) = l‘(l, 2’4)+y(*17 3, *2) = (l'*y, 2x+3y,4m72y),
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ce qui détermine de fagon unique ’application linéaire f.
On dit que f est I'application linéaire canoniquement associée a A.

Définition 6: Application linéaire canoniquement associée & une matrice

Soit A € M, ,(K).

Notons B et C les bases canoniques de K? et K™ respectivement.

L’application f € L(KP,K") telle que A = Matg¢(f) est appelée 'application linéaire
canoniquement associée a A.

Remarque 12. L’unicité de l'application f résulte du Théoreme 1 (Caractérisation d’une
application linéaire). En effet, les images des vecteurs de la base B sont alors uniquement
déterminées par les ceefficients de la matrice.

Proposition 7: Calcul matriciel de I'image d’un vecteur

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit B une base de E et C
une base de F. Soit f € L(E, F).

Soit ¢ € F.

Alors on a ’égalité matricielle

Matc(f(z)) = Matpc(f) x Matg(z).

Démonstration. Soit B = (e1,...,e,) et C = (f1,..., fp)-

Notons A = Matg¢(f), X la matrice colonne des coordonnées de x dans la base B et Y la
matrice colonne des coordonnées de f(x) dans la base C, et montrons que Y = AX.

Tout d’abord, notons que Y € M, 1(K). D’autre part, A € M,,,,(K) et X € M,, 1(K) donc
on a également AX € M, ;(K).

n
Par définition des matrices coordonnées, on a x = E Xj1€ej. Donc par linéarité de f, on a
Jj=1

p p

n n P n
f(z) = ZXj,lf(ej) = ZX',l ZAi,jfi = Z ZAi,ij,l fi= Z(AX)i,lfi-
=1 =1 i=1

i=1 \j=1 i=1

P
Or, encore par définition des matrices coordonnées, on a f(x) = g Y; 1 fi. Par unicité des

i=1
coordonnées d’un vecteur dans une base, on en déduit que pour tout i € [1,p], (AX);1 = Y1

d'oun AX =Y. |
Exemple 8. Soit f € £(R?,R?) définie pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = (y, —x + y,z). La
0 1
matrice de f dans les bases canoniques respectives de R? est R est A = [ =1 1
1 0

Soit (z,y) € R? dont la matrice des coordonnées dans la base canonique de R? est X = (Z:) .

Soit Y la matrices des coordonnées de f(x,y) dans la base canonique de R3. D’apres la
proposition précédente, on a

0 1 Y
Y=AX=[-11 (‘””): 4y
1 0

On retrouve bien que f(x,y) = (y, —z + y, x).
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Corollaire 3: Formule de changement de base pour un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient B et C des bases de E.
Soit x € F.
Alors

Mat¢(x) = Mate(B) x Matg(z),

ou Mat¢(B) est la matrice de la famille B dans la base C, aussi appelée matrice de passage
de la base C vers la base B.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le résultat de la proposition précédente avec £ = F
et f=1dg. [ |

Remarque 13. Il est important de noter que Mat¢(B) = Matg¢(Idg).

24.2.2 Opérations sur les matrices d’applications linéaires

Proposition 8: Matrice d’une combinaison linéaire d’applications linéaires

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit B une base de E et C
une base de F.

Soient (f,g) € L(E, F)2.

Alors pour tout (), u) € K2,

Matgc(Af + pg) = A\Matgc(f) + pMatgc(g).

Démonstration. Notons B = (e;)1<j<n €t C = (fi)1<i<p-
Notons A = Matg¢(f) et B = Matgc(g).
Par définition, on a pour tout j € [1,n],

p p
f(ej) = ZAZ’]fZ et g(ej) = Z Bi,jfi-
=1 i=1

Soient (A, 1) € K2. Alors pour tout j € [1,7n], on a

p p
(N + ng)ej) = M(ej) + pgle;) =Y (AAij + uBij)fi = Y _(AA+ uB)ijfi.
=1 1=1

Par définition, ceci implique que pour tout (i,5) € [1,p] x [1,n],
(Matgc(Af +1g))ij = (AA+ pB)i
d’ott Matgc(Af + png) = AMA + puB = AMatgc(f) + pMatgc(g). [ |

Théoréme 3: Dimension de L(E, F)

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives n et p.
Soit B une base de E et C une base de F.
L’application

est un isomorphisme.
En particulier, dim(£L(E, F)) = dim(M, »(K)) = p x n = dim(E) x dim(F).
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Remarque 14. Autrement dit, étant donnée une matrice A € M, ,(K), étant donnés des
espaces vectoriels E et F' de dimensions respectives n et p, étant données des bases B et C
de E et F respectivement, il existe une unique application linéaire f € L(E,F) telle que
Matgc(f) = A.

Par exemple, il existe une unique application linéaire f € L(K",KP) telle que la matrice de
f dans les bases canoniques de K" et KP est égale & A.

Démonstration. Dans toute la preuve, on note B = (eq,...,e,) et C = (f1,..., fp).
e Tout d’abord, vérifions que ¢ est bien une application linéaire.
Soient (f,g) € L(E, F)?, soient (\, ) € K2. D’apres la proposition précédente, on a

©(Af + pg) =Matge(Af + png) = \Matge(f) + pMatgc(g) = Ae(f) + pe(g)

donc ¢ est bien une application linéaire.

e Montrons maintenant que 'application ¢ est bijective. Soit A € M, ,(K). Montrons qu’il
existe une unique application linéaire f € L(E, F') telle que Matgc(f) = A.

Par définition, on a

p
Matge(f) = A Vj € [Ln], flej) = Y Aijfi.
=1

Or, la donnée des images des vecteurs d’une base de E détermine entierement ’application f,
donc il existe une unique application linéaire f € L(E, F') telle que pour tout j € [1,n], f(e;) =
P
Z A, j fi, i.e. il existe une unique application linéaire f € L(FE, F) telle que Matgc(f) = A, ce
i=1
qui prouve la bijectivité de . |

Remarque 15. Ainsi, pour tout K-espace vectoriel £ de dimension finie,
dim £(E,K) = dim(E) x dim(K) = dim(E),

d’ou L(E,K) ~ E.

Proposition 9: Matrice d’une composée d’applications linéaires

Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit B une base de F,C
une base de F' et D une base de G.

Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).

Alors go f € L(E,G) et

Matgp(g o f) = Mate p(g) x Matgc(f).

Démonstration. Soit B = (e1,...,€e,),C = (f1,..., fp) et D =(g1,...,9q)-

Notons A = Matg¢(f), B = Matcp(g) et C = Matgp(go f). Montrons que C' = BA.

Tout d’abord, on remarque que C € M, ,(K). D’autre part, B € M, ,(K) et A € M, »,(K)
donc BA € M, (K).

Soient j € [1,n].

P
Par définition, on a f(e;) = Z Ay, j frr donc par linéarité de g,
k=1

(gof)(ej) = g(f(e;)) =g (Z Ak,jfk> =Y Arig(f) =D Ay Y Bikgi = Y Y (BirAr;)gi
k=1 k=1 k=1 =1

= = i= i=1 k=1
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q

dott (go f(e;)) =D _(BA)ijg:-

i=1
q
Or, par définition, (go f)(e;) = Z Ci.j9i-
i=1

Par unicité des coordonnées d’un vecteur dans une base, on en déduit que pour tout (i,7) €
[[1,(]]] X [[1,n]],Ci,j = (BA)l’] d’ou C = BA. |

Exemple 9. Soit f € £(R3,R?) définie pour tout (z,y,z) € R3 par f(z,y,2) = (y — 2,2 + v)
et g € L(R? R3) définie pour tout (x,y) € R? par g(x,y) = (y,z,2 + y).

La matrice de f dans les bases canoniques de R? et R? est A = <(1) 1 _01> et la matrice
0 1
de g dans les bases canoniques de R? et R3 est B= |1 0
11
Ainsi, la matrice de g o f € L(R?) dans la base canonique de R? est
01 1 1 0
C=BA=|1 0 <2 1 _01): 01 -1
11 1 2 -1
T T4y
donc pour tout (z,y,2) eR3,C [y | = y—z d’ou
z T+2y—=z

(go f)(z,y,2) = (x +y,y — 2,2+ 2y — 2).

De méme, la matrice de f o g € £(R?) dans la base canonique de R? est

01
01 -1 0 -1
D_AB_<1 1 O> 1 (1) _<1 1>

donc pour tout (z,y) € R?, D <§> = (x_—I—yy> d’out

(fog)z,y) = (~y,z+y).

Corollaire 4: Matrice des puissances successives d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit f € L(FE), soit B une base de E.
Alors pour tout n € N,

Matg(f") = (MatB(f))n'

Démonstration. Soit p = dim(FE).

On procede par récurrence sur n € N.

e Pour n = 0, f° = Idg et Matg(Idg) = I, = (Matg(f))?, ce qui prouve la propriété au
rang n = 0.

e Soit n € N tel que Matp(f™) = (Matg(f))™. Montrons la propriété au rang n + 1.

D’apres la proposition précédente et I’hypothese de récurrence, on a

Matp(f"!) = Mats(f" o f) = (Mats(f))" x Matg(f) = (Mats(f))" ",

ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence. |
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1 -1 0
Exemple 10. Soit f € £(R3) dont la matrice dans la base canonique est A= [2 1 -3
4 0 2

Alors la matrice de f? dans la base canonique de R3 est

1 -1 0 1 -1 0 -1 0 3
A2=12 1 =3|(2 1 -3]=[-8 -1 -9
4 0 2 4 0 2 12 0 4

Corollaire 5: Matrice d’un isomorphisme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit B une base de E et C
une base de F.

Soit f € L(E, F).

Alors f est un isomorphisme si et seulement si la matrice Matg ¢(f) est inversible et dans
ce cas,

Matc’g(ffl) = (Matac(f))fl.

.

Remarque 16. On remarque que 8’il existe un isomorphisme f entre E et F, les espaces F
et F' sont nécessairement de méme dimension, donc la matrice Matg ¢(f) est bien une matrice
carrée, ce qui est la moindre des choses pour une matrice inversible !

Démonstration. Soit n = dim(E) et p = dim(F).

e Supposons que f est un isomorphisme. Nécessairement dim(FE) = dim(F') d’ou n = p. On
sait que sa bijection réciproque f~! est une application linéaire de F vers E.

Puisque f~'o f =1Idg et fo f~! = Idp, on obtient par composition

I, = MatB(IdE) = Matg(ffl o f) = Matc,g(ffl) X Matg,c(f)

et
I, = Mate(Idp) = Mate(f o f71) = Matgc(f) x Mateg(f™1),

ce qui prouve que la matrice Matg ¢ (f) est inversible et que Mate g(f 1) = (Matgc(f)) L.

e Notons A = Matgc(f) € Mpn(K). Supposons que A est inversible. Nécessairement p = n
et AATt=A"1A=1,.

D’apres le théoreme 23.2.2, il existe une unique application linéaire g € L(F, E) telle que
Matc g(g) = A7L. On a alors

Matg(Idg) = I,, = A~' A = Mate 5(g)Matpc(f) = Mats(g o f)

et
Mate(Idg) = I,, = AA™" = Matgc(f)Matc 5(g) = Mate(f o g).

Toujours d’apres le méme théoreme, puisque Matp(Idg) = Matp(g o f) et Mate(Idp) =
Matc(f o g), on en déduit que go f = Idg et f o g = Idp, ce qui prouve que f est bijective et
g=f"

En outre, on a bien Mate 5(f~!) = Mate g(g) = A~ = Matgc(f)) L.

[ |

Exemple 11. Soit f : R? — R? définie pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = (z —y,z +y).

: _1>.Onadet(A):27éO

La matrice de f dans la base canonique de R? est A = (1 1

1/71 1
donc la matrice A est inversible d’inverse A=! = 3 < 1 1) . D’apres le théoreme précédent, f

est donc un automorphisme de R? et A~! est la matrice de f~! dans la base canonique de R2.
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1
Pour tout (z,) € R?, on a A™! <:1c> L) <_11 i)

y < T yy) donc f~! € L(R?)

_l’_

est définie pour tout (z,y) € R? par f~!(x,y) = (x 5 y’ —r

Corollaire 6: Inverse d’une matrice de passage

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient B et C des bases de E. Alors

Mat(C) = (Matc(B)) ™",

c’est a dire que la matrice de passage de B vers C et la matrice de passage de C vers B
sont inverses 'une de l'autre.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le résultat précédent avec ¥ = F et f = Idg et on
obtient

MatC,B(IdE) = (MatB,c(IdE))fl,
i.e. Matg(C) = (Mate(B)) L. [ |

Exemple 12. Notons C la base canonique de R3. Soit B = ((1,—1,0),(2,3,-2),(—2,0,1)) une
autre base de R3.

1 2 =2
On aMate(B)=[-1 3 0
0 -2 1

1
Soit z = (1,2,3), i.e. Matg(x) = | 2
3

On a
3 2 6 1 25
Matg(z) = Matg(C) x Mate(z) = (Mate(B)) ™ x Mate(z) = [1 1 2 21 =19
2 2 5 3 21

24.3 Rang d’une application linéaire

24.3.1 Définition

Définition 7: Rang d’une application linéaire

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels.

Soit f € L(E,F).

On appelle rang de l'application linéaire f, notée rg(f), la dimension de Im(f) si Im(f)
est de dimension finie, i.e.

rg(f) = dim(Im(f)).

Remarque 17. e Puisque Im(f) est un sous-espace vectoriel de F, on a nécessairement

rg(f) < dim(F).

e On a vu que pour toute base (e1,...,e,) de E,Im(f) = Vect(f(e1),..., f(e,)) donc
rg(f) = dim (Vect(f(e1),..., f(en))).
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Exemple 13. Soit f € £(R3,R?) définie pour tout (z,y,z) € R? par
f(xayaz) = (x—l—y—z,—233—2y+2z)
Considérons la base canonique (e1, ez, e3) de R3.

On a f(e1) = f(1,0,0) = (1,=2);  f(e2) = f(0,1,0) = (1 —2) et f(0,0,1) = (=
Ainsi, on voit que Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(e3)) = Vect(1,—-2) donc rg(f) =

24.3.2 Théoreme du rang et conséquences

Théoreme 4: Théoréme du rang

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose que E est de dimension finie.
Soit f € L(E, F).
Alors rg(f) est fini et

dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f).

Démonstration. Soit n = dim(F) et p = dim(ker(f)) avec p < n puisque ker(f) est un
sous-espace vectoriel de F.

Soit (e1,...,ep) une base de ker(f). C’est une famille libre de E qu’on peut compléter en
une base de E en ajoutant des vecteurs (ep41,...,ep) tels que la famille (e, ..., e,) forme une
base de E.

Montrons que la famille (f(ep+1),. .., f(en)) forme une base de Im(f).

Tout d’abord, puisque (e, . .., e,) est une base de E, on sait que Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en))-
Or, pour tout k € [1,p], ex € ker(f) donc f(ex) = 0.

Ainsi, Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)) = Vect(f(ep+1,- .., f(en)) donc la famille (f(ept1,- .., f(en))
est une famille génératrice de Im(f).

Montrons maintenant que la famille (f(ep+1),..., f(en)) est libre.

n
Soient (Api1,...,An) € K'7P tels que Z Mefleg) = 0p & f Z Mer | = OF par
k=p+1 k=p+1
linéarité de f.

Ceci implique que Z Aker € ker(f). Puisque (eq, ..., ep) est une base de ker(f), il existe
k=p+1

n p
des scalaires (uniques) (A1,...,\,) tels que Z Ager = Z)\kek d’out

k=p+1 k=1
Z)\kek — Z Aser = 0p.
k=p+1
Or, la famille (ej,...,e,) est une base de E donc par liberté de cette famille, on en déduit

que pour tout k € [1,p],\r = 0 et pour tout k& € [p + 1,n],—A\x = 0 donc pour tout k €
[p+1,n], A\ =0, ce qui prouve que la famille (f(ept1,..., f(en)) est libre.
Finalement, la famille (f(ep+1, ..., f(en)) est bien une famille libre et génératrice de Im(f) :
c’est donc une base de Im(f) constituée de n — p vecteurs donc rg(f) = dim(Im(f)) =n — p.
On a donc bien dim(ker(f)) +rg(f) =p+n—p=n = dim(E).
|

Exemple 14. Reprenons l'exemple précédent de la fonction f € L£(R3,R?) définie pour tout
(z,y,2) € R par f(x,y,2) = (v +y — 2, —2x — 2y + 22).
On a vu que rg(f) = 1.
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Or, d’apres le théoréme du rang, on a dim(ker(f)) + rg(f) = dim(R3) = 3 donc
dim(ker(f)) = 2.

Vérifions-le en déterminant une base de ker(f).

rt+y—=z =0

On a (z,y,2) € ker(f) & { w9y 12: = 0

On a donc (2,y,2) € ker(f) < (z,y,2) = (z,y,2 +y) = (1,0,1) + y(0,

Ainsi, ker(f) = Vect{(1,0,1),(0,1,1)} et puisque la famille ((1,0, 1), (0,
bien une base de ker(f) qui est donc bien de dimension 2.

Corollaire 7

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Soit f € L(E,F).
Alors :

1. f est injective si et seulement si rg(f) = dim(E).

Sz=z+y.

1,1).
1,1)) est libre, c’est

2. f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F).
3. f est bijective si et seulement si rg(f) = dim(E) = dim(F).

Démonstration.
1. D’apres le théoreme du rang, on a les équivalences suivantes :
[ est injective < ker(f) = {0g} < dim(ker(f)) =0 & dim(E) = rg(f).
2. L’équivalence est triviale puisque f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

3. L’équivalence découle des deux alinéas précédents.

Corollaire 8: Existence d’applications linéaires injectives ou surjectives entre

espaces vectoriels de dimensions finies

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.

1. Il existe une application linéaire f € L(E, F') injective si et seulement si
dim(F) < dim(F).
2. 1l existe une application linéaire f € L(E, F) surjective si et seulement si

dim(F) > dim(F).

Démonstration.

1. e Supposons qu’il existe une application linéaire f € L(FE, F) injective. D’apres le corollaire
précédent, on a dim(F) = rg(f) = dim(Im(f)).
Or, Im(f) est un sous-espace vectoriel de F' donc dim(Im(f)) < dim(F) d’ou

dim(E) < dim(F).

e Supposons que dim(F) < dim(F).
Soit (e1,...,ey) une base de E et (f1,..., fp) une base de F' avec

dim(E) =n < p = dim(F).
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Soit f € L(E, F) 'unique application linéaire définie pour tout k € [1,n] par f(ex) = f
(loisible car n < p).

La famille (f(e1),..., f(en)) = (f1,.-., fn) est une famille libre puisque c¢’est une sous-
famille de la base (fi,..., fp)-

D’apres le corollaire 23.1.4, ceci implique que 'application f est injective.

2. eSupposons qu'il existe une application linéaire f € L(FE, F) surjective.

D’apres le corollaire précédent, on a rg(f) = dim(F') donc en appliquant le théoreme du
rang, on obtient

dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f) = dim(ker(f)) + dim(F') > dim(F).

e Supposons que dim(F) > dim(F).
Soit (e1,...,ey) une base de E et (f1,..., fp) une base de F' avec

dim(E) =n > p = dim(F).

Soit f € L(E, F') 'unique application linéaire définie pour tout k € [1,n] par

_J fr sik<p
f(ek)_{fp Sik‘)p—i—l
(loisible car n > p).

On a alors Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)) = Vect(fi1,..., fp) = F, ce qui prouve que f
est surjective.

Remarque 18. On a déja vu qu'il existait une application linéaire f € L(F, F') bijective si et
seulement si dim(£) = dim(F).

Corollaire 9

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension.
Soit f € L(E, F).

Alors

f est injective < f est surjective < f est bijective.

Démonstration. On a dim(E) = dim(F).

D’apres le corollaire précédent, on a les équivalences suivantes :

f est injective & rg(f) = dim(E) = dim(F) < f est surjective < rg(f) = dim(E) =
dim(F') & f est bijective. [ |

Remarque 19. Le résultat est vrai en particulier si £ = F| c’est a dire qu’il suffit qu’'un
endomorphisme soit injectif (ou surjectif) pour étre bijectif.
Exemple 15. Soit f € £(R?) défini pour tout (z,y) € R? par f(z,y) = (v — 2y, x).
—2
On a (z,y) € ker(f) & { * . Y _ 0 ® (x,y) = (0,0) donc ker(f) = {(0,0)}.

Ainsi f est injective et puisque f est un endomorphisme de R?, f est un isomorphisme de
R2.

Nous pouvons désormais montrer une propriété admise dans le chapitre « Matrices > :
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Proposition 10

Soit n € N*. Soit A € M,,(K).
On suppose qu’il existe une matrice B € M,,(K) telle que AB = I,,.
Alors on a également BA = I, i.e. A est inversible et B = A~1,

Démonstration. Notons B la base canonique de K™.

Soit f ’endomorphisme de K™ dont la matrice dans la base B est A et soit g 'endomorphisme
de K" dont la matrice dans la base B est B.

On a alors Matg(Idgn) = I, = AB = Matp(f) x Matg(g) = Matp(f og) donc fog = Idgn.

Ainsi, Papplication linéaire f o g est surjective, donc f est surjective. Puisque f est un
endomorphisme de K", d’apres le corollaire précédent, ceci implique que f est bijective et que
la matrice A est inversible.

Soit f~! € £(K™) la bijection réciproque de f. On sait que la matrice de f~! dans la base
Best A~ donc AA™ 1 =A"1A=1,.

Ainsi, B=1, x B= (A"'A)B=A"Y(AB) = A~ L.

Puisque B = A~!, on a bien BA = I,,. [ |

Remarque 20. S’il existe B € M,,(K) telle que BA = I,, la méme preuve montre que B est
inversible et que B~' = A donc B = A~ L.

1 2 =2 3 2 6

Exemple 16. Soient A= | -1 3 0 |etB = |1 1 2]. Puisque AB = I3, on peut
0o -2 1 2 2 5

affirmer que A est inversible, que BA = I3 et que B = A™L.

24.3.3 Application aux rangs de matrices et de systémes linéaires

Proposition 11: Invariance du rang d’une application linéaire par composition

par un isomorphisme

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit f € L(E, F).

1. On suppose qu’il existe un K-espace vectoriel de dimension finie G et g € L(G, E)
tels que g soit un isomorphisme.

Alors rg(f o g) = rg(f).

2. On suppose qu’il existe un K-espace vectoriel de dimension finie G et g € L(F,G)
tels que g soit un isomorphisme.

Alors rg(g o f) = rg(f).

Démonstration.

1. Montrons que Im(f o g) = Im(f).
e Montrons l'inclusion Im(f o g) C Im(f).
Soit y € Im(f o g). Par définition, il existe x € G tel que y = (fog)(x) = f(g9(z)) € Im(f)
donc Im(fog) C Im(f) (on constate que cette inclusion est toujours vraie, sans hypothese
particuliere sur g).
e Montrons 'inclusions Im(f) C Im(f o g).
Soit y € Im(f). Par définition, il existe x € E tel que y = f(z). Puisque g est un
isomorphisme de G vers E, il existe un (unique) vecteur z € G tel que = = g(z) donc
y = f(g(2)) = (fog)(z) € Im(f og), ce qui prouve l'inclusion Im(f) C Im(f o g).
Finalement, on a bien ’égalité Im(f o g) = Im(f).
A fortiori, rg(f o g) = dim(Im(f o g)) = dim(Im(f)) = rg(f).
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2. Montrons que ker(f) = ker(g o f).
e Montrons 'inclusion ker(f) C ker(g o f).
Soit x € ker(f).
Par définition, on a f(x) = O et puisque g € L(F,G),go f(z) = g(f(z)) = g(0r) = 0¢
donc x € ker(g o f), ce qui prouve l'inclusion ker(f) C ker(g o f) (on constate que cette
inclusion est toujours vraie, sans hypotheése particuliere sur g).

e Montrons l'inclusion ker(g o f) C ker(f).

Soit z € ker(go f). Ona go f(z) = g(f(x)) = 0 donc f(x) € ker((g).
Or, g est un isomorphisme, a fortiori g est injective donc ker(g) = {Op}, ce qui implique

que f(z) =0p, i.e. x € ker(f), d’ou 'inclusion ker(g o f) C ker(f).
Finalement, on a bien 1’égalité ker(f) = ker(gof). A fortiori, dim(ker(f)) = dim(ker(gof)).
D’apres le théoreme du rang, puisque go f € L(E,G), on a

rg(go f) = dim(F) — dim(ker(g o f)) = dim(F) — dim(ker(f)) = rg(f).

Proposition 12: Rang d’une matrice

Soient (n,p) € (N*)2. Soit A une matrice de M,, ,(K).

Toutes les application linéaires entre deux espaces vectoriels de dimensions respectives p
et n ayant pour matrice A dans un certain couple de bases ont méme rang.

On appelle ce rang le rang de la matrice A et on le note rg(A).

Démonstration. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et
n, soient B et C des bases de E et F respectivement. Soit f € L(E, F) telle que Matgc = A.
Soient £’ et F’ deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n, soient B’ et C’
des bases de E' et F' respectivement. Soit g € L(E', F') telle que Matg ¢ = A.
Soit u € L(FE, E") 'application linéaire qui envoie la base B sur la base B’. C’est un isomor-
phisme puisque I'image d’une base de E par u est une base de E’.
De méme, considérons v € L(F', F) Papplication linéaire qui envoie la base C’ sur la base C.
C’est un isomorphisme puisque I'image d’une base de F’ par v est une base de F.
f
-
(B, B) —4 (57,C')
Notons les bases B = (e1,...,€,),C = (f1,...,[n), B = (e},...,¢,) et C" = (f1,..., f})-
Soit j € [1, p].

Puisque A est la matrice de f dans les bases B et C, on a f(e;) Z Aijfi

De méme, puisque A est la matrice de g dans les bases B’ et C’, on a

(vogou)(es) = (vog)(e _U<ZA,Jf> ZA,JU ZA,gfz— ¢)-

Ainsi, les applications linéaires f et v o g o u coincident sur la base B. Or, une application
linéaire est entierement déterminée par les images des vecteurs d’une base donc f =vogou.
Puisque u et v sont des isomorphismes, on déduit de la proposition précédente que

rg(f) = rg(vogou) =rg(vog) =rg(g),

Année 2025-2026 23 / 28 A. WASSFI



BCPST1 Lycée Fénelon

ce qui prouve bien que si f et g ont la méme matrice représentative dans des couples de bases
différents, f et g ont méme rang. [ |

Remarque 21. Le rang de la matrice ne dépend donc pas de I’application linéaire considérée.
On peut interpréter le rang d’une matrice comme la dimension du sous-espace vectoriel engendré
par les vecteurs dont les matrices coordonnées sont les colonnes de la matrice.

Exemple 17. Soit f € £(R3,R?) définie pour tout (z,y,z) € R? par
flx,y,2) =(xr+y— 2z, —2x — 2y + 22).
On a vu que rg(f) = dim(Vect((1,-2), (1,—-2),(-1,2))) = 1.
La matrice de f dans les bases canoniques de R? et R? est A = (_12 _12 _21> . Ainsi,

rg(A) = 1, qui est bien la dimension du sous-espace de vectoriel engendré par les colonnes de

A.

Proposition 13: Invariance du rang d’une matrice par multiplication par une

matrice inversible

Soient (n,p) € (N*)2. Soit A € M,, ,(K).
1. Soit B € M,,(K) une matrice inversible.
Alors rg(AB) = rg(A).
2. Soit B € M,,(K) une matrice inversible.
Alors rg(BA) = rg(A).

Démonstration. Soit f € L(KP,K") Papplication linéaire dont la matrice dans les bases
canoniques de KP et K" est A.
1. Soit g € L(KP) endomorphisme de KP dont la matrice dans la base canonique de KP est
B. Puisque B est inversible, g est un isomorphisme donc rg(f o g) = rg(f).
Or, la matrice de f o g dans les bases canoniques de K? et K" est AB. On a donc

rg(A) = rg(f) =18(f 0 g9) = 18(AB).

2. Soit g € L(K™) 'endomorphisme de K™ dont la matrice dans la base canonique de K™ est
B. Puisque B est inversible, g est un isomorphisme donc rg(g o f) = rg(f).
Or, la matrice de g o f dans les bases canoniques de K? et K" est BA. On a donc

rg(A) = rg(f) =rg(go f) = rg(BA).

[ |
Nous avions donné dans le chapitre <« Matrices »>une définition de rang différente pour les
matrices. Une matrice était dite de rang r si on pouvait I’échelonner et faire apparaitre exac-
tement r pivots non nuls. Nous allons maintenant vérifier que cette définition est équivalente a
celle donnée ci-dessus. Tout d’abord, nous aurons besoin du résultat suivant.
Rappelons que les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice sont
les suivantes :
LiHLj; LZ‘(—)\LiSi)\#O; Li%Li-i-)\Lj;

CZ'HC]'; Ci&)\CisiA;«éO; Ci<—CZ‘+)\Cj;

Proposition 14: Invariance du rang d’une matrice par opérations élémentaires

Soient (n,p) € (N*)2. Soit A € M,, ,(K).
Effectuer des opérations élémentaires sur la matrice A ne modifie pas le rang de A.
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Démonstration. e Soient (i,5) € [1,n]?.

Effectuer 'opération élémentaire L; <+ L; sur la matrice A revient a multiplier celle-ci a
gauche par la matrice de permutation

10 . 0
01 0 0
0 0 1
Pij= € My (K)
1 0
0 0 1

Or, celle-ci est inversible d’inverse Pfjl = Pj; donc rg(P; jA) = rg(A).

e Soit ¢ € [[1,n]. Soit A € K*. Effectuer 'opération élémentaire L; <— A\L; sur la matrice A
revient a multiplier celle-ci a gauche par la matrice de dilatation

10 0
0 1

D= A | e Mu(x).
0 0 1

Or, celle-ci est inversible d’inverse D;(A)~! = D;(1) donc rg(D;(A\)A) = rg(A).

e Soient (7, ) € [1,n]?. Soit A € K. Effectuer I'opération élémentaire L; < L; + AL, sur la
matrice A revient & multiplier celle-ci & gauche par la matrice de transvection

1 0 0
0
1
T, () = A e Mu®)
1
0 0 1

Or, celle-ci est inversible d’inverse T; j(A) ™t = T; ;(—\) donc rg(T; ;(A\)A) = rg(A).

e Les opérations élémentaires sur les colonnes sont obtenues en multipliant la matrice A a
droite par les mémes matrices de permutation, dilatation et transvection. Or, multiplier a droite
par une matrice inversible ne modifie pas le rang donc le raisonnement est le méme. |
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Proposition 15: Caractérisation du rang d’une matrice

Soient (n,p) € (N*)2. Soit A € M, ,(K).
Soit r € [1, min(n,p)]. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. rg(A) =r.
2. Il existe deux matrices B € M,,(K) et C € M,(K) inversibles telles que

0 ... ... 0

A=B|, 0. 8 C € My p(K)
0 0

ou le nombre de 1 est égal a 7.

3. On peut échelonner la matrice A a I’aide d’opérations élémentaires sur les lignes et

0 ... ... 0
les colonnes pour la mettre sous la forme 0 0. 8 € M, ,(K) ou
0 0

le nombre de 1 est égal a r.

Démonstration. On effectue un raisonnement circulaire.
e Montrons que 1) = 2).

Soit f € L(KP,K") I’application linéaire dont la matrice dans les bases canoniques de K? et
K", notées respectivement B = (eq,...,ep) et C = (f1,..., fn), est A.

Par hypothese, rg(f) = r donc d’apres le théoreme du rang, dim(ker(f)) =p —r.
!/

Soit (€}.,1,- - -,e,) une base de ker(f). Complétons-la en une base B’ = (e}, ..., e, €. q,...,¢€p)
de KP. Ainsi, pour tout j € [r + 1, p[, €; € ker(f) donc f(e}) = Ogn.
On a montré dans la preuve du théoreme du rang que (f(e}),..., f(el)) est une base de

Complétons-la en une base C' = (f(e}),..., f(e.), flp1,---, fl) de K™

0 ... ... 0

On a alors Matg ¢/(f) = 0 0. 8 = J, € M, p(K) o le nombre de 1 est
0 0

égal a r.
Notons C' = Matg s (Idkr) € Mp(K). Puisque Idge est un automorphisme de KP, la matrice

C est inversible.

De méme, notons B = Mater ¢(Idgn) € My, (K). Puisque Idg» est un automorphisme de K",
la matrice B est inversible.
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(K?, B) —— (K", C)

Clld IdTB
(K2, B') - (&, )

On a évidemment Idgn o f o Idgr = f donc en considérant les matrices de ces applications
linéaires, on a

A= MatB’C(f) = Matlgyc (IdKn ofo Ide) = Matc/@(IdKn) X Mat8/7c/(f) X Mat&[)’/ (Ide),

d’oun A = BJ,C.

e Montrons que 2) = 3).

Puisque B est inversible, en utilisant la méthode du pivot de Gauss, on peut obtenir I, a
partir d’opérations élémentaires sur les lignes de B, i.e. en multipliant B & gauche par B~!.

De méme, puisque C est inversible, en utilisant la méthode du pivot de Gauss, on peut
obtenir I, a partir d’opérations élémentaires sur les colonnes de C, i.e. en multipliant C' a droite
par C~ 1.

Ainsi, en effectuant ces opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes de A, i.e. en
effectuant le produit matriciel B~'AC~!, on obtient

1] o ... ... 0 (1] o ... ... 0

B-lAc-1— p-1p 0. 0] pomt 0... 0
0 ... ... ... 0 0 ... ... ... 0
0 0 0 0

On a donc bien réussi a échelonner la matrice A sous la forme voulue.
e Montrons que 3) = 1).
On a montré précédemment que le rang était invariant par opérations élémentaires donc le

0 ... ... 0

rang de A est égal au rang de la matrice 0 0. 8 . Or, le rang de cette matrice,
o ... ... ... 0

vu comme la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ses colonnes, est évidemment égal

a r donc rg(A) =r. [ |

Remarque 22. e On avait en fait défini le rang d’une matrice dans le chapitre « Matrices >comme
le rang de n’importe quel systéme linéaire associé a cette matrice. On avait également affirmé
que des systemes équivalents (c’est a dire obtenus par opérations élémentaires) avaient méme
rang. La proposition précédente justifie tout cela.

e Dans le chapitre « Espaces vectoriels >, on a défini le rang d’une famille de vecteurs comme
la dimension de ’espace vectoriel engendré par ces vecteurs. Si on considere la matrice de cette
famille dans une base quelconque, le rang de la famille est égal au rang de cette matrice.

En effet, considérons (z1, ..., z,) une famille de p vecteurs dans K". Notons B = (ey, ..., ep)
la base canonique de KP.
La matrice de la famille (z1,...,2,) dans la base canonique C de K" est en fait la matrice

de Dapplication linéaire f € L£(KP,K") dans les bases B et C définie pour tout j € [1,p] par
flej) =z
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On a alors dim(Vect(z1,...,zp)) = dim(Vect(f(e1),..., f(ep)) = dim(Im(f)) = rg(f )
En particulier, (z1,...,xp) est une base de K" si et seulement si p = n et dim(Vect(z1, Tp)) =
n si et seulement si p = n et la matrice Matc(z1, ..., z;,) est inversible.

Toutes les notions de rang (applications linéaires, matrices, systemes linéaires, familles de
vecteurs) coincident dont et peuvent étre calculées en échélonnant des matrices!

Enfin, nous allons pouvoir démontrer une autre propriété admise dans le chapitre < Ma-
trices > :

Corollaire 10: Invariance du rang par transposition

Soient (n,p) € (N*)2.
Soit A € M, ,(K).
Alors rg(AT) = rg(A).

Démonstration. Soit » = rg(A). D’apres la proposition précédente, il existe deux matrices

0 ... ... 0

inversibles B € M,,(K) et C' € M,,(K) telles que A = B 0 0. 8 C e M, ,(K)
0 0
ou le nombre de 1 est égal a r.
0 0
En prenant la transposée, on obtient AT = CT 0 0. 8 BT € M, »(K) o
0 .. 0
le nombre de 1 est égal a r.
0 0
Or, BT et C7T sont inversibles puisque B et C le sont. L’égalité AT = CT 0 0... 8
0 .0
implique donc d’apres la proposition précédente que rg(AT) = r = rg(A). |
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