LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 A. WASSFI

Corrigé de la liste d’exercices n°23 Espaces vectoriels

Exercice 1.

1. 0 ¢ F donc F n’est ni un R-espace vectoriel, ni un C-espace vectoriel.

2. F = {x(2,1,-1) + y(3,0,1)|(z,y) € R*} = Vect{(2,1,-1),(3,0,1)} donc F est un
R-sous-espace vectoriel de R® mais ce n’est pas un C-sous-espace vectoriel de C?* (car
(2,1,—1) € F mais i(2,1, —1) ¢ F).

3. (2,1,0) € F,(—2,1,0) mais (2,1,0) + (—2,1,0) = (0,2,0) ¢ F donc F n’est pas un
R-sous-espace vectoriel de R3.

4. (1,0,1) € F,(0,1,1) € F mais (1,0,1) + (0,1,1) = (1,1,2) ¢ F donc F n’est pas un
R-sous-espace vectoriel de R3.

5. F ={(z,y,2) € Rz = —a} = {(z,9,2) = (z,y,—2)|(z,y) € R’} = {=(1,0,-1) +
y(0,1,0)|(z,y) € R*} = Vect{(1,0,—1),(0,1,0)} donc F est un R-sous-espace vectoriel
de R3.

6. F'={z(1+41i),xz € R} = Vectg{l + i} donc F est un R-sous-espace vectoriel de C.

En revanche, ce n’est pas un C-sous-espace vectoriel de C car 1 +i € F mais i(1 +1i) =
—1+i¢F.

7. F n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car (—1,1,0) € F mais 2(—1,1,0) = (-2,2,0) ¢
F.

8. F ={x(0,1)+y(3,0)+2(2,0)|(z,y, 2) € R®} = Vectg{(0,1),(3,0),(2,0)} donc F est un
R-sous-espace vectoriel de R? (mais pas un C-sous-espace vectoriel de C? car i(0,1) ¢ F).

9. F n’est pas un sous-espace vectoriel de R?® car (0,0,0) ¢ F.

10. F ={(z,y,z+y)|(x,y) € R*} = {x(1,0,1)+y(0,1,1)|(x,y) € R*} = Vect{(1,0,1),(0,1,1)}
donc F' est un R-sous-espace vectoriel de R3 (mais n’est pas un C-sous-espace vectoriel
de C? car i((1,0,1) ¢ F).

11. Montrons que F est un R-sous-espace vectoriel de C.

Tout d’abord, F # () car 0 € F.

Ensuite, soient (21, 29) € F?, soient (A, u) € R2.

Montrons que Az; + puze € F. On a

i(A21 + p2) + A2y + pze = idz dipze + NZ A+ pZz car (A, p) € R?

= MNiz1+71) + plize + 22)
= 0 car(z,2z) € F?

donc F' est bien un R-sous-espace vectoriel de C.

En revanche, F' nest pas un C-sous-espace vectoriel de C.

Eneffet, 1 +i€ F (cari(1+i)+14+i=i—1+1—i=0)maisi(l+i)=—-1+i¢ F
(car i(=1+4i)+—-1+i=—i—1—-1—i=-2—-2i#0).

Exercice 2.
1.

F = {(w,y,z)€C3|z:x+iy}
= {(z,y,z +iy)|(z,y) € C*}
= {x(1,0,1) +5(0,1,9)|(x,y) € C*}
= Vect{(1,0,1),(0,1,7)}



donc F' est bien un C-sous-espace vectoriel de C3.
2.(a) Onal+i(—i)—2=1+1—-2=0donce € F.

De méme, 1 +i(—2i) —3=14+2—-3=0donc f € F.

(b) Le vecteur u est bien combinaison linéaire de e et f car u = 2e — f. Il est également
combinaison linéaire des vecteurs v et w car u = v — w.

(c) D’apres la premiere question la famille ((1,0,1),(0,1,4)) est une famille génératrice
de F'. Or, elle est également libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. C’est
donc une base de F' et on en déduit que dim(F) = 2.

Les vecteurs e et f étant libres, on en déduit que dim(Vect{e, f}) = 2. Or, puisque
(e, f) € F? Vect{e, f} C F donc par égalité des dimensions, on en déduit que
Vect{e, f} = F.

Nécessairement, tout vecteur de I’ est combinaison linéaire de e et f.

Exercice 3.
1. F={a(-1,1,0,0,—6)+b(0,0,1,—1,0)|(a,b) € R2} = Vect{(—1,1,0,0,—6),(0,0,1,—1,0)}

donc F est un sous-espace vectoriel de R®.
2. Cherchons des vecteurs de R® orthogonaux a tous les vecteurs de F. Pour cela, il suffit
de trouver (z1, xq, x3, 24, x5) tel que
(21, T2, w3, 24, 75) - (—1,1,0,0,—-6) = 0 —x1+ 22— 65 = 0 Ty = x1+ 65
<~ <~
(21, T2, w3, 24, 25) - (0,0,1,—-1,0) = 0 T3 — T4 =0 r3 = T4
d’ou
(xlu T2,T3, Ty, LE’5) = (xlu $1+6SE5, Ty, Ty, I’5) = x1<17 17 07 OJ 0)+$4(0, 07 17 17 O)+$’5(0, 67 07 07 1)
Ainsi, tous les vecteurs de F' sont orthogonaux aux trois vecteurs (1, 1,0, 0,0), (0,0, 1,1,0),(0,6,0,0,1).

En fait, on peut montrer que

1+ T2 =0
=4 T3 +1r4 =
61’2 +x5 = 0

($1,$27x3,$4,$5) . (17 1,0,0 0) =
(21,22, T3, 24, 25) € F & (21,22, 73, 74,25) - (0,0,1,1,0) =
($1,$2,$3,x4,$5) : (07670707 1) =

9 Pl

o O O
o

Exercice 4. ¢ Si F' C GG, alors FUG = G et si G C F, alors FF UG = F. Dans ces deux cas,
puisque F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F, il est clair que F'U G est un sous-espace
vectoriel de F.

e Supposons que F'U G est un sous-espace vectoriel de . Montrons qu’on a nécessairement
FCGouGCF.

Si F' C G, le résultat est vrai.

Supposons que F' n’est pas inclus dans GG et montrons qu’alors GG est nécessairement inclus dans
F.

Soit x € G. 1l s’agit de montrer que x € F.

Puisque F' n’est pas inclus dans G, il existe un élément y € F tel que y ¢ G.
Onaalorszr e FUGety e FUG.

Notons z = x +y. Puisque FUG est un sous-espace vectoriel de E/ par hypothese, on en déduit
que z € FUG,ie.z€ Fouzeg.

Siz € G, alors y = z—x € G puisque (z,7) € G? et G est un sous-espace vectoriel de E. Mais
y ¢ G donc il est impossible que z appartienne a G.

Nécessairement, z € F donc z = z—y € F puisque (z,y) € F? et F est un sous-espace vectoriel
de F.

On a donc bien montré que x € F, ce qui prouve l'inclusion G C F.

Finalement, on a bien montré 1'équivalence F' U G est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si F' C G ou G C F.



Exercice 5.
1. Les deux vecteurs sont colinéaires puisque (27, —9,21) = 3(9, —3, 7) donc la famille n’est
pas libre.

Puisqu’elle contient strictement moins que trois éléments, elle n’est pas génératrice de
R? non plus.

2. La famille n’est pas libre puisque les deux premiers vecteurs sont colinéaires.
Ainsi, Vect{(9,—3,7), (27,-9,21), (5, —5,1)} = Vect{(9, —3,7), (5, =5, 1)} # R3 car une
famille de deux vecteurs ne peut pas engendrer R3.

3. La famille n’est pas libre puisqu’elle contient le vecteur nul.
Ainsi Vect{(1,2,2), (5,6,6),(0,0,0)} = Vect{(1,2,2),(5,6,6)} # R® car une famille de

deux vecteurs ne peut pas engendrer R3.

4. La famille est libre puisque les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. En revanche, elle
n’est pas génératrice de R? car elle ne contient que deux éléments.

5. Montrons que la famille est libre. Soient (o, 8,v) € R? tel que

Oé(l, _170) +B(07 17 _1) +’7(]—) 170) = (0707()) <~ (O{ +7, -« _’_B +7, _B) = (07070)

a+y =0 at+y = 0 a =0
el —atpf+y = 0 P& 9y =0 sy =0
—3 -0 B=0 B =0

donc la famille est libre. Puisque c’est une famille libre constituée de trois vecteurs de
R3, elle est également génératrice de R? : c’est donc une base de R3.

6. La famille contient quatre vecteurs dans R3, elle ne peut donc pas étre libre.
Montrons que la famille ((1,0,—2);(2,3,1);(1,0,1)) est libre.
Soient (o, 8,7) € R? tel que

a(1,0,—2) + B(2,3,1) +7(1,0,1) = (0,0,0) < (o + 28+ 7,38, —2a+ B+7) = (0,0,0)

a+28+y =0 a+y = 0 a =0
& 383 = o Tetdeh B =0~y =0
—2a+B+vy = 0 3y =0 B =0

donc la famille ((1,0,-2);(2,3,1);(1,0,1)) est libre. Puisque c’est une famille libre
consituée de trois vecteurs de R3?, elle est également génératrice de R? : c’est donc une
base de R3 et on a Vect{(1,0,—2);(2,3,1);(1,0,1)} = R3.

Or,

R? = Vect{(1,0,—2); (2,3,1);(1,0,1)} C Vect{(1,0,—-2);(2,3,1);(7,9,5); (1,0,1)} C R?

donc Vect{(1,0,—2);(2,3,1);(7,9,5); (1,0,1)} = R3, ce qui prouve que la famille
((1,0,-2); (2,3,1); (7,9,5); (1,0,1))

est génératrice dans R? (mais n’est pas libre, ce n’est donc pas une base de R?).

Exercice 6.

1. Ona F = {s(4,-5,—1,—-2)|s € R} = Vect{(4, =5, —1,—2)} donc F est un sous-espace
vectoriel de R*.



De méme,

G = {(z,y,2,t) € Rz = —y + 5z — 2t}
= {(~y+5z—2ty,21)|(y,21t) € R}
{y(—=1,1,0,0) + 2(5,0,1,0) + t(—2,0,0,1)|(y, 2, t) € R*}
= Vect{(—1,1,0,0); (5,0,1,0); (—2,0,0,1)}

donc G est un sous-espace vectoriel de R*.

2. Ona4+ (=5)—5(—1)+2(-2) =0 donc (4, —5,—-1,-2) € G.
Ainsi, F' = Vect{(4,—5,—-1,-2)} C G.

3. Montrons que la famille ((—1,1,0,0);(5,0,1,0); (—=2,0,0,1)) est libre.
Soit (a, B,7) € R3 tel que

a(=1,1,0,0)48(5,0,1,0)+7v(—2,0,0,1) = (0,0,0,0) < (—a+58—2v,, 3,v) = (0,0,0,0)

donc = =~v=0.

C’est donc une famille libre qui engendre G donc dim(G) = 3.

On sait que le vecteur (4, —5, —1, —2) consitute une base de F' et appartient a G.
Montrons que la famille ((4, -5, -1, —-2),(—1,1,0,0),(—2,0,0,1)) est libre.

Soit (a, B,7) € R? tel que

a(4,-5,—-1,-2) + f(-1,1,0,0) + v(—2,0,0,1) = (0,0, 0,0)

A (4a_6_277_5a+67 _057_205—’_7) = (0707070>

donc o= =v=0.
C’est une famille libre contentant des vecteurs de G. Puisque dim(G) = 3, on en déduit
que c’est une base de G.

Exercice 7.

1. E={(z,y,2+y)|(z,y) € R?} = {x(1,0,1)+y(0,1,1)|(z,y) € R*} = Vect{(1,0,1),(0,1,1)}
donc E est un R-sous-espace vectoriel de R? de base ((1,0,1),(0,1,1)) puisque ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires.

De méme,
F ={(z,2+2,2)|(x, z) € R*} = {x(1,1,0)+2(0,1,1)|(z,y) € R*} = Vect{(1,1,0),(0,1,1)}

donc F est un R-sous-espace vectoriel de R? de base ((1,1,0), (0,1,1)) puisque ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires.

Enfin, on a

(x,y,z)EEﬂF(:){x+y_z =0 L“IéQ_Ll{ery_Z =0 @{x ~

r—y+z = 0 —2y+2z = 0 y = z

donc (z,y,z) = 2(0,1,1). Ainsi, EN F = Vect{(0,1,1)} est un sous-espace vectoriel de
R3 de base (0,1,1).

2. E = {x(1,0,0) + y(0,1,2)|(z,y) € C*} = Vect{(1,0,0),(0,1,2)} donc E est un sous-
espace vectoriel de C?* de base ((1,0,0), (0,1,2)) puisque ces deux vecteurs ne sont pas
colinéaires.

De méme, F' = {(0,2iz,2)|z € C} = {2(0,2i,1)|z € C} = Vect{(0,2¢,1)} donc F est un

sous-espace vectoriel de C* de base (0,24, 1).



z = 2y z = 2y z =0
(x,y,z) EENFe¢rz = 0 ¢z = 0 &<« 0
y = 2iz y = diy y =0

donc ENF = {0}.

. Ona
r+2y+z—t—3u = 0
(x,y,z,t,u,v) € E & 2e+y+z—2u—v = 0
r+y+z—t—2v = 0
Lo« Lo—2L; r+2y+z—t—3u = 0
fatlastn 3y —z2+2t+4u—v = 0
—y+3u—2v =0
r4+2y+z—t—3u = 0
Fat Bla-bs —3y—z+2t+4u—v = 0
z—2t+du — dv = 0
r = —t+2u—v
S Yy = 3u — 2v
z = 2t—Db5u+bdv
& (x,y,2,t,u,v) = (=t + 2u —v,3u — 20,2t — 5u + 5v,t,u,v)

donc (z,y, 2z, t,u,v) = t(—1,0,2,1,0,0) + u(2,3,-5,0,1,0) + v(—1,-2,5,0,0,1) donc
E = Vect{(-1,0,2,1,0,0),(2,3,-5,0,1,0), (—1,-2,5,0,0,1)}. Vérifions que ces trois
vecteurs forment une famille libre.

Soit (a, 8,7) € R? tel que

a(-1,0,2,1,0,0) + B(2,3,-5,0,1,0) + v(—1,-2,5,0,0,1) = (0,0,0,0,0,0)
= <_a+2ﬁ_773ﬁ - 2’77204 - 564_577057577) - (07070707070)
donc la famille est libre et forme une base de E.
De méme, on a

F = {a(1,1,1,1,-1,0) + b(0,1,0,1,2,1) + ¢(1,—1,1,0,1,0)}
= Vect{(1,1,1,1,—1,0),(0,1,0,1,2,1),(1,—1,1,0,1,0)}.

Vérifions que ces trois vecteurs forment une famille libre.
Soit (a, 3,7) € R3 tel que

a(1,1,1,1,-1,0) + 5(0,1,0,1,2,1) + (1, —1,1,0,1,0) = (0,0, 0,0,0,0)
& (a+v,a+B—v,a+y,a+ 8, —a+268+~,5)=(0,0,0,0,0,0)

donc la famille est libre et forme une base de F.



Déterminons F N F. On a

(r,y,2z,t,u,v) € ENF

( J(a,b,c) € R, (z,y,2,t,u,v) = (a+c,a+b—ca+c,b+a,c—a+2bb)
o 3a+b+c = —3a + 6b + 4c
3a+b+c = —3a+db+c
\ 3a+b+c = a+ 3b
( J(a,b,c) € R®, (z,y,2,t,u,v) = (a+c,a+b—ca+c,b+a,c—a+2bb)
o 6a — bb — 3¢ = 0
6a — 4b = 0
\ 2a —2b+c¢ = 0
( A(a,b,c) € R, (z,y,2,t,u,v) = (a+c,a+b—c,a+c,b+a,c—a-+2b,b)
& e _ y
b = %a
c = a

\

donca=b=c=0dou ENF = {0}.

Exercice 8.

1. Puisque ce sont des familles de vecteurs de R? contenant chacune trois vecteurs, il suffit
de montrer qu’elles sont libres pour justifier que ce sont des bases de R?.
e Montrons que la famille B est libre.

Soit (a, B,7) € R? tel que

04(17 _17 _2)+6(17 _17 _3)_‘_7(0’ 17 _2) = (07 07 0) Ang (CY+5, _05_54—77 _204_36_2’7) = (07 07 O)

a+p =0 LacLot Ly a+pf =0
&{ —a-f+y = 0 g v =0
—2a—-38-2v = 0 —B—=2y = 0

d’ou a = =~ =0, ce qui prouve que la famille B est libre et est donc bien une base

de R3.
e Montrons que la famille B’ est libre.
Soit (a, B,7) € R3 tel que

at+pf+y =0
a(1,1,1) + 8(1,2,4) +~(1,3,9) = (0,0,0) & ¢ a+28+3y =
a+4+9y = 0

o

LQszL—Ll a+pB+vy = 0 eI aL a+pB+vy =0
2= B+2y = 0 W& iy = 0
36+8y =0 6y =0
d’on a = =7 =0, ce qui prouve que la famille B’ est libre et est donc bien une base

de R3.
2. (a) Cherchons (a, 8,7) € R? tel que

a+ S =1
a<1a_1a_2)+ﬁ(17_17_3)+7<Oa17_2):(17273)<:> —04—5+7 = 2
20 —38-2y = 3

LoLo+Ly a+p =1

wgph ] LTy

—B8—=2y = 5



d’ou v = 3, puis f = —11 et enfin a = 12.
Ainsi, (1,2,3) = 12(1,—1,—2) — 11(1, —1,—3) + 3(0, 1, —2) donc les coordonnées de
(1,2,3) dans la base B sont (12, —11, 3).

(b) Soit (z,y,2) € R3. Cherchons («, 8,7) € R? tel que

a+p =z
all,—1,-2)+ p(1,-1,-3) + (0,1, -2) = (z,y,2) < —a—B+y =y
—2a—-38—-2v = =z
Lo+ Lo+Ls a+p = x a = dr+2y+z
Lo Lat2la ol = x4ty < B = —dor—-2y—=z
—B—2y = 24z o= T+y

donc les coordonnées du vecteur u = (z,y, z) dans la base B sont
(5x 4+ 2y + z, —4x — 2y — z,x + y).

3. Onau=(1,-1,-2)+2(1,—-1,-3)+3(0,1, —2) = (3,0, —14) et on cherche (o, 8,7) € R?

tel que
at+B+y = 3
(3,0,~14) = a(1,1,1) + 5(1,2.4) +7(1,3,9) & { a+26+3y = 0
a+48+9y = —14
LoeLa—Ly a+b8+y = 3 T a+pB+vy = 3 a = 2
&gl B4y = -3 BESL g49y = 3 ol 5 = 5
3+8y = —17 2y = -8 v = —4
2
On a donc Matg (u) = | 5
—4
Exercice 9.
1. Les vecteurs c et d n’étant pas colinéaires, ils forment une famille libre.
1 1 1 1
On remarque que a = 3¢~ §d donc a € Vect{c,d}. De méme, b = 3¢ + §d donc

b € Vect{c,d}.
Finalement, Vect{a,b, c,d} = Vect{c,d} donc (c,d) est une base de Vect{a, b, c, d}.

2. On a v = —2u donc Vect{u, v} = Vect{u}, ce qui signifie que le vecteur u constitue une
base de Vect{u,v}.

Exercice 10.

1. On a
(e1—e2) +(e2—e3) + -+ (ep-1—¢) + (e —€1) =0p

donc la famille (e; — e, €3 —€3,...,€,_1 — €, €, — €1) est liée.
2. Soit (Aq,...,Ay) € KP tel que

Aer + Xa(er+ex) +--+ A (e +---4e) =0

S Mt A)e+ At FA)ea+ o+ (A1 + Ap)ep1 + Apep, = 0.



Puisque la famille (eq, ..., e,) est libre, on en déduit que

(A4, =
Ao+, =
9 : =
D
A =

\ P

o OO O O

d’ott Ay, = 0 puis A\p—; = 0, puis par récurrence descendante, on en déduit que pour tout
k€ [1,p], A\, = 0, ce qui prouve que la famille (e1,e; +ea,...,e1 + -+ ¢€,) est libre.

Exercice 11.
1. Soit (A1, Ao, A3) € K3 tel que

/\1f1 + /\2f2 -+ /\3f3 =0 )\1(61 + 62) + )\263 + )\3(61 — 62) =0

=4 ()\1 + )\3)61 + ()\1 — )\3)62 + Agesz = 0.

Puisque la famille (eq, es,e3) est libre, on en déduit que

)\1 + )\3 - 0 )\1 == —)\3
)\2 = 0 & )\2 = 0
)\1 - )\3 - 0 —2)\3 - 0

d’olt A\; = Ay = A3 = 0, ce qui prouve que la famille (f1, fo, f3) est libre.
2. Soit (A1, A2, A3) € K3 tel que

AMfi+ Xafa+ Asfs =0 A(er +e2) + Aa(es —e1) + As(es +2e3) =0

=4 ()\1 — )\2)61 + (/\1 + 2)\3)62 + (/\2 + )\3)63 = 0.

Puisque la famille (e, eq,e3) est libre, on en déduit que

)\1—)\2 - 0 )\1—)\2 = O )\1—)\2 == 0
MA2 = 0 PEEL 42y = 0 PEETL p 2 = 0
)\2 + /\3 = 0 /\2 —I— /\3 == O —)\3 = O

donc A\; = Ay = A3 = 0, ce qui prouve que la famille (fi, fy, f5) est libre.

3. La famille (fi, fo, f3, fa) est libre est constituée de 4 vecteurs de E. Or, dim(FE) = 3 donc
la famille (f1, fa, f3, f4) est nécessairement liée.

En effet, on a fy = —3f1 4+ fo — 3 /5.

Exercice 12. Il s’agit de calculer le rang de la matrice

1 a 1\ rLoeLy—ar, [1 a 1 1 a 1
a 1 1) 2 (o 122 1—al ™ 0 1-4 a—1
1 1 a 0 1—a a-—1 0 1—a® 1—a
L3¢ Ls—(1+a)Ls La 1 L a 1
= 0 1—a a—1 =10 1—a a—1
0 0 —-a®—a+2 0 0 —(a—1)(a+2)

1,1
e Si a = 1, la matrice est de rang 1 donc dim (Vect{(a,1,1),(1,a
e Si a = —2, la matrice est de rang 2 donc dim (Vect{(a, 1, 1), (1



Exercice 13.

1. Les vecteurs e; et es ne sont pas colinéaires et e3 = 2es — e; donc F' = Vect{ey, es}.

Ainsi, dim(F') = 2.

2. Posons €5 = (1,0,0,0) et ¢}, = (0,1,0,0). Montrons que (ey, ez, €5, €;) forme une famille

libre de R*.
Soit ()\1, )\2, )\3, )\4) S ]R4 tel que

)\1 -+ 2)\2 + )\3 =
—2M+3N+ N\ =
5)\1 + )\2 -
=3\ — 4, =

)\161+)\262+>\3€g+)\462 = (O, 0,0, O) =

ce qui équivaut a (A1, A2, A3, Ay) = (0,0,0,0).

A2
17N

o O O O

A+ 20+ A3
—2M + 3N+ N\

Ainsi, la famille (eq, ey, €5, ¢)) & 4 est une famille libre & 4 éléments de R* qui est de

dimension 4 : ¢’est donc une base de R*.

Exercice 14. On a dim(F) = dim(G) = 2 car ce sont des sous-espaces vectoriels de R?

engendrés par 2 vecteurs non colinéaires.

Ainsi F=G& FFcG& GCF

e Vérifions si (0,2, —1) € F. Pour cela cherchons des réels (a, 3) € R? tels que

at+pB = 0 g = -« 0 -
0,2,-1) =a(1,3, - 1)+58(1,-3,2) = { 3a-33 = 2 «{ 6a = 2 = { G
—a+28 = -1 —3a = -1
1 1 .
donc (0,2, —1) = 5(1,3, -1) — 5(1, —3,2), ce qui prouve que (0,2, —1) € F.
e Vérifions si (1,9, —4) € F. Pour cela cherchons des réels (o, 8) € R? tels que
« + 6 - ]_ Lo+Lo—3Ly « + 6 - ].
L3« Ls+Lq
(1,9, -4) = a(1,3,-1) + 8(1,-3,2) = { 3a—38 = 9 ‘v 68 =
—a+28 = -4 36 = -3
ce qui équivaut & = —1 et @« = 2 donc (1,9,—4) = 2(1,3,—-1) — (1,-3,2).
On a donc {(0,2,-1),(1,9,—4)} C F donc G = Vect {(0,2,—1),(1,9,—4)} C F et puisque
dim(F') = dim(G), on a bien F' = G.
Exercice 15.
1. Vérifions si la famille est libre. Soit (a, 3,7) € R3 tel que
a+4B+v = 0 LacLa+2L:
(1,223 1)4 B(4,5.6.7)17(1.0,.2.3) = (0,0,0.0) & | _ ~22+58 = 0 Eighci!
Oé,,, A A /7777_777 30&+6ﬁ+2’}/:0
a+78+3y = 0
a+4+v = 0 a+48+~v = 0
138+2y = 0 LERRSE ) 13842y = 0 samfmy=0
66— = 0 - = 0 B
3B+2yv =0 20y =0

donc la famille est libre. Le rang de la famille est donc égal a 3.

L=

L=



2. Déterminons le rang de la matrice

11 2 3 LaLo—3Ly 11 2 3 o 11 2 3
3 04 3 8 |wiien |0 1 =3 —1| BB (o1 =3 -1
1 3 —4 1 |P&lo 2 —¢ 2 &2 oo 0 -0
-2 -1 -7 -7 0o 1 -3 -1 00 0 -0
-3 —4 -3 -8 0 -1 3 1 00 0 =0
donc la famille est de rang 2.
Exercice 16.
1. dimg(C*) = 4.
2. Déterminons le rang de la matrice suivante :
1 — 0 3 vl L—Q(IiL')lL 1 =i 0 3 Ls<Ls+L
1 0 -1 —2—3 3L4£L4+i£1 "o =1 -1 1-—i L4<—3L4+3()2+1‘2)L2
144 2—7 0 31 0 1 0 3
—i 1+7 1 —=5—1i 0 2+¢ 1 —8—i
1 —i 0 3i 1 —i 0 3i
0 -1 —1 1—1 L4eLg+i)L3 0 -1 —1 1—1
0 0 -1 4—1 0 0 —1 44—
0 0 —-1—¢ —=5—2 0 0 0 —-10-—5¢

donc la matrice est de rang 4, i.e. le C-espace vectoriel engendré par cette famille est de
dimension 4. On en déduit que cette famille est une base du C-espace vectoriel C*.

Puisque la famille est libre dans le C-espace vectoriel C*, elle reste libre dans le R-
espace vectoriel C* donc elle engendre un R-sous-espace vectoriel de dimension 4 dans

le R-espace vectoriel C*, qui est de dimension 8. Ainsi, cette famille n’est pas une base
du R-espace vectoriel C*.

Exercice 17. On sait que dim(R,[X]) = n + 1. Puisque la famille (L;)o<;<, contient n + 1
vecteurs de R, [X], il suffit de prouver qu’elle est libre pour montrer que c’est une base de
R, [X].

Soit (A1, ..., Apy1) € R™M tels que Z AL = 0.
i=0
Soit 7 € [0, n].
En appliquant le polynome Z AiL; au réel zj, il vient
i=0

1=0

(1 sii= . P
Or, L;(x;) = { 0 siij donc la somme devient \;L;(x;) =0, i.e. \; = 0.
Ceci étant valable pour tout j € [0,n], on en déduit que pour tout ¢ € [0,n],\; = 0 donc la
famille (L;)o<i<n est libre, ce qui prouve que c¢’est une base de R, [X].



Exercice 18.

1. e Tout d’abord, Og € FNG donc O =0 +0g € F+G.
e Soient (u,v) € (F + G)?, soit A € R. Montrons que A\u +v € F + G.
Puisque u € F + G, il existe (up,ug) € F x G tel que u = up + ug. De méme, il existe
(vp,ve) € F x G tel que v =vp + vg.
Ainsi, Au+v = Mup + ug) + (vr +vg) = (Aup +vp) + (Aug + va).
Puisque (up,vp) € F? et que F est un sous-espace vectoriel de E, on a Aup + vp € F.

De méme, puisque (ug,vg) € G? et que G est un sous-espace vectoriel de E, on a
Aug + vg € G donc on a bien Au +v € F 4+ G.

Ces deux points prouvent que F' + G est bien un sous-espace vectoriel de E.

2. Notons p = dim(F'),q = dim(G) et considérons (fi,..., f,) et (g1,...,94) deux bases
respectives de F' et G.
Soit u € F + G. 1l existe (up,ug) € F x G tel que u = up + ug.

Puisque (f1,..., f,) est une base de F, il existe des réels (A,...,\,) € R? tels que
p

Up = Z Ak i
=1

De méme, puisque (g1, ..., g,) est une base de G, il existe des réels (1, ..., ;) € R? tels

q
que ug = > jirgi-
k=1

P q

Ainsi, u = Z Mefre + Zukgk, ce qui prouve que la famille (f1,..., fp,91,...,9,) est
k=1 k=1

une famille génératrice de F'+ G a p + ¢ éléments.

Puisque le cardinal d’une famille génératrice d’un espace vectoriel est toujours supérieur
ou égal a la dimension de cet espace vectoriel, on a bien

dim(F + G) < p + ¢ = dim(F) 4 dim(G).
3. On reprend les notations de la question précédente. Montrons que si F NG = {0g}, la

famille (fi,..., fp,91,--.,9,) est libre.
Soient (A1, ..., Ap, f1, - - -, fg) € RPT tel que

p q p q
S Nfe+ D> kg =08 Y Mefi == pugr € FNG ={0g}
k=1 k=1 k=1 k=1

p q
donc Z MeSfre = Zﬂkgk = 0g.
k=1 =1

Puisque les familles (fi,..., f,) et (g1,...,9,) sont libres, on en déduit que pour tout
k€ [1,p], \x = 0 et pour tout k € [1,4q], ux = 0.
Ainsi, la famille (f1,..., fp, g1,-..,94) est libre et d’apres la question précédente, elle

engendre F' + G.
C’est donc une base de F'+G et on en déduit que dim(F+G) = p+q = dim(F)+dim(G).

Exercice 19.

1. On sait que M3(R) est 'espace des matrices 2 x 2 a coefficients réels : il y a 4 coefficients
libres, donc

dim (M>(R)) = 4.



2. £ est un sous-espace de M;(R).

/ /
Soient M = (8 i) et N = (C(l) lc),) dans &, et soit A € R. Alors
_fa+d b4V _[(Aa A
o= (T T e um (0 W) e

De plus la matrice nulle appartient a £. Donc £ est un sous-espace vectoriel.
(A, B,C) est une base de €.

Soit M = <(C)L g) € £. On écrit

1 0 0 1 0 0
M:a(o 0)+b<0 0>+c<0 1>:aA+bB+cC’.

Ainsi (A, B, C') engendre £.
Si oA+ BB +~C =0, alors

aA+ BB +~C = (‘8‘ f) = (8 8)

d'ott « = f =~ =0 : la famille est libre. Donc (A, B, C') est une base de & et

dim(€) = 3.
3. £ est stable par multiplication.
/ /
Soient M = (8 [;) et N = ((é I;,) dans £. Alors
MN — aa’  ab + bc
-\ 0 cd ’

Cette matrice est encore de la forme (8 :), donc MN € €&.

4. Si M € £ est inversible, alors M~ € &.
Soit M = (a b) €&.0Ona
0 ¢

det(M) = ac.
Ainsi M est inversible si et seulement si a # 0 et ¢ # 0.

Cherchons M~ sous la forme X = <i ?z) telle que MX =1 :

a b\ (z y\ [(ax+bz ay+0t) (1 0
0 c/\z t) cz ct - \0 1/°

On obtient le systeme

ar +bz =1,
ay + bt = 0,
cz =0,

ct =1.



1 1
Comme ¢ #0,on a z=0et t = —, puis z = —, et enfin
c a
Donc

Exercice 20.

1. Un sous-espace doit contenir la matrice nulle, or det(0) = 0 # 1, donc 0 ¢ Ej.

/ /
2. Soient A = (xl $2) et A = (x,l i?) dans Es. Alors
4

T3 T4 X3
At A — T+ ) 1o+
r3+ay va+ay)’
et I'on vérifie
(1 + ) + (2 + 25) = (21 + 22) + (2] + 25) = x4 + 2,
donc A+ A" € E,. De méme, pour tout A € R, AA € E5. Ainsi E5 est un sous-espace
vectoriel.

3. On utilise les propriétés de la transposée :
(A+ B = A" + BT, (AT = AT,

Donc la somme de deux matrices symétriques est symétrique, et un multiple scalaire
d’une matrice symétrique est encore symétrique : E3 est un sous-espace vectoriel.

Exercice 21.

1. Soient f, g bornées. Il existe My, M, > 0 tels que |f(z)| < My et [g(x)] < M, pour tout
x. Alors, pour tout z,

((f +9)(@)] < |f(@)] + |g(z)| < My + My,
donc f + g est bornée. De plus, pour A € R,

(A (@) = [A[1f(@)] < [A] My,
donc Af est bornée. Enfin, la fonction nulle est bornée. Ainsi, I’ensemble des fonctions
bornées est un sous-espace de E.
2. Contre-exemple : f(x) = —|z| est majorée (par 0), car — |x| < 0. Mais (—f)(z) = ||
n’est pas majorée (elle tend vers +o00). Donc f € V mais —f ¢ V : V n’est pas stable
par multiplication scalaire, donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel.

3. Soient f, g paires et A € R. Pour tout =,

(f +9)(=x) = f(—z) + g(—x) = f(z) + g(x) = (f + 9)(2),
donc f + g est paire. Et

(Af)(=z) = Af(—z) = Af(z) = (Af)(2),
donc A\f est paire. La fonction nulle est paire. Ainsi les fonctions paires forment un
sous-espace de E.

4. Prenons f(x) = x? (paire) et g(x) = x (impaire). Alors f + g vérifie (f + g)(1) = 2 et
(f+g)(—1) =0, donc f + g n’est ni paire (car (f + ¢g)(—1) # (f + ¢)(1)), ni impaire
(car (f+g)(=1) # —(f +g)(1)). Donc I'ensemble <« paire ou impaire > n’est pas stable
par addition : ce n’est pas un sous-espace vectoriel.



Exercice 22.

1. Soient
a b c a b
M=]0a |, N=|0 & ¥V]|ecE reR
0 0 a 0 0 o
Alors
a+d b+V c+ Aa b e
M+ N = 0 a+d b+V | €E, AM =0 Xa M| €F.
0 0 a+ad 0 0 M

De plus la matrice nulle appartient & £ (prendre a = b = ¢ = 0). Donc E est un
sous-espace vectoriel.

2. Posons
100 010 0 01
I=10 10|, U=1001}|, V=[0 00
0 01 0 00 0 00
Pour tout (a,b,c) € R3,
a b ¢
0 a b| =al +bU+cV,
0 0 a

donc (I,U, V) engendre E. Si al + pU +~+V = 0, alors

a B v 0 00
al +pU+V =0 a | =10 0 0],
0 0 « 000

d’ott @« = 8 =~ = 0. La famille est libre : (I,U, V) est une base et
dim(F) = 3.
3. Avec la base précédente, pour M € E on a directement
M =al +bU + cV.
4. M est triangulaire supérieure, donc
det(M)=a-a-a=a’.
Ainsi M est inversible si et seulement si a # 0.

Exercice 23.

1. La suite nulle appartient & A (prendre a = b =0). Si u,, = an+b et v, = a'n+ ¥, alors
(U +v,) = (a+ad)n+ (b+ 1),
donc u + v est encore arithmétique. Pour A € R,
(Auy,) = Man +b) = (Aa)n + (A\b),

donc Au est arithmétique. Ainsi A est un sous-espace vectoriel de S.

2. La suite nulle vérifie ug = 0. Si ug = 0 et vy = 0, alors (u + v)g = ug + vo = 0. Et pour
A € R, (Au)g = Aug = 0. Donc B est un sous-espace vectoriel.



10.

La suite nulle vérifie u,,+1 = 2u,,. Si u,v € C, alors
(U4 V)1 = Upp1 + Vps1 = 22Uy + 20, = 2(u + V),
donc u + v € C. De méme, pour A € R,
(A)pr1 = A1 = A(2uy) = 2(Au),,

donc Au € C. Ainsi C' est un sous-espace vectoriel.
(En fait, C' = {(u02")n>0; uo € R}, donc dim(C) = 1.)

La suite nulle est bornée. Si |u,| < M et |v,| < N pour tout n, alors
|tn 4 0n| < Jtn| 4 |vn| < M + N,
donc u + v est bornée. Et si |u,| < M, alors
[Aun| = [Alfun| < N[ M,

donc Au est bornée. Ainsi D est un sous-espace vectoriel.

Siu€ E et u0,alors (—u), = —u, < 0 et n'est pas dans F (par exemple u,, = 1).
Donc E n’est pas un sous-espace vectoriel.

La suite nulle n’appartient pas a F' car ug = 0 # 1. Donc F' n’est pas un sous-espace
vectoriel.

La suite nulle n’appartient pas a G (elle contient des termes nuls). Donc G n’est pas un
sous-espace vectoriel.

Prenons la suite constante u, = 1 : elle est dans H. Mais pour A\ = 2, la suite (2u,,) vaut
2 et ne vérifie plus u,, < 1. Donc H n’est pas un sous-espace vectoriel.

Prenons w, = n et v, = n (toutes deux croissantes). Alors (—u), = —n n’est pas
croissante, donc ce n’est pas stable par multiplication par un scalaire négatif. Donc [
n’est pas un sous-espace vectoriel.

La suite nulle est dans J. Si u,, = 0 pour n > N et v,, = 0 pour n > N’, alors u,, +v, =0
pour n > max(N, N'). Et si u, = 0 pour n > N, alors Au,, = 0 pour n > N. Donc J est
un sous-espace vectoriel.



