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Exercice 1.

1. 0 /∈ F donc F n’est ni un R-espace vectoriel, ni un C-espace vectoriel.

2. F = {x(2, 1,−1) + y(3, 0, 1)|(x, y) ∈ R2} = Vect{(2, 1,−1), (3, 0, 1)} donc F est un
R-sous-espace vectoriel de R3 mais ce n’est pas un C-sous-espace vectoriel de C3 (car
(2, 1,−1) ∈ F mais i(2, 1,−1) /∈ F ).

3. (2, 1, 0) ∈ F, (−2, 1, 0) mais (2, 1, 0) + (−2, 1, 0) = (0, 2, 0) /∈ F donc F n’est pas un
R-sous-espace vectoriel de R3.

4. (1, 0, 1) ∈ F, (0, 1, 1) ∈ F mais (1, 0, 1) + (0, 1, 1) = (1, 1, 2) /∈ F donc F n’est pas un
R-sous-espace vectoriel de R3.

5. F = {(x, y, z) ∈ R3|z = −x} = {(x, y, z) = (x, y,−x)|(x, y) ∈ R2} = {x(1, 0,−1) +
y(0, 1, 0)|(x, y) ∈ R2} = Vect{(1, 0,−1), (0, 1, 0)} donc F est un R-sous-espace vectoriel
de R3.

6. F = {x(1 + i), x ∈ R} = VectR{1 + i} donc F est un R-sous-espace vectoriel de C.
En revanche, ce n’est pas un C-sous-espace vectoriel de C car 1 + i ∈ F mais i(1 + i) =
−1 + i /∈ F.

7. F n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 car (−1, 1, 0) ∈ F mais 2(−1, 1, 0) = (−2, 2, 0) /∈
F.

8. F = {x(0, 1)+y(3, 0)+z(2, 0)|(x, y, z) ∈ R3} = VectR{(0, 1), (3, 0), (2, 0)} donc F est un
R-sous-espace vectoriel de R2 (mais pas un C-sous-espace vectoriel de C2 car i(0, 1) /∈ F ).

9. F n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 car (0, 0, 0) /∈ F.

10. F = {(x, y, x+y)|(x, y) ∈ R2} = {x(1, 0, 1)+y(0, 1, 1)|(x, y) ∈ R2} = Vect{(1, 0, 1), (0, 1, 1)}
donc F est un R-sous-espace vectoriel de R3 (mais n’est pas un C-sous-espace vectoriel
de C3 car i((1, 0, 1) /∈ F ).

11. Montrons que F est un R-sous-espace vectoriel de C.
Tout d’abord, F ̸= ∅ car 0 ∈ F.

Ensuite, soient (z1, z2) ∈ F 2, soient (λ, µ) ∈ R2.

Montrons que λz1 + µz2 ∈ F. On a

i(λz1 + µz2) + λz1 + µz2 = iλz1 + iµz2 + λz1 + µz2 car (λ, µ) ∈ R2

= λ(iz1 + z1) + µ(iz2 + z2)

= 0 car (z1, z2) ∈ F 2

donc F est bien un R-sous-espace vectoriel de C.
En revanche, F nest pas un C-sous-espace vectoriel de C.
En effet, 1 + i ∈ F (car i(1 + i) + 1 + i = i− 1 + 1− i = 0) mais i(1 + i) = −1 + i /∈ F
(car i(−1 + i) +−1 + i = −i− 1− 1− i = −2− 2i ̸= 0).

Exercice 2.

1.

F = {(x, y, z) ∈ C3|z = x+ iy}
= {(x, y, x+ iy)|(x, y) ∈ C2}
= {x(1, 0, 1) + y(0, 1, i)|(x, y) ∈ C2}
= Vect{(1, 0, 1), (0, 1, i)}



donc F est bien un C-sous-espace vectoriel de C3.

2. (a) On a 1 + i(−i)− 2 = 1 + 1− 2 = 0 donc e ∈ F.

De même, 1 + i(−2i)− 3 = 1 + 2− 3 = 0 donc f ∈ F.

(b) Le vecteur u est bien combinaison linéaire de e et f car u = 2e− f. Il est également
combinaison linéaire des vecteurs v et w car u = v − w.

(c) D’après la première question la famille ((1, 0, 1), (0, 1, i)) est une famille génératrice
de F. Or, elle est également libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. C’est
donc une base de F et on en déduit que dim(F ) = 2.

Les vecteurs e et f étant libres, on en déduit que dim(Vect{e, f}) = 2. Or, puisque
(e, f) ∈ F 2,Vect{e, f} ⊂ F donc par égalité des dimensions, on en déduit que
Vect{e, f} = F.

Nécessairement, tout vecteur de F est combinaison linéaire de e et f.

Exercice 3.

1. F = {a(−1, 1, 0, 0,−6)+b(0, 0, 1,−1, 0)|(a, b) ∈ R2} = Vect{(−1, 1, 0, 0,−6), (0, 0, 1,−1, 0)}
donc F est un sous-espace vectoriel de R5.

2. Cherchons des vecteurs de R5 orthogonaux à tous les vecteurs de F. Pour cela, il suffit
de trouver (x1, x2, x3, x4, x5) tel que{

(x1, x2, x3, x4, x5) · (−1, 1, 0, 0,−6) = 0
(x1, x2, x3, x4, x5) · (0, 0, 1,−1, 0) = 0

⇔
{

−x1 + x2 − 6x5 = 0
x3 − x4 = 0

⇔
{

x2 = x1 + 6x5

x3 = x4

d’où

(x1, x2, x3, x4, x5) = (x1, x1+6x5, x4, x4, x5) = x1(1, 1, 0, 0, 0)+x4(0, 0, 1, 1, 0)+x5(0, 6, 0, 0, 1).

Ainsi, tous les vecteurs de F sont orthogonaux aux trois vecteurs (1, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1, 0), (0, 6, 0, 0, 1).

En fait, on peut montrer que

(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ F ⇔


(x1, x2, x3, x4, x5) · (1, 1, 0, 0, 0) = 0
(x1, x2, x3, x4, x5) · (0, 0, 1, 1, 0) = 0
(x1, x2, x3, x4, x5) · (0, 6, 0, 0, 1) = 0

⇔


x1 + x2 = 0
x3 + x4 = 0
6x2 + x5 = 0

Exercice 4. • Si F ⊂ G, alors F ∪G = G et si G ⊂ F, alors F ∪G = F. Dans ces deux cas,
puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, il est clair que F ∪G est un sous-espace
vectoriel de E.
• Supposons que F ∪ G est un sous-espace vectoriel de E. Montrons qu’on a nécessairement
F ⊂ G ou G ⊂ F .
Si F ⊂ G, le résultat est vrai.
Supposons que F n’est pas inclus dans G et montrons qu’alors G est nécessairement inclus dans
F.
Soit x ∈ G. Il s’agit de montrer que x ∈ F.
Puisque F n’est pas inclus dans G, il existe un élément y ∈ F tel que y /∈ G.
On a alors x ∈ F ∪G et y ∈ F ∪G.
Notons z = x+y. Puisque F ∪G est un sous-espace vectoriel de E par hypothèse, on en déduit
que z ∈ F ∪G, i.e. z ∈ F ou z ∈ G.
Si z ∈ G, alors y = z − x ∈ G puisque (z, x) ∈ G2 et G est un sous-espace vectoriel de E. Mais
y /∈ G donc il est impossible que z appartienne à G.
Nécessairement, z ∈ F donc x = z−y ∈ F puisque (z, y) ∈ F 2 et F est un sous-espace vectoriel
de E.
On a donc bien montré que x ∈ F, ce qui prouve l’inclusion G ⊂ F.
Finalement, on a bien montré l’équivalence F ∪ G est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si F ⊂ G ou G ⊂ F.



Exercice 5.

1. Les deux vecteurs sont colinéaires puisque (27,−9, 21) = 3(9,−3, 7) donc la famille n’est
pas libre.

Puisqu’elle contient strictement moins que trois éléments, elle n’est pas génératrice de
R3 non plus.

2. La famille n’est pas libre puisque les deux premiers vecteurs sont colinéaires.

Ainsi, Vect{(9,−3, 7), (27,−9, 21), (5,−5, 1)} = Vect{(9,−3, 7), (5,−5, 1)} ≠ R3 car une
famille de deux vecteurs ne peut pas engendrer R3.

3. La famille n’est pas libre puisqu’elle contient le vecteur nul.

Ainsi Vect{(1, 2, 2), (5, 6, 6), (0, 0, 0)} = Vect{(1, 2, 2), (5, 6, 6)} ̸= R3 car une famille de
deux vecteurs ne peut pas engendrer R3.

4. La famille est libre puisque les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. En revanche, elle
n’est pas génératrice de R3 car elle ne contient que deux éléments.

5. Montrons que la famille est libre. Soient (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(1,−1, 0) + β(0, 1,−1) + γ(1, 1, 0) = (0, 0, 0) ⇔ (α + γ,−α + β + γ,−β) = (0, 0, 0)

⇔


α + γ = 0

−α + β + γ = 0
−β = 0

L2←L2+L1⇐⇒


α + γ = 0
2γ = 0
β = 0

⇔


α = 0
γ = 0
β = 0

donc la famille est libre. Puisque c’est une famille libre constituée de trois vecteurs de
R3, elle est également génératrice de R3 : c’est donc une base de R3.

6. La famille contient quatre vecteurs dans R3, elle ne peut donc pas être libre.

Montrons que la famille ((1, 0,−2); (2, 3, 1); (1, 0, 1)) est libre.

Soient (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(1, 0,−2) + β(2, 3, 1) + γ(1, 0, 1) = (0, 0, 0) ⇔ (α+ 2β + γ, 3β,−2α+ β + γ) = (0, 0, 0)

⇔


α + 2β + γ = 0

3β = 0
−2α + β + γ = 0

L3←L3+2L1⇐⇒


α + γ = 0
β = 0
3γ = 0

⇔


α = 0
γ = 0
β = 0

donc la famille ((1, 0,−2); (2, 3, 1); (1, 0, 1)) est libre. Puisque c’est une famille libre
consituée de trois vecteurs de R3, elle est également génératrice de R3 : c’est donc une
base de R3 et on a Vect{(1, 0,−2); (2, 3, 1); (1, 0, 1)} = R3.

Or,

R3 = Vect{(1, 0,−2); (2, 3, 1); (1, 0, 1)} ⊂ Vect{(1, 0,−2); (2, 3, 1); (7, 9, 5); (1, 0, 1)} ⊂ R3

donc Vect{(1, 0,−2); (2, 3, 1); (7, 9, 5); (1, 0, 1)} = R3, ce qui prouve que la famille

((1, 0,−2); (2, 3, 1); (7, 9, 5); (1, 0, 1))

est génératrice dans R3 (mais n’est pas libre, ce n’est donc pas une base de R3).

Exercice 6.

1. On a F = {s(4,−5,−1,−2)|s ∈ R} = Vect{(4,−5,−1,−2)} donc F est un sous-espace
vectoriel de R4.



De même,

G = {(x, y, z, t) ∈ R4|x = −y + 5z − 2t}
= {(−y + 5z − 2t, y, z, t)|(y, z, t) ∈ R3}
= {y(−1, 1, 0, 0) + z(5, 0, 1, 0) + t(−2, 0, 0, 1)|(y, z, t) ∈ R3}
= Vect{(−1, 1, 0, 0); (5, 0, 1, 0); (−2, 0, 0, 1)}

donc G est un sous-espace vectoriel de R4.

2. On a 4 + (−5)− 5(−1) + 2(−2) = 0 donc (4,−5,−1,−2) ∈ G.

Ainsi, F = Vect{(4,−5,−1,−2)} ⊂ G.

3. Montrons que la famille ((−1, 1, 0, 0); (5, 0, 1, 0); (−2, 0, 0, 1)) est libre.

Soit (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(−1, 1, 0, 0)+β(5, 0, 1, 0)+γ(−2, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0) ⇔ (−α+5β−2γ, α, β, γ) = (0, 0, 0, 0)

donc α = β = γ = 0.

C’est donc une famille libre qui engendre G donc dim(G) = 3.

On sait que le vecteur (4,−5,−1,−2) consitute une base de F et appartient à G.

Montrons que la famille ((4,−5,−1,−2), (−1, 1, 0, 0), (−2, 0, 0, 1)) est libre.

Soit (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(4,−5,−1,−2) + β(−1, 1, 0, 0) + γ(−2, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0)

⇔ (4α− β − 2γ,−5α + β,−α,−2α + γ) = (0, 0, 0, 0)

donc α = β = γ = 0.

C’est une famille libre contentant des vecteurs de G. Puisque dim(G) = 3, on en déduit
que c’est une base de G.

Exercice 7.

1. E = {(x, y, x+y)|(x, y) ∈ R2} = {x(1, 0, 1)+y(0, 1, 1)|(x, y) ∈ R2} = Vect{(1, 0, 1), (0, 1, 1)}
donc E est un R-sous-espace vectoriel de R3 de base ((1, 0, 1), (0, 1, 1)) puisque ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires.

De même,

F = {(x, x+z, z)|(x, z) ∈ R2} = {x(1, 1, 0)+z(0, 1, 1)|(x, y) ∈ R2} = Vect{(1, 1, 0), (0, 1, 1)}

donc F est un R-sous-espace vectoriel de R3 de base ((1, 1, 0), (0, 1, 1)) puisque ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires.

Enfin, on a

(x, y, z) ∈ E ∩ F ⇔
{

x+ y − z = 0
x− y + z = 0

L2←L2−L1⇐⇒
{

x+ y − z = 0
−2y + 2z = 0

⇔
{

x = 0
y = z

donc (x, y, z) = z(0, 1, 1). Ainsi, E ∩ F = Vect{(0, 1, 1)} est un sous-espace vectoriel de
R3 de base (0, 1, 1).

2. E = {x(1, 0, 0) + y(0, 1, 2)|(x, y) ∈ C2} = Vect{(1, 0, 0), (0, 1, 2)} donc E est un sous-
espace vectoriel de C3 de base ((1, 0, 0), (0, 1, 2)) puisque ces deux vecteurs ne sont pas
colinéaires.

De même, F = {(0, 2iz, z)|z ∈ C} = {z(0, 2i, 1)|z ∈ C} = Vect{(0, 2i, 1)} donc F est un
sous-espace vectoriel de C3 de base (0, 2i, 1).



On a

(x, y, z) ∈ E ∩ F ⇔


z = 2y
x = 0
y = 2iz

⇔


z = 2y
x = 0
y = 4iy

⇔


z = 0
x = 0
y = 0

donc E ∩ F = {0}.
3. On a

(x, y, z, t, u, v) ∈ E ⇔


x+ 2y + z − t− 3u = 0
2x+ y + z − 2u− v = 0
x+ y + z − t− 2v = 0

L2←L2−2L1
L3←L3−L1⇐⇒


x+ 2y + z − t− 3u = 0

−3y − z + 2t+ 4u− v = 0
−y + 3u− 2v = 0

L3←3L3−L2⇐⇒


x+ 2y + z − t− 3u = 0

−3y − z + 2t+ 4u− v = 0
z − 2t+ 5u− 5v = 0

⇔


x = −t+ 2u− v
y = 3u− 2v
z = 2t− 5u+ 5v

⇔ (x, y, z, t, u, v) = (−t+ 2u− v, 3u− 2v, 2t− 5u+ 5v, t, u, v)

donc (x, y, z, t, u, v) = t(−1, 0, 2, 1, 0, 0) + u(2, 3,−5, 0, 1, 0) + v(−1,−2, 5, 0, 0, 1) donc
E = Vect{(−1, 0, 2, 1, 0, 0), (2, 3,−5, 0, 1, 0), (−1,−2, 5, 0, 0, 1)}. Vérifions que ces trois
vecteurs forment une famille libre.

Soit (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(−1, 0, 2, 1, 0, 0) + β(2, 3,−5, 0, 1, 0) + γ(−1,−2, 5, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0, 0, 0)

⇔ (−α + 2β − γ, 3β − 2γ, 2α− 5β + 5γ, α, β, γ) = (0, 0, 0, 0, 0, 0)

⇔ α = β = γ = 0

donc la famille est libre et forme une base de E.

De même, on a

F = {a(1, 1, 1, 1,−1, 0) + b(0, 1, 0, 1, 2, 1) + c(1,−1, 1, 0, 1, 0)}
= Vect{(1, 1, 1, 1,−1, 0), (0, 1, 0, 1, 2, 1), (1,−1, 1, 0, 1, 0)}.

Vérifions que ces trois vecteurs forment une famille libre.

Soit (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(1, 1, 1, 1,−1, 0) + β(0, 1, 0, 1, 2, 1) + γ(1,−1, 1, 0, 1, 0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0)

⇔ (α + γ, α + β − γ, α + γ, α + β,−α + 2β + γ, β) = (0, 0, 0, 0, 0, 0)

⇔ α = β = γ = 0

donc la famille est libre et forme une base de F.



Déterminons E ∩ F. On a

(x, y, z, t, u, v) ∈ E ∩ F

⇔


∃(a, b, c) ∈ R3, (x, y, z, t, u, v) = (a+ c, a+ b− c, a+ c, b+ a, c− a+ 2b, b)

3a+ b+ c = −3a+ 6b+ 4c
3a+ b+ c = −3a+ 5b+ c
3a+ b+ c = a+ 3b

⇔


∃(a, b, c) ∈ R3, (x, y, z, t, u, v) = (a+ c, a+ b− c, a+ c, b+ a, c− a+ 2b, b)

6a− 5b− 3c = 0
6a− 4b = 0

2a− 2b+ c = 0

⇔


∃(a, b, c) ∈ R3, (x, y, z, t, u, v) = (a+ c, a+ b− c, a+ c, b+ a, c− a+ 2b, b)

−9
2
a = 0

b = 3
2
a

c = a

donc a = b = c = 0 d’où E ∩ F = {0}.

Exercice 8.

1. Puisque ce sont des familles de vecteurs de R3 contenant chacune trois vecteurs, il suffit
de montrer qu’elles sont libres pour justifier que ce sont des bases de R3.

• Montrons que la famille B est libre.

Soit (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(1,−1,−2)+β(1,−1,−3)+γ(0, 1,−2) = (0, 0, 0) ⇔ (α+β,−α−β+γ,−2α−3β−2γ) = (0, 0, 0)

⇔


α + β = 0

−α− β + γ = 0
−2α− 3β − 2γ = 0

L2←L2+L1
L3←L3+2L1⇐⇒


α + β = 0
γ = 0

−β − 2γ = 0

d’où α = β = γ = 0, ce qui prouve que la famille B est libre et est donc bien une base
de R3.

• Montrons que la famille B′ est libre.
Soit (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(1, 1, 1) + β(1, 2, 4) + γ(1, 3, 9) = (0, 0, 0) ⇔


α + β + γ = 0
α + 2β + 3γ = 0
α + 4β + 9γ = 0

L2←L2−L1
L3−L1⇐⇒


α + β + γ = 0
β + 2γ = 0
3β + 8γ = 0

L3←L3−3L2⇐⇒


α + β + γ = 0
β + 2γ = 0
6γ = 0

d’où α = β = γ = 0, ce qui prouve que la famille B′ est libre et est donc bien une base
de R3.

2. (a) Cherchons (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(1,−1,−2) + β(1,−1,−3) + γ(0, 1,−2) = (1, 2, 3) ⇔


α + β = 1

−α− β + γ = 2
−2α− 3β − 2γ = 3

L2←L2+L1
L3←L3+2L1⇐⇒


α + β = 1
γ = 3

−β − 2γ = 5



d’où γ = 3, puis β = −11 et enfin α = 12.

Ainsi, (1, 2, 3) = 12(1,−1,−2)− 11(1,−1,−3) + 3(0, 1,−2) donc les coordonnées de
(1, 2, 3) dans la base B sont (12,−11, 3).

(b) Soit (x, y, z) ∈ R3. Cherchons (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(1,−1,−2) + β(1,−1,−3) + γ(0, 1,−2) = (x, y, z) ⇔


α + β = x

−α− β + γ = y
−2α− 3β − 2γ = z

L2←L2+L1
L3←L3+2L1⇐⇒


α + β = x
γ = x+ y

−β − 2γ = 2x+ z
⇔


α = 5x+ 2y + z
β = −4x− 2y − z
γ = x+ y

donc les coordonnées du vecteur u = (x, y, z) dans la base B sont

(5x+ 2y + z,−4x− 2y − z, x+ y).

3. On a u = (1,−1,−2)+2(1,−1,−3)+3(0, 1,−2) = (3, 0,−14) et on cherche (α, β, γ) ∈ R3

tel que

(3, 0,−14) = α(1, 1, 1) + β(1, 2, 4) + γ(1, 3, 9) ⇔


α + β + γ = 3
α + 2β + 3γ = 0
α + 4β + 9γ = −14

L2←L2−L1
L3←L3−L1⇐⇒


α + β + γ = 3
β + 2γ = −3
3β + 8γ = −17

L3←L3−3L2⇐⇒


α + β + γ = 3
β + 2γ = −3
2γ = −8

⇔


α = 2
β = 5
γ = −4

On a donc MatB′(u) =

 2
5
−4

 .

Exercice 9.

1. Les vecteurs c et d n’étant pas colinéaires, ils forment une famille libre.

On remarque que a =
1

2
c − 1

2
d donc a ∈ Vect{c, d}. De même, b =

1

2
c +

1

2
d donc

b ∈ Vect{c, d}.
Finalement, Vect{a, b, c, d} = Vect{c, d} donc (c, d) est une base de Vect{a, b, c, d}.

2. On a v = −2
3
u donc Vect{u, v} = Vect{u}, ce qui signifie que le vecteur u constitue une

base de Vect{u, v}.

Exercice 10.

1. On a
(e1 − e2) + (e2 − e3) + · · ·+ (ep−1 − ep) + (ep − e1) = 0E

donc la famille (e1 − e2, e2 − e3, . . . , ep−1 − ep, ep − e1) est liée.

2. Soit (λ1, . . . , λp) ∈ Kp tel que

λ1e1 + λ2(e1 + e2) + · · ·+ λp(e1 + · · ·+ ep) = 0

⇔ (λ1 + · · ·+ λp)e1 + (λ2 + · · ·+ λp)e2 + · · ·+ (λp−1 + λp)ep−1 + λpep = 0.



Puisque la famille (e1, . . . , ep) est libre, on en déduit que

λ1 + · · ·+ λp = 0
λ2 + · · ·+ λp = 0

... = 0
λp−1 + λp = 0

λp = 0

d’où λp = 0 puis λp−1 = 0, puis par récurrence descendante, on en déduit que pour tout
k ∈ J1, pK, λk = 0, ce qui prouve que la famille (e1, e1 + e2, . . . , e1 + · · ·+ ep) est libre.

Exercice 11.

1. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ K3 tel que

λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0 ⇔ λ1(e1 + e2) + λ2e3 + λ3(e1 − e2) = 0

⇔ (λ1 + λ3)e1 + (λ1 − λ3)e2 + λ2e3 = 0.

Puisque la famille (e1, e2, e3) est libre, on en déduit que
λ1 + λ3 = 0

λ2 = 0
λ1 − λ3 = 0

⇔


λ1 = −λ3

λ2 = 0
−2λ3 = 0

d’où λ1 = λ2 = λ3 = 0, ce qui prouve que la famille (f1, f2, f3) est libre.

2. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ K3 tel que

λ1f1 + λ2f4 + λ3f5 = 0 ⇔ λ1(e1 + e2) + λ2(e3 − e1) + λ3(e3 + 2e2) = 0

⇔ (λ1 − λ2)e1 + (λ1 + 2λ3)e2 + (λ2 + λ3)e3 = 0.

Puisque la famille (e1, e2, e3) est libre, on en déduit que
λ1 − λ2 = 0
λ1 + 2λ3 = 0
λ2 + λ3 = 0

L2←L2−L1⇐⇒


λ1 − λ2 = 0
λ2 + 2λ3 = 0
λ2 + λ3 = 0

L3←L3−L2⇐⇒


λ1 − λ2 = 0
λ2 + 2λ3 = 0
−λ3 = 0

donc λ1 = λ2 = λ3 = 0, ce qui prouve que la famille (f1, f4, f5) est libre.

3. La famille (f1, f2, f3, f4) est libre est constituée de 4 vecteurs de E. Or, dim(E) = 3 donc
la famille (f1, f2, f3, f4) est nécessairement liée.

En effet, on a f4 = −1
2
f1 + f2 − 1

2
f3.

Exercice 12. Il s’agit de calculer le rang de la matrice1 a 1
a 1 1
1 1 a

 L2←L2−aL1
L3←L3−L1=⇒

1 a 1
0 1− a2 1− a
0 1− a a− 1

 L2↔L3=⇒

1 a 1
0 1− a a− 1
0 1− a2 1− a


L3←L3−(1+a)L2

=⇒

1 a 1
0 1− a a− 1
0 0 −a2 − a+ 2

 =

1 a 1
0 1− a a− 1
0 0 −(a− 1)(a+ 2)

 .

• Si a /∈ {1,−2}, la matrice est de rang 3 donc dim (Vect{(a, 1, 1), (1, a, 1), (1, 1, a)}) = 3.
• Si a = 1, la matrice est de rang 1 donc dim (Vect{(a, 1, 1), (1, a, 1), (1, 1, a)}) = 1.
• Si a = −2, la matrice est de rang 2 donc dim (Vect{(a, 1, 1), (1, a, 1), (1, 1, a)}) = 2.



Exercice 13.

1. Les vecteurs e1 et e2 ne sont pas colinéaires et e3 = 2e2 − e1 donc F = Vect{e1, e2}.
Ainsi, dim(F ) = 2.

2. Posons e′3 = (1, 0, 0, 0) et e′4 = (0, 1, 0, 0). Montrons que (e1, e2, e
′
3, e
′
4) forme une famille

libre de R4.

Soit (λ1, λ2, λ3, λ4) ∈ R4 tel que

λ1e1+λ2e2+λ3e
′
3+λ4e

′
4 = (0, 0, 0, 0) ⇔


λ1 + 2λ2 + λ3 = 0

−2λ1 + 3λ2 + λ4 = 0
5λ1 + λ2 = 0

−3λ1 − 4λ2 = 0

⇔


λ1 + 2λ2 + λ3 = 0

−2λ1 + 3λ2 + λ4 = 0
λ2 = −5λ1

17λ1 = 0

ce qui équivaut à (λ1, λ2, λ3, λ4) = (0, 0, 0, 0).

Ainsi, la famille (e1, e2, e
′
3, e
′
4) à 4 est une famille libre à 4 éléments de R4 qui est de

dimension 4 : c’est donc une base de R4.

Exercice 14. On a dim(F ) = dim(G) = 2 car ce sont des sous-espaces vectoriels de R3

engendrés par 2 vecteurs non colinéaires.
Ainsi F = G ⇔ F ⊂ G ⇔ G ⊂ F.
• Vérifions si (0, 2,−1) ∈ F. Pour cela cherchons des réels (α, β) ∈ R2 tels que

(0, 2,−1) = α(1, 3,−1)+β(1,−3, 2) ⇔


α + β = 0
3α− 3β = 2
−α + 2β = −1

⇔


β = −α
6α = 2
−3α = −1

⇔
{

α = 1
3

β = −1
3

donc (0, 2,−1) =
1

3
(1, 3,−1)− 1

3
(1,−3, 2), ce qui prouve que (0, 2,−1) ∈ F.

• Vérifions si (1, 9,−4) ∈ F. Pour cela cherchons des réels (α, β) ∈ R2 tels que

(1, 9,−4) = α(1, 3,−1) + β(1,−3, 2) ⇔


α + β = 1
3α− 3β = 9
−α + 2β = −4

L2←L2−3L1
L3←L3+L1⇐⇒


α + β = 1
−6β = 6
3β = −3

ce qui équivaut à β = −1 et α = 2 donc (1, 9,−4) = 2(1, 3,−1)− (1,−3, 2).
On a donc {(0, 2,−1), (1, 9,−4)} ⊂ F donc G = Vect {(0, 2,−1), (1, 9,−4)} ⊂ F et puisque
dim(F ) = dim(G), on a bien F = G.

Exercice 15.

1. Vérifions si la famille est libre. Soit (α, β, γ) ∈ R3 tel que

α(1,−2, 3, 1)+β(4, 5, 6, 7)+γ(1, 0, 2, 3) = (0, 0, 0, 0) ⇔


α + 4β + γ = 0
−2α + 5β = 0

3α + 6β + 2γ = 0
α + 7β + 3γ = 0

L2←L2+2L1
L3←L3−3L1
L4←L4−L1⇐⇒


α + 4β + γ = 0
13β + 2γ = 0
−6β − γ = 0
3β + 2γ = 0

L3←13L3+6L2
L4←13L4−3L2⇐⇒


α + 4β + γ = 0
13β + 2γ = 0

−γ = 0
20γ = 0

⇔ α = β = γ = 0

donc la famille est libre. Le rang de la famille est donc égal à 3.



2. Déterminons le rang de la matrice
1 1 2 3
3 4 3 8
1 3 −4 1
−2 −1 −7 −7
−3 −4 −3 −8


L2←L2−3L1
L3←L3−L1
L4←L4+2L1
L5←L5+3L1⇐⇒


1 1 2 3
0 1 −3 −1
0 2 −6 −2
0 1 −3 −1
0 −1 3 1


L3←L3−2L2
L4←L4−L2
L5←L5+L2⇐⇒


1 1 2 3
0 1 −3 −1
0 0 0 −0
0 0 0 −0
0 0 0 −0


donc la famille est de rang 2.

Exercice 16.

1. dimC(C4) = 4.

2. Déterminons le rang de la matrice suivante :
1 −i 0 3i
i 0 −1 −2− i

1 + i 2− i 0 3i
−i 1 + i 1 −5− i


L2←L2−iL1

L3←L3−(1+i)L1
L4←L4+iL1⇐⇒


1 −i 0 3i
0 −1 −1 1− i
0 1 0 3
0 2 + i 1 −8− i

 L3←L3+L2
L4←L4+(2+i)L2⇐⇒


1 −i 0 3i
0 −1 −1 1− i
0 0 −1 4− i
0 0 −1− i −5− 2i

 L4←L4−(1+i)L3⇐⇒


1 −i 0 3i
0 −1 −1 1− i
0 0 −1 4− i
0 0 0 −10− 5i


donc la matrice est de rang 4, i.e. le C-espace vectoriel engendré par cette famille est de
dimension 4. On en déduit que cette famille est une base du C-espace vectoriel C4.

3. dimR(C4) = 8.

Puisque la famille est libre dans le C-espace vectoriel C4, elle reste libre dans le R-
espace vectoriel C4 donc elle engendre un R-sous-espace vectoriel de dimension 4 dans
le R-espace vectoriel C4, qui est de dimension 8. Ainsi, cette famille n’est pas une base
du R-espace vectoriel C4.

Exercice 17. On sait que dim(Rn[X]) = n + 1. Puisque la famille (Li)0⩽i⩽n contient n + 1
vecteurs de Rn[X], il suffit de prouver qu’elle est libre pour montrer que c’est une base de
Rn[X].

Soit (λ1, . . . , λn+1) ∈ Rn+1 tels que
n∑

i=0

λiLi = 0.

Soit j ∈ J0, nK.

En appliquant le polynôme
n∑

i=0

λiLi au réel xj, il vient

n∑
i=0

λiLi(xj) = 0.

Or, Li(xj) =

{
1 si i = j
0 si i ̸= j

donc la somme devient λjLj(xj) = 0, i.e. λj = 0.

Ceci étant valable pour tout j ∈ J0, nK, on en déduit que pour tout i ∈ J0, nK, λi = 0 donc la
famille (Li)0⩽i⩽n est libre, ce qui prouve que c’est une base de Rn[X].



Exercice 18.

1. • Tout d’abord, 0E ∈ F ∩G donc 0E = 0E + 0E ∈ F +G.

• Soient (u, v) ∈ (F +G)2, soit λ ∈ R. Montrons que λu+ v ∈ F +G.

Puisque u ∈ F +G, il existe (uF , uG) ∈ F ×G tel que u = uF + uG. De même, il existe
(vF , vG) ∈ F ×G tel que v = vF + vG.

Ainsi, λu+ v = λ(uF + uG) + (vF + vG) = (λuF + vF ) + (λuG + vG).

Puisque (uF , vF ) ∈ F 2 et que F est un sous-espace vectoriel de E, on a λuF + vF ∈ F.
De même, puisque (uG, vG) ∈ G2 et que G est un sous-espace vectoriel de E, on a
λuG + vG ∈ G donc on a bien λu+ v ∈ F +G.

Ces deux points prouvent que F +G est bien un sous-espace vectoriel de E.

2. Notons p = dim(F ), q = dim(G) et considérons (f1, . . . , fp) et (g1, . . . , gq) deux bases
respectives de F et G.

Soit u ∈ F +G. Il existe (uF , uG) ∈ F ×G tel que u = uF + uG.

Puisque (f1, . . . , fp) est une base de F, il existe des réels (λ1, . . . , λp) ∈ Rp tels que

uF =

p∑
k=1

λkfk.

De même, puisque (g1, . . . , gq) est une base de G, il existe des réels (µ1, . . . , µq) ∈ Rq tels

que uG =

q∑
k=1

µkgk.

Ainsi, u =

p∑
k=1

λkfk +

q∑
k=1

µkgk, ce qui prouve que la famille (f1, . . . , fp, g1, . . . , gq) est

une famille génératrice de F +G à p+ q éléments.

Puisque le cardinal d’une famille génératrice d’un espace vectoriel est toujours supérieur
ou égal à la dimension de cet espace vectoriel, on a bien

dim(F +G) ⩽ p+ q = dim(F ) + dim(G).

3. On reprend les notations de la question précédente. Montrons que si F ∩ G = {0E}, la
famille (f1, . . . , fp, g1, . . . , gq) est libre.

Soient (λ1, . . . , λp, µ1, . . . , µq) ∈ Rp+q tel que

p∑
k=1

λkfk +

q∑
k=1

µkgk = 0E ⇔
p∑

k=1

λkfk = −
q∑

k=1

µkgk ∈ F ∩G = {0E}

donc

p∑
k=1

λkfk =

q∑
k=1

µkgk = 0E.

Puisque les familles (f1, . . . , fp) et (g1, . . . , gq) sont libres, on en déduit que pour tout
k ∈ J1, pK, λk = 0 et pour tout k ∈ J1, qK, µk = 0.

Ainsi, la famille (f1, . . . , fp, g1, . . . , gq) est libre et d’après la question précédente, elle
engendre F +G.

C’est donc une base de F+G et on en déduit que dim(F+G) = p+q = dim(F )+dim(G).

Exercice 19.

1. On sait que M2(R) est l’espace des matrices 2×2 à coefficients réels : il y a 4 coefficients
libres, donc

dim
(
M2(R)

)
= 4.



2. E est un sous-espace de M2(R).

Soient M =

(
a b
0 c

)
et N =

(
a′ b′

0 c′

)
dans E , et soit λ ∈ R. Alors

M +N =

(
a+ a′ b+ b′

0 c+ c′

)
∈ E , λM =

(
λa λb
0 λc

)
∈ E .

De plus la matrice nulle appartient à E . Donc E est un sous-espace vectoriel.

(A,B,C) est une base de E.

Soit M =

(
a b
0 c

)
∈ E . On écrit

M = a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
0 0

)
+ c

(
0 0
0 1

)
= aA+ bB + cC.

Ainsi (A,B,C) engendre E .
Si αA+ βB + γC = 0, alors

αA+ βB + γC =

(
α β
0 γ

)
=

(
0 0
0 0

)
,

d’où α = β = γ = 0 : la famille est libre. Donc (A,B,C) est une base de E et

dim(E) = 3.

3. E est stable par multiplication.

Soient M =

(
a b
0 c

)
et N =

(
a′ b′

0 c′

)
dans E . Alors

MN =

(
aa′ ab′ + bc′

0 cc′

)
.

Cette matrice est encore de la forme

(
∗ ∗
0 ∗

)
, donc MN ∈ E .

4. Si M ∈ E est inversible, alors M−1 ∈ E.

Soit M =

(
a b
0 c

)
∈ E . On a

det(M) = ac.

Ainsi M est inversible si et seulement si a ̸= 0 et c ̸= 0.

Cherchons M−1 sous la forme X =

(
x y
z t

)
telle que MX = I :

(
a b
0 c

)(
x y
z t

)
=

(
ax+ bz ay + bt

cz ct

)
=

(
1 0
0 1

)
.

On obtient le système 
ax+ bz = 1,

ay + bt = 0,

cz = 0,

ct = 1.



Comme c ̸= 0, on a z = 0 et t =
1

c
, puis x =

1

a
, et enfin

ay + b · 1
c
= 0 =⇒ y = − b

ac
.

Donc

M−1 =

(
1
a

− b
ac

0 1
c

)
∈ E .

Exercice 20.

1. Un sous-espace doit contenir la matrice nulle, or det(0) = 0 ̸= 1, donc 0 /∈ E1.

2. Soient A =

(
x1 x2

x3 x4

)
et A′ =

(
x′1 x′2
x′3 x′4

)
dans E2. Alors

A+ A′ =

(
x1 + x′1 x2 + x′2
x3 + x′3 x4 + x′4

)
,

et l’on vérifie

(x1 + x′1) + (x2 + x′2) = (x1 + x2) + (x′1 + x′2) = x4 + x′4,

donc A + A′ ∈ E2. De même, pour tout λ ∈ R, λA ∈ E2. Ainsi E2 est un sous-espace
vectoriel.

3. On utilise les propriétés de la transposée :

(A+B)T = AT +BT , (λA)T = λAT .

Donc la somme de deux matrices symétriques est symétrique, et un multiple scalaire
d’une matrice symétrique est encore symétrique : E3 est un sous-espace vectoriel.

Exercice 21.

1. Soient f, g bornées. Il existe Mf ,Mg ≥ 0 tels que |f(x)| ≤ Mf et |g(x)| ≤ Mg pour tout
x. Alors, pour tout x,

|(f + g)(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ Mf +Mg,

donc f + g est bornée. De plus, pour λ ∈ R,

|(λf)(x)| = |λ| |f(x)| ≤ |λ|Mf ,

donc λf est bornée. Enfin, la fonction nulle est bornée. Ainsi, l’ensemble des fonctions
bornées est un sous-espace de E.

2. Contre-exemple : f(x) = −|x| est majorée (par 0), car − |x| ≤ 0. Mais (−f)(x) = |x|
n’est pas majorée (elle tend vers +∞). Donc f ∈ V mais −f /∈ V : V n’est pas stable
par multiplication scalaire, donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel.

3. Soient f, g paires et λ ∈ R. Pour tout x,

(f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x),

donc f + g est paire. Et

(λf)(−x) = λf(−x) = λf(x) = (λf)(x),

donc λf est paire. La fonction nulle est paire. Ainsi les fonctions paires forment un
sous-espace de E.

4. Prenons f(x) = x2 (paire) et g(x) = x (impaire). Alors f + g vérifie (f + g)(1) = 2 et
(f + g)(−1) = 0, donc f + g n’est ni paire (car (f + g)(−1) ̸= (f + g)(1)), ni impaire
(car (f + g)(−1) ̸= −(f + g)(1)). Donc l’ensemble ≪ paire ou impaire ≫ n’est pas stable
par addition : ce n’est pas un sous-espace vectoriel.



Exercice 22.

1. Soient

M =

a b c
0 a b
0 0 a

 , N =

a′ b′ c′

0 a′ b′

0 0 a′

 ∈ E, λ ∈ R.

Alors

M +N =

a+ a′ b+ b′ c+ c′

0 a+ a′ b+ b′

0 0 a+ a′

 ∈ E, λM =

λa λb λc
0 λa λb
0 0 λa

 ∈ E.

De plus la matrice nulle appartient à E (prendre a = b = c = 0). Donc E est un
sous-espace vectoriel.

2. Posons

I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , U =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , V =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Pour tout (a, b, c) ∈ R3, a b c
0 a b
0 0 a

 = aI + bU + cV,

donc (I, U, V ) engendre E. Si αI + βU + γV = 0, alors

αI + βU + γV =

α β γ
0 α β
0 0 α

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

d’où α = β = γ = 0. La famille est libre : (I, U, V ) est une base et

dim(E) = 3.

3. Avec la base précédente, pour M ∈ E on a directement

M = aI + bU + cV.

4. M est triangulaire supérieure, donc

det(M) = a · a · a = a3.

Ainsi M est inversible si et seulement si a ̸= 0.

Exercice 23.

1. La suite nulle appartient à A (prendre a = b = 0). Si un = an+ b et vn = a′n+ b′, alors

(un + vn) = (a+ a′)n+ (b+ b′),

donc u+ v est encore arithmétique. Pour λ ∈ R,

(λun) = λ(an+ b) = (λa)n+ (λb),

donc λu est arithmétique. Ainsi A est un sous-espace vectoriel de S.
2. La suite nulle vérifie u0 = 0. Si u0 = 0 et v0 = 0, alors (u + v)0 = u0 + v0 = 0. Et pour

λ ∈ R, (λu)0 = λu0 = 0. Donc B est un sous-espace vectoriel.



3. La suite nulle vérifie un+1 = 2un. Si u, v ∈ C, alors

(u+ v)n+1 = un+1 + vn+1 = 2un + 2vn = 2(u+ v)n,

donc u+ v ∈ C. De même, pour λ ∈ R,

(λu)n+1 = λun+1 = λ(2un) = 2(λu)n,

donc λu ∈ C. Ainsi C est un sous-espace vectoriel.
(En fait, C = {(u0 2

n)n≥0 ; u0 ∈ R}, donc dim(C) = 1.)

4. La suite nulle est bornée. Si |un| ≤ M et |vn| ≤ N pour tout n, alors

|un + vn| ≤ |un|+ |vn| ≤ M +N,

donc u+ v est bornée. Et si |un| ≤ M , alors

|λun| = |λ| |un| ≤ |λ|M,

donc λu est bornée. Ainsi D est un sous-espace vectoriel.

5. Si u ∈ E et u ̸= 0, alors (−u)n = −un ≤ 0 et n’est pas dans E (par exemple un = 1).
Donc E n’est pas un sous-espace vectoriel.

6. La suite nulle n’appartient pas à F car u0 = 0 ̸= 1. Donc F n’est pas un sous-espace
vectoriel.

7. La suite nulle n’appartient pas à G (elle contient des termes nuls). Donc G n’est pas un
sous-espace vectoriel.

8. Prenons la suite constante un = 1 : elle est dans H. Mais pour λ = 2, la suite (2un) vaut
2 et ne vérifie plus un ≤ 1. Donc H n’est pas un sous-espace vectoriel.

9. Prenons un = n et vn = n (toutes deux croissantes). Alors (−u)n = −n n’est pas
croissante, donc ce n’est pas stable par multiplication par un scalaire négatif. Donc I
n’est pas un sous-espace vectoriel.

10. La suite nulle est dans J . Si un = 0 pour n ≥ N et vn = 0 pour n ≥ N ′, alors un+vn = 0
pour n ≥ max(N,N ′). Et si un = 0 pour n ≥ N , alors λun = 0 pour n ≥ N . Donc J est
un sous-espace vectoriel.


