LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 A. WASSFI

Corrigé de la liste d’exercices n°24 Applications linéaires

Exercice 1.
1. L’application f n’est pas linéaire car f(0,0) = (1,0) # (0,0).
2. e Montrons que f est linéaire.

Soient u = (z,y) € R?, v = (2/,9') € R? et (A, u) deux réels. On a

)
fOu+pv) = fAx+ pa’, Ay + py')
= (Mz—y)+u@ —y), Mz +3y) + pla’ + 3y'), Az + pa’)
= Mz —yz+3y,2)+p@ —y, 2"+ 3y, 2)
= Af(uw)+pf(v)

donc f est linéaire.
r—y = 0
e On a (x,y) € ker(f) & r+3y = 0 & z =y = 0 donc ker(f) = {(0,0)} d’ou
x = 0
dim(ker(f)) = 0 (donc f est injective).
e On a

Im(f) = {(z—y.2+3y2)|(zx,y) € R?}

= {x(lv L, 1) + y(_lv?” 0)|(I7y) S RQ}

= Vect{(1,1,1),(-1,3,0)}.
Puisque les vecteurs (1,1,1) et (—1,3,0) sont libres (car non colinéaires), on en déduit que
dim(Vect{(1,1,1),(-1,3,0)} = 2 d’ou dim(Im(f)) = 2.

3. On a f(1,0) = (0,0), f(—1,0) = (2,0) et £(0,0) = (0,0).

Ainsi, f((1,0) + (—1,0)) = f(0,0) = (0,0) # f(1,0) + f(—1,0) = (2,0) donc 'application f
n’est pas linéaire.

4. e Montrons que f est linéaire.
Soient u = (z,y,2) € C*,v = (2',y,2) € C* et (\,u) € C2
Alors

futpv) = fAztpa’, \y+py', Aep') = Aetpz'—(Ay+py') = Mz—y)+p('—y') = M (u)+uf(v)

donc f est linéaire.
e Ona

(x,y,2) €Eker(f) e z—y=0y=z< (1,y,2) = (z,y,y) = (1,0,0) + y(0,1,1)

donc ker(f) = Vect{(1,0,0),(0,1,1)}. Puisque les vecteurs (1,0,0) et (0,1,1) sont libres (car
non colinéaires), on en déduit que dim(ker(f)) = 2.
e Soit z € C. Alors z = f(0,0, z) donc I'application f est surjective d’ou Im(f) = C donc
dim(Im(f)) = 1.

5. L’application f n’est pas linéaire car f(0,0) = (0,1,0) # (0,0, 0).

6. Ona f(1,1) = (8,1,1) et f(—1,—1) = (—8,1,—1) donc

f<_17 _1) = f<_(17 1)) 7é _f<17 1)

ce qui prouve que f n’est pas linéaire.



7. o Montrons que f est linéaire.

10.

Soient u = (z,y,2) € R}, v/ = (z/,y/,2') € R® et (\, u) € R% On a

fOu+pv) = fAz+ pa’, \y + py', Az + p2’)
= (Mo+y)+upE +9), Mz —y) +p —y))

= Af(u) +pf(v)
donc f est linéaire.
e On a (z,y,2) € ker(f) & it‘z z 8 & —C;y i _Oy < x =y = 0 donc ker(f) =

{(0,0,2)|z € R} ={2(0,0,1)|z € R} = Vect{(0,0,1)} d’ou dim(ker(f)) = 1.
e On a

Im(f) = {(z +y,2 —y)l(z,y) € R} = {=(1,1) + y(1, =1)|(z,y) € R*} = Vect{(1,1),(1,-1)}
donc dim(Im(f)) = 2 (puisque les vecteurs (1,1) et (1, —1) ne sont pas colinéaires).
On a f(l,O) = (17()) = f<_170) donc f(_170) = f(_<170>> 7& —f(l,O), ce qui prouve que f

n’est pas linéaire.
e Montrons que f est linéaire.
Soient u = (z,y,2) € R3 v = (2/,9/,2') € R3 et (\,u) € R% On a

fOu+ ) = fx+px’, \y+py', Az + p2')

(ABz —y) + pBz" — '), My + 52) + ple’ +52'), hy + /)
= N3z —y,y+52,y)+uBz —y, 2" +5,y)

= Af(u) + pf(v)

donc f est linéaire.
e On a
3r—y = 0
(x,y,2) €ker(f) &< y+5z = 0 < (z,y,2) =(0,0,0
Y =0
donc ker(f) = {(0,0,0)} d’ou dim(ker(f)) =0 et f est injective.
e On a

Im(f) = {(Bz—y,y+52y)l(r,y,z2) € R’}
= {2(3,0,0) +y(—1,1,1) + 2(0,5,0)|(z,y, 2) € R}
= Vect {(3,0,0),(—1,1,1),(0,5,0)}.

Montrons que la famille {(3,0,0),(—1,1,1),(0,5,0)} est libre.
Soient (o, 8,7) € R? tel que

3a—f = 0
«(3,0,0) + 5(—1,1,1) ++(0,5,0) = (0,0,0) & ¢ f+5y = 0 a=4=v=0.
o] =0

C’est une famille libre constituée de trois vecteurs libres dans R? : c’est donc une base de R3.
On en déduit que Im(f) = R? donc dim(Im(f)) = 3 (et f est surjective).

Soit a € R.

e Montrons que f est linéaire.

Soient u = (z,y,2) € R* v = (2/,y,2') € R® et (\, n) € R



Alors

fQAu+ ) = fx+ px', \y + py', Az + p2’)
= (Ma?z —y) + pla®s’ —y), Ay + py', 0)
= A’z —y,y,0) + pla®s" —y',y/,0)
= Af(u)+pnf(v)

donc f est linéaire.
e Ona

(x,y,z)eker(f)(:){a%—y = 0 @{a% - 0

Y = 0
Deux cas se présentent alors :
-Sia#0,onaz=y=0doncker(f) ={(0,0,2)|z € R} = {2(0,0,1)|z € R} = Vect{(0,0,1}
donc dim(ker(f)) = 1.

- Si a = 0, alors ker(f) = {(z,0,2)|(z,2) € R*} = {2(1,0,0) + 2(0,0,1)|(z,2) € R?*} =
Vect{(1,0,0),(0,0,1)} donc dim(ker(f)) = 2 (puisque les vecteurs (1,0,0) et (0,0, 1) ne sont
pas colinéaires).

e On a Im(f) = {(¢®z — v,y,0)|(z,y) € R*} = {x(a*0,0) + y(—1,1,0)|(z,y) € R?*} =
Vect{(a?,0,0),(—1,1,0)}.

Deux cas se présentent alors :

- Sia # 0, alors les vecteurs (a?,0,0) et (—1,1,0) ne sont pas colinéaires donc dim(Im(f)) = 2.

- Si a =0, alors Im(f) = Vect{(—1,1,0)} donc dim(Im(f)) = 1.

Exercice 2.
1. Soit x € ker(f). Montrons que g(x) € ker(f).
Puisque fog = gof, on a f(g(x)) = g(f(x)). Or, f(x) = Op puisque = € ker(f) donc
f(g(z)) = g(0g) = 0g car g est linéaire.
Ainsi, on a bien g(z) € ker(f) ce qui prouve que ker(f) est stable par g.
e Soit y € Im(f). Montrons que g(y) € Im(f).

Puisque y € Im(f), il existe z € E tel que y = f(z) donc g(y) = g(f(z)) = f(g(x)) car
fog=go fdoncon abien g(y) = f(g(z)) € Im(f), ce qui prouve que Im(f) est stable par g.

Exercice 3. Par hypothese, pour tout € F| les vecteurs x et f(z) sont colinéaires.

Sixz =0, c’est évident car f(x) =z = 0.

Si z # O, ceci signifie qu’il existe un scalaire A € K tel que f(x) = Az. A priori, ce scalaire A dépend
du choix du vecteur z. On va montrer qu’on peut en fait choisir le méme A pour tous les vecteurs x
de I'espace vectoriel E.

Soient = et y deux vecteurs non nuls de E.

Il existe donc deux scalaires (A, \,) € K? tels que f(z) = Az et f(y) = \y.

Montrons que A\, = A,.

Il y a deux cas.

e Supposons que les vecteurs x et y soient colinéaires, i.e. il existe un scalaire a € K tel que y = ax.
Notons qu’on a nécessairement a # 0 car y # 0.

Alors par linéarité de f, on a f(y) = f(ax) = af(x) = a).x.

D’autre part, on a f(y) = A\,y = a\,z.

Donc al,z = aAyz, d’olt (A, — Ay)ax = 0g. Or, ax # 0 car o # 0 et © # 0 donc A\, — A, =0 d’out
Az = Ay

e Supposons que les vecteurs = et y ne soient pas colinéaires, i.e. la famille (z,y) est libre.

Par hypothese, il existe un scalaire A\,4, € K tel que f(z 4+ y) = Apqy (T + ) = Aoy + Aatyy-



Par ailleurs, par linéarité de f, on a

flx+y) = flz)+ f(y) = Ao + M\yy.

Par unicité des coordonnées dans une famille libre, on a A\, = A4, et A\, = Ay, donc A\, = A,

Dans tous les cas, pour tout couple de vecteurs (z,y) non nuls, on a A, = A, donc il existe un A € K
tel que pour tout z € E \ {0}, f(z) = Az.

L’égalité restant trivialement vraie pour # = Og (car f(z) = Og), on a bien montré 'existence d’'un
scalaire A € K tel que pour tout = € E, f(x) = Ax.

Exercice 4.
n—1

1. Soit (Mg, A1y - ..y An1) € K™ tel que Z)\kfk(x) =0g.
k=0
En appliquant f*~! & cette égalité, et sachant que pour tout k > n, f¥ = Oz(k), on obtient
)\ofn_l(l’) =0g.
Or, f"!(z) # 0g par hypothese donc \g = 0.
En appliquant maitenant f"~2, on obtient A\; = 0 et en répétant le méme procédé de proche en
proche, on obtient pour tout k € [0,n—1], \x = 0 ce qui prouve que la famille (z, f(z),..., f*'(z))

est libre.
n—1
2. Soit u € F. Il existe des scalaires (Ag, A1, ..., A,) € K" tels que u = Z e f*(2).
k=0
n—1 n—2
Par linéarité de f, on a f(u) = Z Mo ff () = Mef*(2) € F, donc F est stable par
k=0 m@=03=
f.
0 . 0
La matrice de f|p dans la base (z, f(),..., f""}(z)) de F est | ¢ qui est
0 0 1 0

une matrice de rang n — 1.

Exercice 5.

1. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

I R — R3
" (x,y,2) — (et+ytzectytzxty+2).
On a

(x,y,2) €ker(f) ez +y+2z=0< (z,y,2) = (v,y,—z —y) = 2(1,0,—1) + y(0, 1, —1)

donc ker(f) = Vect{(1,0,—1),(0,1,—-1)}.
Enfin,

Im(f) = {(e+y+z,04+y+z,0+y+2|(z,y,2) R’}
= {(z+y+2)(1,1,1)|(z,y,2) € R*}
= Vect{(1,1,1)}.



2. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

R — R?
r — (z,4z,0).

f:

On a ker(f) = {0} donc f est injective et Im(f) = Vect{(1,4,0)}.
3. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est
R — R?

Py — ().

On a ker(f) = {(z,0,0)|]z € R} = Vect{(1,0,0)}.
Enfin, Im(f) = {(=.9)|(y, 2) € B2} = {y(0,1) + =(1,0)|(y, z) € B2} = Vect{(0, 1), (1,0)}.
4. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est
R? — R3

I (x,y) — (x4 5y,4x + 20y, Tz + 35y).

On (z,y) € ker(f) © x+5y =0< 2= —by < (z,y) = (—5y,y) = y(—5,1) donc ker(f) =
Vect{(—5,1)}.
Enfin,

Im(f) = {(z+5y, 42+20y, To+35y)|(z,y) € R*} = {(x+5y)(1,4,7)|(z,y) € R*} = Vect{(1,4,7)}.

5. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

'3 R*? — R?
On a
r+Ty = 0 r = =Ty
(x,y) €Eker(f) &< 8x+y = 0 ¢ by = 0 < (z,y)=(0,0)
r+y = 0 —62y = 0

d’ou ker(f) = {(0,0)} donc f est injective.
Enfin,

Im(f) = {(z+7y,82+y,9% +y)|(z,y) € R?}
= {2(1,8,9) +y(7,1,1)|(x,y) € R?}
= Vect{(1,8,9),(7,1,1)}.

6. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

I R*> — R?
r+2y = 0 r = -2 _ s _
Ona(x,y)eker(f)@{4x+5y _ 0 @{ 3y = 0 & (z,y) = (0,0) douker(f) =

{(0,0)} donc f est injective.

Enfin, Im(f) = {(z+2y, 4x+5y)|(x,y) € R*} = {z(1,4)+y(2,5)|(z,y) € R*} = Vect{(1,4), (2,5)}.
Or, les vecteurs (1,4) et (2,5) ne sont pas colinéaires donc ils forment une base de R%. On en
déduit que Im(f) = R? donc f est surjective.

Finalement, I'application lindaire f est bijective : ¢’est un automorphisme de R2.



7. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

I R — R3
" (x,y,2) — (0,2,0).

Onaker(f) = {(0,4,2)/(s, ) € R} = {5(0,1,0)4+2(0,0,1)| (3, 2) € R} = Veet{(0,1,0), (0,0,1)}.

Enfin, Im(f) = {(0,2,0)|]z € R} = {z(0,1,0)|]x € R} = Vect{(0,1,0)}. On remarque en

particulier que Im(f) C ker(f), ce qui implique que f? = 0.

8. L’application linéaire canoniquement associée a cette matrice est

R3 — R

I (x,y,2) — x+2y+4z.

On a ker(f) = {(z,y,2) € R¥|x + 2y + 42 = 0} = {(z,y,2) € R¥|z = —2y — 42} = {(—2y —
4z,y,2)|(y, z) € R*} = {y(—2,1,0) + 2(—4,0,1)|(y, 2) € R*} = Vect{(—2,1,0), (—4,0,1)}.
Enfin, Im(f) est un sous-espace vectoriel de R différent de {0} car f n’est pas Iapplication
nulle donc Im(f) = R, ce qui prouve que f est surjective.

Exercice 6.

a+y = 0
1. o Soit (a, 8,7) € R3 tel que a(1,0,0) + 3(0,1,0) + v(1,1,1) = (0,0,0) &< S+ = 0 &
v =0

a = [ =~ = 0 donc la famille By est libre. Puisqu’elle est constituée de trois vecteurs de
R3.c’est une base de R3.
at+B+y = 0
e Soit (a, B,7) € R3 tel que «(1,0,0)+3(1,1,0)+v(1,1,1) = (0,0,0) < B+y =0 &
0% =0
a = B =~ =0 donc la famille B; est libre. Puisqu’elle est constituée de trois vecteurs de R3,
c’est une base de R3.

2. (a) Soit f 'endomorphisme de R? tel que Matg, 5,(f) = A.
On a alors f(1,0,0) = —(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(1,1,1) = (=3,1,-2), £(0,1,0) = (1,0,0) —
2(0,1,0) + (1,1,1) = (2,—1,1) et £(0,0,1) = (1,0,0) — 4(0,1,0) + 3(1,1,1) = (4, —1,3).
Ainsi, pour tout (z,y,z) € R3, on a par linéarité de f :

flz,y,2) = f(x(1,0,0)+y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= zf(1,0,0) +y(f(0,1,0)) + 2£(0,0,1)
= x(-3,1,-2) +y(2,-1,1) + 2(4, -1, 3)
= (=3x+2y+4z,0—y—z, —20+y+3z2).

(b) Soit g 'endomorphisme de R? tel que Matg, 5,(g) =
On a alors ¢(1,0,0) = —1(1,0,0) +3(0,1,0) — 2(0, 0, 1) (~1,3,-2):¢(0,1,0) = (1 0,0) —
2(0,1,0) + (0,0,1) = (1,-2,1) et g(1,1,1) = (1,0,0) — 4(0,1,0) + 3(0,0,1) = (1, —4,3).
En particulier, g(0,0,1) = ¢g((1,1,1)—(1 0,0)—(0, 1,0)) =g(1,1,1)—g(1,0,0)— (0, 1,0) =
(1,-4,3) — (-1,3,—-2) — (1,—2,1) = (1, —5,4) donc pour tout (z,y, z) € R3,

g(x,y,2) = g(x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= 9(1,0,0) +yg(0,1,0) + 29(0,0,1)
= 2(-1,3,-2) +y(1,—-2,1) + 2(1,-5,4)
= (—z+y+23x—2y—>5z—2x+y+4z).



(c) Soit h 'endomorphisme de R? tel que Matg, 5, (h) = A.
On a alors h(1,0,0) = 1(1,0,0) + 3(0,1,0) — 2(0,0,1) = (—
2(0,1,0) + (0,0,1) = (1,-2,1) et h(0,0,1) = (1,0,0) — 4(
donc pour tout (x,y,z) € R?:

h(z,y,z) = h(z(1,0,0) 4+ y(0,1,0) + 2(0,0,1))
— 2h(1,0,0) + yh(0,1,0) + (0,0, 1)
= 2(—1,3,-2) +y(1,-2,1) + 2(1,—4,3)
(—x+y+ 230 —2y —4z, -2z + y + 32).

3. (a) La matrice B est de rang 1 donc on a rg(f) = 1 et d’apres le théoréeme du rang, on en déduit

que dim(R?) = dim(ker(f)) + rg(f) d’out dim(ker(f)) = 2.
On sait que l'image de f est engendrée par les images des vecteurs de la base B3 donc
Im(f) = Vect{f(1,0,0); f(1,1,0); f(1,1,1)}.
Or, £(1,0,0) = (0,0,0) et f(1,1,0) = £(1,1,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1,1) = (2,2,1)
donc Im(f) = Vect{(2,2,1)}.
Enfin, on a (1,0,0) € ker(f) et (1,1,1) — (1,1,0) = (0,0,1) € ker(f) puisque f(0,0,1) =
f(1,1,1) — f(1,1,0) = (0,0,0) donc (0,0, 1) € ker(f).
Puisque la famille ((1,0,0),(0,0,1)) est libre, est contenue dans ker(f) et que dim(ker(f)) =
2, on en déduit que c’est une base de ker(f).

(b) Les dimensions de I'image et du noyau de g sont les mémes que dans la question précédente
puisqu’elles dépendent du rang de B.
On a comme ci-dessus, ker(f) = Vect{(1,0,0),(1,1,1) — (0,1,0)} = Vect{(1,0,0),(1,0,1)}
et Im(f) = Vect{f(0, 1,0)} Vect{(1,0,0) + (1,1,0) + (1,1,1)} = Vect{(3,2,1)}.

(c) De meéme, ker(f) = Vect{(1,0,0),(1,1,1) — (0, ,0)} = Vect{(1,0,0),(1,0,1)} et Im(f) =
Vect{f(0,1,0)} = Vect{(1,0, 0) (0,1,0) + (1,1,1)} = Vect{(2,2,1)}.

Exercice 7.
1. Simple calcul!

2. La question précédente montre que la matrice de f2 — 212 + f — 2Idgs est nulle, ce qui prouve
1
que f3 —2f? + f — 2Idgs = Oggs) ou encore §(f2 —2f +1Idgs) o f = Idgs.
On en déduit que f est bijective, donc f est un automorphisme de R? et

F7 = 7~ 2f + ).

Exercice 8.

1. On a
x 0
(x,y,2) € ker(f — 3ldgs) & (A=-3L) |yl =10
z 0
—Sr—2y+z = 0
& —2r—-2y—2z = 0
r—2y—52z =0
Lo<5La—2L; —Sr—2y+z = 0
fac latla —6y—12: = 0
—12y —242 = 0

- x = =z
y = —2z



donc ker(f — 3Idgs) = Vect{(1,—2,1)}.

2. On a
x 0
(x,y,2) € ker(f 4+ 3ldgs) < (A+3L)|y]=|0
z 0
T—2y+z =0
& —2r+4y—2z = 0
T—2y+z = 0

S r—-2y+2=0

donc ker(f + 3Idgs) = Vect{(1,0,—-1),(1,1,1)}.
3. Montrons que la famille B = ((1,—-2,1),(1,0,—1),(1,1,1)) est libre.
Soit (a, 3,7) € R3 tel que

a+pB+vy = 0 LecLot2l, [ a+B+vy = 0

a(l,—2,1)+8(1,0, —1)+7(1,1,1) = (0,0,0) & { —2a+~ = 0 &M ! 2843y = 0
donc o = = v = 0, ce qui prouve que la famille B est libre. Puisqu’elle est constituée de trois
vecteurs de R3 et que dim(R3) = 3, on en déduit que B est une base de R3.
Puisque (1,—-2,1) € ker(f — 3Idgs), on a (f — 3Idgs)(1,—2,1) = (0,0,0) donc
F(1,-2,1) = 3(1, -2, 1).
De méme puisque (1,0,—1) € ker(f + 3Idgs), on a (f + 3Idgs)(1,—2,1) = (0,0,0) donc
F(1,-2,1) = =3(1,2,1), et enfin £(1,1,1) = —3(1,1,1).
3 0 0
On en déduit que la matrice de f dans la base Best D= |0 -3 0
0 0 -3
Exercice 9. Montrons que la matrice A est inversible et calculons son inverse.
—1 2 0|1 0 0\ LotLo—6I4 -1 2 0|1 0 0\ Li+50942o f =5 0 0 |-=7 2 0
6 7 0[0 10 |"&M 0 —50/-610]|"2ZE™ 0o -5 0/-6 1 0
6 5 2|0 0 1 0 -7 2|—-6 0 1 0 0 10|12 -7 5
L1<——lL1
7 2
00 g -z 0
1 0[¢2 — 0
6 _7 1
5 0 2

donc A est inversible et A™1 =

\]C!WI)-‘UTI[\D

()
0
0 01
0
0
l

gl oxt| ot~y

~10
Puisque A est la matrice de f dans la base canonique de R3, on en déduit que f est un automorphisme

de R? et que la matrice de f~! dans la base canonique de R3 est A~! donc pour tout (z,y,2) €
R3,f_1(:£,y, ) (7$—-y,5x——y,5——y+ Z)



Exercice 10.

1. Calculons le rang de la matrice A. On a

9 1 —9 29 1 -9 29 1 -9
A=(10 o |22t (g 1 o |2 (o -1 2
01 0 0 1 0 0 0 2

donc rg(A) = 3, ce qui prouve que la matrice A est inversible. Puisqu’elle est la matrice de f
dans la base canonique de R?, on en déduit que f est un automorphisme de R3.

2. Soit (a, 8,7) € R3 tel que

Oé+ﬁ+4’)/ = 0 §2<—£2—£1 Oé+ﬁ+4’7 = 0
oty + Bug +yus = (0,0,0) & a—B+2y = 0 T -28—-2y = 0
at+pB+y =0 —3y =0

donc o = 8 = v = 0, ce qui prouve que la famille est libre. Puisqu’elle est consituée de trois
vecteurs de R? et que dim(R?) = 3, on en déduit que c’est une base de R?.

3.(a) On a pour tout (z,y,2) € R3, f(x,y,2) = (2x +y — 22, z,y) donc
f(ul) = f(la 17 1) = (17 17 1) = Uz.

Ensuite, f(uz) = f(1,—1,1) = (=1,1,—1) = —uy et f(us) = f(4,2,1) = (8,4,2) = 2us

1 0 O
donc la matrice de f dans la base Best D=0 —1 0
0 0 2
(b) Calculons l'inverse de P. On a
]_ 1 4 1 0 0 LzHLQ—Ll 1 ]_ 4 1 0 0
1 -1 20 10 | &0 —2 —2/-1 10 | &t
1 1 1/0 0 1 0 0 —-3|—-1 01
Ll(—%Ll
2 0 6|1 10\ mezivars (2 0 0]=1 1 2\ gk
0 -2 —2|—-1 10 | ™22 0 6 0|-1 3 —2 | =2~
0 0 -3/—-1 01 0 0 —-3|—-1 0 1
1 00 —% % 1
0 10| F 1o
001 % 0 —%
1 -3 3 6
donc P est inversible et P~ = G 1 =3 2
2 0 =2
On a alors
1114100—33611—18—336
PDP‘1:61—12 0 -1 0 1_32:6114 1 -3 2
1 1 1 0O 0 2 2 0 2 1 -1 2 2 0 -2
2 1 =2
=110 0| =A.
01 0



(c) Pour tout n € N, la matrice de f™ dans la base canonique de R? est

(Y1 4\ /1 0 0\ /-3 3 6
A"=pPD"Pt=_11 -1 2| [0 (=) 0 1 -3 2
1 1 1/ \0o o 2¢ 2 0 -2

1 (=1 27t2\ /-3 3 6
1 (=mtt ont ) [ 1 =3 2
1 (=1 2n 2 0 -2
L BT 2 (L (1)) 64 2(—1)n 2
= [ =34 (=Dt gtz 3(14 (1)) 64 2(—1)"H — 2nt2
—34 (=) + 2 3(1 4 (=1)™Y) 64 2(—1)" — 2t

Exercice 11.

1. e Montrons que ¢ est linéaire.
Soient (P, Q) € (R,;1(X))?, soient (A, 1) € R% On a
p(AP +p@Q) = ((AP+pQ)(ao), ..., (AP + pQ)(an))
A(P(ag), ..., Plan)) + n(Q(ao), .. -, Qan))
= Ap(P) + pp(Q)

donc ¢ est linéaire.

e On a pour tout k € [0,n], o(X*) = (af, ..., aF) donc la matrice de ¢ dans les bases canoniques
1 a a2 ... a
a; a2 ... al
de R, [X] et R™ est .
1 a, a2 ... a”

2. e Montrons que ¢ est injective. Pour cela, montrons que ker(¢) = {0}. On a toujours 0 € ker(yp).
Soit P € ker(p). Alors pour tout k € [0,n], P(ax) = 0. Puisque les (ax)o<k<n sont deux a deux
distincts, on en déduit que P admet au moins n + 1 racines distinctes. Or, P € R,[X] donc
deg(P) < n. A fortiori, P admet plus de racines que son degré, ce qui implique que P = 0.
Ainsi, ker(yp) = {0} donc ¢ est injective.

e Puisque dim(R,[X]) = n + 1 = dim(R™"), I'injectivité de Papplication linéaire ¢ implique
sa bijectivité donc ¢ est un isomorphisme.

Exercice 12. La premiere implication est une conséquence directe du théoreme du rang.
Réciproquement, supposons que dim(F') + dim(G) = n.

Notons p = dim(F) et ¢ = dim(G).

Soit (€;)1<i<p une base de F, soit (u;)1<i<4 une base de G. On complete la famille (e;)1<;<, en une base
de E, qu’on note (€i)1§i§n.

On va construire une application linéaire f € L(E) telle que ker(f) = F et im(f) = G en définissant
les images des vecteurs (e;)1<;<n par f.

On pose
_ 0 si 1<:<p
fle) = { Ui—p st 1>p+1.
On a alors Im(f) = Vect(f(e1),..., f(en)) = Vect(uy,...,u,) = G.
De plus, puisque pour tout ¢ € [1,p],e; € ker(f), on en déduit que Vect(es,...,e,) C ker(f), i.e.
F C ker(f).
Enfin, d’apres le théoreme du rang,

dim(ker(f)) = dim(£) — dim(Im(f)) = dim(F) — dim(G) = dim(F),

ce qui permet de conclure que ker(f) = F.



Exercice 13.

1. (a) Soit k& € N. Soit x € ker(f*). Alors f*(z) = 0g donc par linéarité de f, on en déduit
que f**(z) = f(f¥(x)) = f(0g) = Og, ce qui prouve que x € ker(f*+1). On a donc bien
inclusion ker(f*) C ker(f**1).

(b) e Si pour tout k& € N, l'inclusion ker(f*) C ker(f**!) était stricte, on aurait pour tout
k € N, dim(ker(f*)) < dim(ker(f*1). Pour k assez grand, on aurait dim(ker(f*)) > dim(FE),
ce qui est absurde. Nécessairement, il doit exister un entier p € N tel que ker(f?) = ker(fP*).
e Montrons alors que pour tout k > p, ker(f*) = ker(f?). Montrons ce résultat par récurrence
sur k > p.

- Pour k = p, le résultat est trivial.

- Soit k > p fixé tel que ker(f*) = ker(fP). Montrons que ker(f*+1) = ker(f?).

Puisque k + 1 > p, on sait d’apres la premiere question que ker(f?) C ker(f*1).

Montrons que ker(f**1) C ker f?.

Soit x € ker(f**1), i.e. fAH(z) = 0 donc f*(f(z)) = 0.

Ainsi, f(x) € ker(f*) = ker(f?) par hypothese de récurrence, donc fP(f(x)) = fP*(z) = Og.
Ainsi, x € ker(fP™') = ker(f?), ce qui prouve bien linclusion ker(f**!) C ker(fP) puis
'égalité ker(fP™!) = ker(fP).

Par principe de récurrence, on a bien pour tout k > p, ker(f*) = ker(fP).

2. (a) Soit k € N. Soit z € Im(f**!). Il existe alors a € E tel que z = f*1(a) = f*(f(a)) € Im(f*)
donc on a bien l'inclusion Im(f*+1) C Im(f*).

(b) D’apres le théoreme du rang appliqué & fP et a fP™! on a
dim(E) = dim(ker(f*)) + dim(Im(f?)) = dim(ker(f**')) + dim(Im(f**1)).

Puisque ker(f?) = ker(fP*!), on en déduit dim(Im(f?)) = dim(Im(f?*')). Or, on a l'in-
clusion Im(fP*1) C Im(f?). On peut donc conclure que Im(f?) = Im(fP™!) par égalité des
dimensions.

De méme, pour tout k > p,ker(f*) = ker(f?) et Im(f*) C Im(f?) donc on conclut une
nouvelle fois que Im(f*) = Im(fP) grace au théoréme du rang.

Exercice 14. e Montrons I'implication ker(f) NIm(f) = {0g} = ker(f) = ker(f?).

Supposons que ker(f) N Im(f) = {0g}. L’inclusion ker(f) C ker(f?) est toujours vraie et évidente.
Montrons que ker(f?) C ker(f).

Soit = € ker(f?). Alors O = f%(z) = f(f(x)) donc f(z) € ker(f) NIm(f) = {0g}. On en déduit que
f(x) = 0g, donc = € ker(f), ce qui prouve I'inclusion ker(f) C ker(f?).

Finalement, on a bien ker(f) = ker(f?).

e Montrons I'implication ker(f) = ker(f?) = Im(f) = Im(f?).
Supposons que ker(f) = ker(f?).

L’inclusion Im(f?) C Im(f) est toujours vraie et évidente.
D’apres le théoreme du rang, on a

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(ker(f?)) + dim(Im(f?)).

Puisque ker(f) = ker(f?), on en déduit dim(Im(f)) = dim(Im(f?)). Ainsi, Im(f) et Im(f?) ont méme
dimension, donc I'inclusion Im(f?) C im(f) est en fait une égalité.

e Montrons l'implication Im(f) = Im(f?) = Vz € F,3(y, 2) € ker(f) x Im(f),z =y + 2.

Soit z € E. Alors f(z) € Im(f) = Im(f?) par hypothese donc il existe y € E tel que f(z) = f(y).
Ainsi, on a f(f(y) —x) = 0g d'ou z = f(y) —x € ker(f). On a donc bien x = f(y) + (—=z) avec
f(y) € Im(f) et (—=z) € ker(f).



e Enfin, montrons l'implication Yz € E, 3(y, z) € ker(f) NIm(f),z =y + 2z = ker(f) NIm(f) = {0x}.
L’hypothese implique que F = ker(f) + Im(f). D’apres la formule de Grassmann, on a donc

dim(B) = dim(ker(f)) + rg(f) — dim(ker(f) 0 Tm(f)).
Or, d’apres le théoreme du rang, on a également
dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f).
Nécessairement, il en découle que dim(ker(f) N Im(f)), i.e. ker(f) NIm(f) = {0g}.

Exercice 15. e Supposons que fo f =0et qu'il existeh € L(E), foh+ ho f =1dg.

Montrons tout d’abord que Im(f) C ker(f).

Soit x € Im(f). Il existe a € E tel que = f(a) donc f(x) = fo f(a) = 0 puisque fo f = 0 par
hypothese donc z € ker(f), ce qui prouve l'inclusion Im(f) C ker(f).

Soit x € ker(f). On a alors x = foh(x) + ho f(x) = f(h(z)) + h(0g) = f(h(z)) € Im(f) donc on a
bien l'inclusion ker(f) C Im(f).

Finalement, on a bien montré ’égalité ker(f) = Im(f).

e Supposons que ker(f) = Im(f).

- Montrons que f o f = 0. Pour tout z € E, on a f(z) € Im(f) = ker(f) donc f(f(x)) = O, ce qui
prouve que fo f =0.

- Montrons qu'il existe h € L(FE) tel que foh+ ho f =1dg.

Soit (eq,...,e,) une base de ker(f) = Im(f). On a alors dim(ker(f)) = dim(Im(f)) = n et d’apres le
théoréme du rang, dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 2n.

Soit 7 € [1,n]. Puisque e; € Im(f), il existe u; € E tel que f(u;) = e;.

Montrons que (uq, ..., Uy, €1,...,€,) est une base de E.

n n
Soit (/\17 ey )\n, A, ... ,Oén> c K2n tel que Z )\zuz + ZOZZBZ' = OE
i=1 i=1
En appliquant f a cette derniere égalité, on obtient

Puisque la famille (ey,...,e,) est une base de ker(f), c’est une famille libre donc pour tout i €
[[17 n]], )\1 =0.

Il reste donc Z a;e; = Op et pour la méme raison, on obtient que pour tout ¢ € [1,n],a; = 0 donc la
i=1

famille (uq,...,uy, e1,...,e,) est une famille libre a 2n éléments de E : c’est donc une base de E.

Construisons alors h en donnant les images des vecteurs de la base (u1, ..., Uy, €1,...,€,).

Posons pour tout i € [1,n]h(u;) = 0g et h(e;) = u;. Ceci définit une application h € L(E).

On a alors pour tout i € [1,n],

foh(u)+ho f(u;)) =h(e;) =u; et foh(e)+ho fle)= flu;) =e

donc foh+ ho f et Idg coincident sur la base (ug, ..., Uy, €1,...,€,).
Onadonc foh+ho f=I1d(F).

Exercice 16. o Si f =0, alors Im(f) = {0} et on a clairement Im(f) C F.

e On suppose dorénavant que f # 0. Puisque f? = 0, ceci implique que Im(f) C ker(f) donc
dim(Im(f)) < dim(ker(f)).

Or, d’apres le théoreme du rang, dim(Im(f)) 4+ dim(ker(f)) = 3 donc dim(ker(f)) = 3 — Im(f) d’on

dim(Im(f)) < 3 — dim(f), et il s’ensuit que dim(Im(f)) < g donc dim(Im(f)) € {0,1}.



Puisque f # 0, on a nécessairement dim(Im(f)) = 1.
* Si f est nulle sur F, alors F' C ker(f). Or, dim(ker(f)) = dim(F") = 2 donc ker(f) = F dans ce cas
et on a donc bien Im(f) C ker(f) = F.

* Si f n’est pas nulle sur F, alors il existe x € F tel que f(z) # 0. Puisque F est stable par f, alors
f(x) € F.
Par ailleurs, f(x) € Im(f) \ {0} et puisque dim(Im(f)) = 1, on en déduit que

Im(f) = Vect(f(z)) C F.
Dans tous les cas, on a bien montré que Im(f) C F.

Exercice 17.

1. Soient P,QQ e Eet A€ R. On a :
fP+HAQ)X) = (P+AQ)(X +1) = P(X +1) + AQ(X +1) = f(P)(X) + Af(Q)(X)

Donc f est linéaire.

f1)=1
f(X)=X+1
f(XH)=(X+1)=1+2X+ X?
fIXH =(X+1)P=1+3X+3X*+X°?
3. Dans la base (1, X, X2, X3) :
f(1)=(1,0,0,0)
f(X)=1(1,1,0,0)

f(X?) =(1,2,1,0)
f(X?) =(1,3,3,1)
La matrice de f est donc :
1 111
0123
A= 0013
0001

4. On considere 'application g : E — FE définie par :

Alors :
F(g(P)(X) = g(P)(X +1) = P((X +1) — 1) = P(X)

g(f(P)(X) = f(P)(X = 1) = P((X —1) +1) = P(X)
Donc g = f~! et f est bijective.

5. On calcule :

gX) =X -1
g(X?) = (X -1P2=1-2X + X?
g(X*) =(X-1P°=-1+3X -3X*+ X?



Donc :

g(1) = (1,0,0,0)
g(X) =(~1,1,0,0)
g(X?) = (1,-2,1,0)

g(X?) = (~1,3,-3,1)

La matrice de f~! est :

1 -1 1 -1
0o 1 -2 3
-1 _
A= 0 0 1 =3
0 O 1
6. On vérifie par produit matriciel que :
A-A =14

Donc les matrices sont bien inverses I'une de 'autre.

Exercice 18.

1. (a)
(b)

On remarque que la troisieme colonne de A vérifie C3 = 2C; + C5 donc les colonnes de A
sont liées et A n’est pas inversible.

On a
2 10 7 2 10 7 0 4 2
A2=A-A=|1 4 3 1 4 3]|1=10 2 1
-2 -8 -6/ \-2 -8 —6 0 —4 —2

Les colonnes de A? sont toutes proportionnelles : la premiere est nulle, et Cy = 2C5. Donc
rg(A?) = 1.

De plus A = 0 donc rg(43) = 0.

Soit = € ker f. Alors f(z) = 0, donc f?(x) = f(f(z)) = f(0) = 0. Ainsi = € ker f2, ce qui
prouve ker f C ker f2.

On cherche x = (11, 22, x3)" tel que Az =0 :

2.T1 + 10272 + 71’3 =0
{L‘1+4{L‘2+3$3 =0
—2x1 — 81y — 623 =0

La troisieme équation est —2 fois la deuxieme, donc redondante. De la deuxieme : x; =
—4x9 — 3x3. En substituant dans la premiere :

2(—4xy — 3x3) + 1029 + Twg = 209 + 23 = 0,

donc x3 = —2x4, puis r1 = —4xy + 619 = 225.
En posant o =t € R :
2
r=t| 1
-2
2
Donc ker f = Vect 1 , qui est de dimension 1.
-2

Par le théoreme du rang : rg(A) = 3 — dimker f = 2, cohérent avec la question 1.



(c) Par le théoreme du rang appliqué a f? :
dimker f> =3 —1g(A?) =3 -1 =2.

Puisque dimker f = 1 # 2 = dimker f?, on a ker f # ker f2.
2

3. On rappelle u = (=2, —1,2)T. On vérifie directement que u = — | 1 | € ker f, donc f(u) = 0.
—2

(a) On cherche v = (v1, 1,v3)7 tel que Av=u :

21}1 + 7U3 =—12
U1 + 3’03 = -5
—2U1 — 6U3 =10

(on a substitué vy, = 1 et la troisieme équation est —2 fois la deuxieme, donc redondante).
De la deuxieme : v1 = —5 — 3vs. En substituant dans la premiere :

2(—5 — 31)3) + 7U3 =—-10+ Vg = —12,

donc v3 = —2 et v; = 1. On pose v = (1,1, —2)T, qui satisfait f(v) = u.
(b) On cherche w = (wy, 1, ws)? tel que Aw =v = (1,1,-2)T :

2w1 + 7w3 =-9
wy + 3’(1)3 =-3

—2w1 - 621)3 =6
La troisieme est —2 fois la deuxieme. De la deuxiéme : w; = —3 — 3ws. En substituant :
2(—3 — 3w3) + 7tU3 =—06+ W3 = —97

donc w3 = —3 et w; = 6. On pose w = (6,1, —3)T, qui satisfait f(w) = v.
(c) On a:
—2 1 6
u=|—-1], v= 1], w=|1
2 —2 -3
Montrons que u, v, w sont linéairement indépendants.
Soit (a, 3,7) € R3 et supposons au + Bv + yw =0 :

—2a+p3+6y=0
—a+pB8+7=0
20—-26—-3y=0

Ly — Ly donne —av + 5y = 0, soit o = 5.

Ly donne = a — v = 47.

Ly :2(5y) —2(4y) —3y=—y=0,donc y=0, puisaa= 5 =0.
Ainsi B = (u,v,w) est une base de R?® et la matrice de passage est :

-2 1 6
P=Matg(B)=|-1 1 1
2 -2 -3



(d) P est inversible car ses colonnes forment une base de R*. On calcule P~ par pivot de Gauss

sur (P | I3) :
-2 1 6[1 00 1 1 -2 -3|—-32 00
-1 1 11010 )eshie—gh| -1 1 170 10
2 -2 -3/0 0 1 2 -2 =3/ 0 01
1 -4 =3|—-5 00 1 -4 =3|—-5 00
e ol g L 2|1 1 0 | = | 0 1 -4 -1 20
0 -1 3|1 01 0 -1 3|1 01
1 1 0 -5/-110 10 -5|-1 1 0
Li+Li+5L2
gm0l —4)-1 2 0 | <=Ll 01 —4/-1 2 0
00 —-1]0 21 00 1]0 -2 —1
100|-1 -9 -5
= peptksl o1 0]-1 -6 —4
0010 —2 -1
Donc :
-1 -9 -5
Pl=|-1 -6 —4
0 -2 -1

(e) Par construction, f(u) = 0, f(v) = u, f(w) = v. Les coordonnées de ces images dans B’
forment les colonnes de N :

N = MatB/(f) =

O O O
O O =
O = O

On vérifie que :

N =P AP (ou de facon équivalente A = PNP™').

4. (a) Soit B € M3(R).

— Non-vide : B-0=0=0-B, donc 0 € Cp.

— Stabilité par addition : Si M, M’ € Cg, alors B(M + M’) = BM + BM' = M B +
M'B=(M+ M')B, donc M + M’ € Cp.

— Stabilité par multiplication scalaire : Si M € Cp et A € R, alors B(AM) = ABM =
AMB = (AM)B, donc A\M € Cp.

Ainsi Cp est un sous-espace vectoriel de M3(R).

(b) Calculons N? :

2

010 00 1
N2=100 1| =(0 0 0], N3=N?.N=0.
000 000

Inclusion Vect(I3, N, N?*) C Cly.

I3 commute avec toute matrice. N commute avec lui-méme. Et N2N = N2 = 0 = NN?2.
Donc par linéarité, tout élément de Vect(I3, N, N?) commute avec N : Vect(I3, N, N*) C Cy.



Inclusion Cy C Vect(I3, N, N?).
Soit M € C'y. Posons

Il
Q Q.
> 0o o
T~ O

On calcule :
0 a b d e f
MN=10 d e], NM=1|g h k
0 g h 0 0 0

L’égalité M N = NM donne, en identifiant terme a terme :
d=0, ¢g=0, h=0, e=a, f=0b, k=a.

Donc :
a b
M=10 a
00

Ainsi M € Vect (I3, N, N?), ce qui prouve Cy C Vect(I3, N, N?).

C
b| =al; +bN + cN2.
a

I3, N, N? sont linéairement indépendants (leurs seules entrées non nulles sont en positions
(i,4), (1,i+1) et (1,3) respectivement, toutes distinctes), donc Cy = Vect(I3, N, N?) avec
Soit M € M3(R). Puisque P est inversible :

MeCy < MA=AM
< P Y(MAP =P (AM)P
<= (P"'MP)(P'AP) = (P'AP)(P"'MP)
< (P"'MP)N =N (P 'MP) (car N= P 'AP)
<= P 'MP e Cy.

Inclusion Ca C Vect(I3, A, A%). Soit M € C4. Par la question précédente, P~'MP €
Cn = Vect(I3, N,N?), donc il existe a, 3,7 € R tels que P"'MP = al3 + BN + yN2.
En multipliant & gauche par P et a droite par P!, et en utilisant PNP~! = A ainsi que
PN?P~1 = (PNP1)?2 = A% on obtient :

M = als + BA + vA* € Vect(I3, A, A?).

Inclusion Vect(I3, A, A%) C C'4. Tout polynome en A commute avec A : A-p(A) = p(A)- A
pour tout polynéme p. En particulier I5, A et A% sont tous dans Cy4, et donc par linéarité
Vect (I3, A, A?) C Cjy.

Ainsi Cy = Vect(I3, A, A?).

Indépendance de I3, A, A?. Supposons alsz + A + yA? = 0. En conjuguant par P! :
alz + BN +~yN? = 0. Comme I3, N, N? sont linéairement indépendants (question 4.b), on
aa=p0=v=0.

Donc {I3, A, A%} est une base de C4 et :

dimCA = 3.



