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Exercice 1

On considere I'espace vectoriel E = R* et les vecteurs a = (2,1,1,0), b = (1,2,2,1), ¢ =
(2,2,3,1),d=(1,4,2,2) et e = (1,3,0,1).

1. Rappeler la dimension de E. La famille (a, b, ¢, d, e) est-elle libre ou liée 7 Justifier.

E = R* est un espace vectoriel de dimension 4.

La famille (a, b, ¢, d, e) contient 5 vecteurs dans un espace de dimension 4. Or, toute
famille libre d’un espace de dimension n contient au plus n vecteurs, donc toute
famille de plus de 4 vecteurs de R* est nécessairement liée.

Donc (a, b, ¢, d, e) est liée.

2. Etudier si la famille (¢, d,e) est libre. Si ce n’est pas le cas, donner une combinaison
linéaire entre ses vecteurs.

Soit (ac+ Bd + ) € R3 tel que ac + Bd + ye = 0. On obtient le systeme :

2a+B8+v=0 =38 — 9 =10

20+48+3y=0 v=0
—

3a+28=0 %;:é;:gﬁi 3a+28=0

a+28+~v=0 a+28+v=0

On obtient un systeme triangulaire que 1’on résout par remontée :
— 2° ligne : v = 0.
— 1™ ligne : =38 — 0 =0 donc 8 = 0.
— 3% ligne : 3a+2 x 0 =0, donc a = 0.

La seule solution est (a, 8,7) = (0,0,0) : la famille (¢, d, e) est libre.

3. Montrer que la famille (a, b, ¢, d) est une base de E.

La famille (a,b,c,d) contient exactement 4 = dim E vecteurs. Il suffit donc de



montrer qu’elle est libre. On pose aa + b+ vyc+ dd = 0, ce qui donne le systeme :

204+ +2v+0=0 —-38—-2y—T0=0
a+28+4+2y+46=0 — a+28+2y+46=0
a+28+37v+20=0 %3tli13:214L22 vy—20=0
B+y+20=0 B+y+26=0
a+28+2v+40=0 a+28+2v+40=0
< <~
Li<L1+3L4 7—2520 Li<L1—Ls ")/—2(5:()
B+y+26=0 B+y+26=0
a+26+2y+46=0
B+~v+20=0
<~
y—20=0
0=20

On obtient un systeme triangulaire que 1’on résout par remontée :
— 4" ligne : 6 = 0.
— 3¢ ligne : v —2x 0 =0, donc vy = 0.
— 2¢ligne: 4+ 042 x0=0, donc B =0.
— 1™ ligne : a + 04+ 040 =0, donc a = 0.

La seule solution est («, 8,7,9) = (0,0,0,0) : la famille (a, b, ¢, d) est libre. Comme
elle contient 4 vecteurs dans R?, c’est une base de E.

. Déterminer les coordonnées des vecteurs ¢, d et e dans la base (a, b, ¢, d).

On note B = (a, b, ¢, d).
Coordonnées de c: c=0-a+0-b+1-c+0-d, donc

lcls = (0,0,1,0).
Coordonnées de d : d=0-a+0-b+0-c+1-d, donc
[d]s = (0,0,0,1).

Coordonnées de e : On cherche (o, 8,7,9) € R* tels que aa + b+ vyc + dd = e,
soit le systeme :

20+ 0+2v+d5=1 —38—2y—Td= -5
a+28+2v+46=3 — a+28+2v+46=3
a+28+3v+20=0 L]:13<<—_L]:13—_2LL22 vy—20 =-3
B+y+26=1 B+y+20=1
y—86=-2 0=1
a+28+2y+4=3 a+28+2y+4)=3
<~ <~
Li+L1+3Ly v —2) = —3 Li-Li-L3 vy—20 =-3
B+y+26=1 B+y+26=1

On obtient un systeme triangulaire que 1’on résout par remontée :




— 1% ligne : § = 1.
— 3¢ ligne: v —2x1= -3, donc vy = —1.
— 4°ligne : B+ (—1)+2x1=1, donc 8 = 0.
— 2°ligne: a+0+2x(—1)+4x1=3,donc a=1.
Vérification : 1-a+0-b—1-c+1-d=(2,1,1,0) — (2,2,3,1) + (1,4,2,2) = e.

lels = (1,0, -1, 1).

5. Démontrer que 'espace

G:{(zz:,y,z,t)€R4:x—z+t:0ety—2t20}

est un sous-espace vectoriel de E. En donner une base et sa dimension.

~

G est un sous-espace vectoriel de F :
G est I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene (& second membre
nul). Vérifions les trois axiomes :

— Vecteur nul : (0,0,0,0) vériie 0 —04+0=0et 0 —0 =0, donc O € G.

— Stabilité par addition : Si (x1,y1, z1,11), (T2, Y2, 20, t2) € G, alors (r1 + x9) —
(Zl +ZQ)+(t1 —l—tg) = (x1—21+t1)+(x2—z2+t2) =0et (y1 —|—y2)—2(t1 +t2) =0.
Donc la somme appartient a G.

— Stabilité par multiplication scalaire : Si (x,y,z,t) € G et A € R, alors Az —
Az+ A= ANx—z+1t)=0et Ay — 2\t = 0. Donc A(z,y, 2,t) € G.

Base et dimension :
Les équations x — z +t = 0 et y — 2t = 0 permettent d’exprimer x et y en fonction
des variables libres z et ¢ :

zT=z—1t, y = 2t.
Tout vecteur de G s’écrit donc :
(z,y,2,t) =2(1,0,1,0) + ¢t (—1,2,0,1).

Posons e; = (1,0,1,0) et e5 = (—1,2,0,1). Ces deux vecteurs sont non proportion-
nels (le premier a y = 0, le second a y = 2 # 0), donc (e;, e2) est libre. Comme
G = Vect(ey, e2), on conclut :

Bg = ((1,0, 1,0),(-1,2,0, 1)) est une base de G, dimG = 2.

Remarque : en montrant que G = Vect(ey, e3), on justifie au passage que G est un
sous-espace vectoriel de F.




6. Démontrer que ¢ € G. Justifier I'existence d'une base de G comportant ¢, puis en donner
une.

c=1(2,2,3,1) € G. On vérifie les deux équations définissant G :
r—z+t=2—-3+1=0 y—2t=2—-2x1=0.

Donc ¢ € G.

Existence d’une base de G comportant ¢ : Puisque ¢ € G et ¢ # O, la famille
(¢) est libre dans G. Or dim G = 2, donc d’apres le théoréme de la base incomplete,
on peut compléter (c¢) en une base de G.

On cherche un vecteur de G non colinéaire & c¢. Prenons e; = (1,0,1,0) € G (d’apres
Q5). Si e; = Ac pour un A € R, alors en particulier la deuxiéme coordonnée donne
0 =2\, donc A = 0, ce qui contredit e; # 0. Donc e; n’est pas colinéaire a c, et :

B = ((2,2,3,1),(1,0,1,0))

est une base de G comportant c.

7. Déterminer, suivant les valeurs du réel m, si les vecteurs u,, = (2m,2m,0,0) et v,, =
(m+ 6,4, m + 2,0) forment une famille libre ou liée.

Cas m =0 : up = (0,0,0,0) = 0g. Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
Donc (ug, vg) est liée.

Cas m # 0 : u,, # 0. La famille (u,,,v,,) est liée si et seulement si v,,, = Au,, pour
un certain A € R, soit :

(m+6,4,m+2,0) = A(2m,2m,0,0).

La troisieme composante donne m+2 = 0, donc m = —2. Vérifions : pour m = —2,
u_g = (—4,-4,0,0) et v_y = (4,4,0,0) = —u_o. La famille est bien liée.

Pour m # 0 et m # —2, la troisieme composante de v,, vaut m + 2 # 0 tandis que
celle de u,, est nulle : v,, n’est donc pas colinéaire a u,,. La famille est libre.
Conclusion :

(U, V) et liée <= m € {0,—2}; libre sinon.

8. Les vecteurs u,, et v,, forment-ils une base de G'?

Pour que (,, v,,) soit une base de G (qui est de dimension 2), il faut et il suffit
que (U, vpy,) soit libre et que uy,, v, € G.

Uy € G?7 On a u,, = (2m,2m,0,0). La premiere équation de G donne = — z +t =
2m — 0+ 0 = 2m, qui est nul seulement si m = 0. Or pour m = 0, ug = 0 et la
famille est liée. Donc pour aucune valeur de m on n’a simultanément u,, € G et
(U, Up) libre.

Conclusion : Pour aucune valeur de m, les vecteurs u,, et v,, ne forment une base

de G.




9. Donner les équations cartésiennes vérifiées par les vecteurs (x,y, z,t) qui sont dans F' =

10.

Vect(c, d).

Un vecteur (z,y, z,t) appartient a F' = Vect(c, d) si et seulement si il existe A, p € R
tels que (x,y, z,t) = Ac + pd, soit le systeme :

20+ p =
22+ 4p
3N+ 2u
A2n =

I
Rl BN,

C’est un systeme de 4 équations & 2 inconnues (\, p). On 1’étudie par élimination.
De la quatrieme équation : A =t — 2pu.
2t — x

On reporte dans la premiere : 2(t —2u) + p=o =2t —3u=x = u = 3

2t—x_3t—4t+2x_2x—t
5

Puis A=t -2
On reporte dans les équations 2 et 3 :
Equation 2 :

2—x dr—2t+8t—4x 6

20 —t
: 4 _ L
3 3 3 3 y

2

Cela donne la condition y — 2t = 0.
Equation 3 :

+ = =

3 3 3 3
Cela donne la condition 4x — 3z +1t = 0.

Les équations cartésiennes de F' sont donc :

2r —t 20—x 6z —3t+4t—2x dxr+t
3- 2. =g

|F: y—2t=0 et 4z—3z+¢t=0.

Déterminer une base de F N G.

F NG est I'ensemble des (x,v,2,t) € R* vérifiant simultanément les équations de
F et de G. On regroupe le systeme (I’équation y — 2t = 0 est commune aux deux) :

y—2t = 0
ey —3z+t = 0
r—z+t = 0

De la troisieme équation : x = z — t. On substitue dans la deuxieme :
4(z—t)—324+t=2-3t=0 = z=3t.

Puisz=2—-t=3t—t =2t et y = 2t.
Tout vecteur de F' N G s’écrit done :

(x,y,2,t) =1(2,2,3,1).

On reconnait le vecteur ¢ = (2,2,3,1). Comme ¢ # 0, la famille est libre et :

Brac = ((2,2,3,1)), dim(FNG)=1.




Remarque : Ce résultat est cohérent avec le fait que ¢ € G (d’apres Q6) et c € F =
Vect(c, d) par définition.

Exercice 2

On note M3(R) I'espace vectoriel des matrices carrées 3 x 3 a coefficients réels. Pour tous réels
a et b, on définit

P(a,b) = F={P(a,b): (a,b) € R?},  I[;=

b

> o Q
S Qo
Q@ >
S O =
O = O
—_ O

Partie A — Etude de ’ensemble F et de la matrice N

1. Démontrer que les matrices I3 et N appartiennent a I’ensemble F'.

On a P(a,b) = al3 + bN. Donc :
— I3 = P(1,0), obtenu en prenant a = 1 et b = 0. Donc I3 € F.
— N = P(0,1), obtenu en prenant a =0 et b= 1. Donc N € F.

2. Montrer que '’ensemble F' forme un sous-espace vectoriel de M3(R) et que (I3, N) est une
base de F'. En déduire la dimension de F'.

F est un sous-espace vectoriel de M;3(R) :
— P(0,0) = OMg(R) e L.
— Si P(al,bl),P(ag,bg) € F et ()\1,)\2) € R2, alors )\1p<a1,b1> I )\2P<a2,b2) =
P(Aag 4+ Aag, \by + A2by) € F donc F est stable par combinaison linéaire.
(I3, N) est une base de F :
Tout élément de F' s’écrit P(a,b) = al3 + bN, donc Vect(I3, N) = F. Donc (I3, N)

est génératrice.
Si als + bN = 0, alors en lisant les coefficients diagonaux on obtient a = 0, et en

lisant les coefficients hors-diagonaux on obtient b = 0. Donc (I3, N) est libre.

Ainsi (I5, N) est une base de F et |dim F = 2],

3. Donner deux réels a et b tels que N? = als + bN. Quelles sont les coordonnées de N2
dans la base (I3, N)?

Calculons N? directement :

2 0+14+1 04041 04140

N? =

I
— = DO
. oy
DO =

O = =

11
01] =10+0+1 14+0+4+1 14040
10 0+14+0 14+0+0 1+1+0

— = O




Or 2Is+ N = . Donc :

— = N
— N
[N

N? =2I;+ N, c¢’est-a~dire .

Les coordonnées de N? dans la base (I3, N) sont (2,1).

J

4. Montrer que N est inversible, que son inverse N~! appartient & I et donner les coor-
données de N~! dans la base (I3, N) de F.

D’apres la question précédente, N2 = 2[5 + N, soit N> — N — 213 = 0, que 1'on
réécrit : .
N( ; 3) = I.

N —1I. 1 1 11
Cela montre que N est inversible et que N=! = 3 = —N—=I3 = P(—— —) €

2 2 2 22
F. -
Les coordonnées de N—! dans la base (I3, N) sont (—5, 5)
1 -1 -1
5. 0Onpose P=[1 1 O
1 0 1
(a) Justifier que P est inversible et déterminer P!,
La matrice P est inversible si et seulement si le systeme PX =Y admet une
a
unique solution pour tout second membre Y = | b |, c’est-a-dire si le systeme
c
rT—y—z=a
r+y =
x +z=c
x
admet une unique solution X = | y
z
T—y—z=a r—y—z=a
T+y =b = 2y+z=b—a
L2(7L27L1
x 4+ 2z =c LscLs—IL1 y+2z=c—a
T—y—z=a
T—y—z=a
0 —a—b+2c
<~ —3z=b—2c+a <+ =
Lo<+L2—2L3 L2<——%L2 3
y+2z=c—a
y+2z=c—a
On obtient un systeme triangulaire que 1’on résout par remontée :




—a—b+ 2c

— 2¢ligne : z = 5
2(—a—b+2 — 2% —
— 3ligne:y=c—a—22=c—a— (—a 3+ C): a—|—3 C.
i —a+2b—c —a—-b+2c a+tb+tc
— 1®ligne:z=a+ty+z=a+ 3 + 3 = I

Pour tout second membre (a, b, ¢), le systétme admet une unique solution : P
est donc inversible. De plus,

donc

=1 =1 2

(b) Montrer que P! N P est une matrice diagonale.

~

Calcul de P"INP :
On calcule d’abord NP :

011 =1 =l 2 1 1
NP=1[1 01 11 0]=(2 -1 O
1 10 1 0 1 2 0 -1

Puis P INP :

1
P—lj\fP:g -1 2 -1 2 -1 0
-1 -1 2 2 0 -1

On calcule le produit :

1 1 1 2 1 1 6 0 0
-1 2 =12 -1 o|=(0 =3 0
-1 -1 2 2 0 -1 0 0 -3
Donc :
L (6 0 0 2 0 0
PINP=-[0 -3 0 |=]|0 -1 0
3\o 0 -3 0 0 -1

P~INP est bien une matrice diagonale.

(c) En déduire que pour tout entier naturel n, il existe deux réels a, et b, tels que
N" = P(ay,, b,) et que ces réels vérifient la relation de récurrence :

ns1) (0 2 an,
ren (2)-( )



Expression de N" :

2 0 0
Posons D = P'NP= [0 —1 0 |, desorte que N = PDP~.
0 0 -1

Par récurrence immédiate, N = PD"P~! pour tout n € N, avec

On calcule PD" :

1 -1 =1\ /2 0 0 o —(=1)" —(=1)"
pp =11 1 0 0 (-0 o0 |=[20 (1) 0
1 0 1 0 0 (=1 om0 (=1)"

Puis N* = PD"P~1 .

N A CN AN A B B
Nt=2 |2 (-)r 0 -1 2 -1
om0 (1) ) \=1 -1 2

On effectue le produit ligne par ligne :
— Ligne1: (2"+(—1)"+(=1)", 2"=2(=1)"+(=1)", 2"+ (-1)"—2(-1)")
= (2" +2(-1), 2" — (=1)", 2" — (=1)").
— Ligne 2: (2" — (=1)", 2" +2(-1)", 2" — (—=1)").
— Ligne 3 : (2" — (=1)", 2" — (=1)", 2"+ 2(-1)").
On reconnait la structure de P(a,b) avec :
(=1
3 ’ 3

Qn

Ainsi N" = P(ay,b,) pour tout n € N.

Relation de récurrence :
Puisque Nt = N - N" on a P(ap41,bps1) = N - P(ay,by), soit :

pt1 bpni1 bpaa 011 a, b, b, 2b,, an + b, a,+1
bpy1 Gne1 bpa | =1 0 1 b, a, b,| =1a,+0b, 2b, a, + 1
bni1 bpi1 Gpaa 110 b, b, an, a, +b, a,+b, 2b,,

En identifiant les coefficients diagonaux et extra-diagonaux :
Ap4+1 = 2bn> bn+1 = ap + bn;

ce qui s’écrit bien sous forme matricielle :

()= ) ()




. . -1 0 -2 1
6. Soient les matrices B = ( 0 2) et Q) = < 1 1).

Montrer que A = QBQ~*.

~

donc : . .
a1 -1y 1 11
=50 )= ()
On calcule ensuite QB :
OB - -2 1\ (-1 0\ _ ((-2)x(=1)+1x0 (-2)x0+1x2
S \1 1 0 2) \ 1Ix(=1)4+1x0 Ix0+1x2

Puis QBQ™! :

Donc [0 0 9
QBQ_1:§<3 3):(1 1>:A'

On a bien A = QBQ .

\.

On calcule d’abord Q~'. Le déterminant de @ vaut det(Q) = (—2)x1—1x1 = —3,

:<_21 g)

1 (2 2\ 1(=1 1\ 1[( 2x(-1)+2x1 2x1+2x2
QBQI_(—1 2)'5(1 2>_§<(—1)><(—1)+2><1 (—1)><1+2><2>

7. En déduire, pour tout entier naturel n € N, une expression de A".

A=QBQ ! donc A" = QB"Q! (récurrence immédiate) :

ro (2 L) (D7 0N L1 1) 1= 1o
11 0 20) 3\-1 -2/ "3\ (=1 2n
En calculant le produit ligne par ligne :

- 3 (_1)n+1 + on (_1)n +2n+1 :

_11 :;)-(—] .

8. En déduire, pour tout entier naturel n € N, une expression de N".

D’apres la question 5¢, N* = P(ay,b,) ou (Z ) A" (b )
n 0
Pour n =0 : N = I3 = P(1,0), donc (ag,by) = (1,0).

~—

On calcule :
an) _ g (1) _ L (2= +2"
bn - 0 3 ( )n+1 _|_2n )
L ongg(—1)n Lo (-1
soit a,, = N et b, = —
Donc :
2 2(—1 2" —(—1 1
( )" 2" = (=1)" 2”+2( 1)

10




Partie B — Inversibilité des matrices de F

On dit qu'une matrice M € M3(R) admet un inverse dans F si M est inversible et M~ € F.

9. Soient b un réel et (x,y) un couple de réels. Montrer que

P(1,b) P(z,y) = P(xz + 2by, bx +y + by) = P(x,y) P(1,b).

Calculons P(1,b) P(z,y) = (I3 + bN)(xI3 + yN) = xl3 + yN + bxN + byN>.
Or N? = 2I3 + N (question Q3), donc byN? = 2byl3 + byN. Ainsi :

P(1,b) P(z,y) = (x + 2by) I3 + (y + bx + by)N = P(x + 2by, bx +y + by).
De méme, P(z,y) P(1,b) = (zl3 + yN)(I3 + bN) = xl3 + bxN + yN + byN? =

(x 4+ 2by)I3 + (bx + y + by)N = P(x + 2by, bz + y + by).
Les deux produits sont égaux. Les matrices de F' commutent entre elles.

J

.

10. Déduire de la question précédente que pour tout réel b, la matrice P(1,b) admet un inverse
dans F’ si et seulement si le systeme

r=1-—2by
(14+b—20*)y = —b

admet une solution (z,y).

P(1,b) admet un inverse dans F s’il existe P(z,y) € F tel que P(1,b) P(z,y) =
[3 = P(l, 0)
D’apres la question précédente, cette condition s’écrit :
P(x + 2by, bx +y + by) = P(1,0),
soit le systeme :
rx+2y = 1

br+ (1+b)y = 0.

De la premiere équation : z = 1 — 2by. En substituant dans la seconde :

b(1—2by)+ (1+by=0 = b—20"y+ (1 +by=0 = (1+b—2b")y = —b.

On retrouve bien le systeme indiqué :

x=1-—2by
(1+b—2b")y=—b

11. Montrer que la matrice P(1,b) admet un inverse dans F si et seulement si b € R\ {1, —1}.

Le systéeme admet une solution (z,y) si et seulement si :
—b

— 801t1+b—2b27é0alorsy:m

facon unique.

et x = 1 — 2by sont déterminés de

— Soit 1 +b—2b> =0et b =0 : la deuxieme équation devient 0 -y = 0, soit une

11



infinité de solutions. Mais b = 0 donne 1 +0 — 0 = 1 # 0, donc ce cas ne se
présente pas.

— Soit 1+b—20>=0et —b#0 (i.e. b # 0) : le systéme est incompatible.
Les racines de 1 4+ b — 2b? = 0, soit 26> — b — 1 = 0, sont :

1+ 1
A=14+8=09, b:Tg = bzloub:—§.

Pour ces deux valeurs, b # 0, donc le systeme est incompatible.

1
Conclusion : P(1,b) admet un inverse dans F' <= b ¢ {1, —5}

12. Quelles sont les valeurs de b pour lesquelles la matrice P(1,b) est inversible ?

1
— Sib¢ {1, —5} : d’apres la question précédente, P(1,b) est inversible (et son

inverse est dans F').

— Sib=1:
P(1,1) est inversible si et seulement si le systeme P(1,1) X = B admet une
a
unique solution pour tout second membre B = | b
c
T+yt+z=a rt+ytz=a
r+y+z=>b <<— 0=b—a
Lo+—Lo—1L4
rT+y+z=c LscLls—L1 O=c—a

Ainsi, le systeme P(1,1)X = B n’admet pas toujours de solution (pour a # b
par exemple) : P(1,1) n’est pas inversible.

fSib:—%:

P(1,—1) est inversible si et seulement si le systtme P(1,—1) X = B admet

a
une unique solution pour tout second membre B = | b
c
1 1, _ N D
T—3y—52=a T3y —532=a
—3z+y—32=0 - —sz+y—32=">
1 1 L3<L3+Lao+Ly
_§x_§y+zzc O=a+b+c

Ainsi, le systeme P(1,1)X = B n’admet pas toujours de solution (pour a =
b= c=1 par exemple) : P(1,—3) n’est pas inversible.

Conclusion :

1
P(1,b) est inversible dans M3(R) <= b ¢ {1, —5} :

C’est exactement la méme condition qu’en Q11 : pour les matrices de F', étre
inversible dans M3(R) équivaut a admettre un inverse dans F'.

13. Soit a un réel non nul. Justifier que pour tout réel b, on a P(a,b) = a P(1,b/a) et en
déduire les valeurs de b pour lesquelles la matrice P(a,b) est inversible.
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Pour a # 0 :
b b
aP(1l,-|=al|l3+-N) =al;+bN = P(a,b).
a a

P(a,b) est inversible <= a P(1,2) est inversible <= P(1,2) est inversible (car

a#0) < 2¢{1,—1}, soit b g{a,—g}. '

Conclusion : Pour a # 0, P(a,b) est inversible <= b ¢ {a, —g}.

14. Donner les valeurs de b pour lesquelles la matrice P(0,b) est inversible.

P(0,b) = bN.
— Sib=0:P(0,0) = Ors(r), qui n’est pas inversible.

— Si b #0: P(0,b) = bN est le produit d’un scalaire non nul par N, qui est
inversible (Q4). Donc bN est inversible.

P(0,b) est inversible <= b # 0.

15. Conclure en donnant I’ensemble des matrices de F' qui ne sont pas inversibles.

D’apres les questions précédentes, récapitulons selon la valeur de a :

— a =0 : P(0,b) = bN est non inversible si, et seulement si, b = 0. La seule
matrice non inversible est P(0,0) = 0.

— a # 0 : P(a,b) est non inversible si, et seulement si, b = a ou b = —g.
— b= a donne les matrices P(a,a) = a(l3 + N) =aP(1,1).

— b= —g donne les matrices P(a, —%) = a P(1,—3).

En résumé, les matrices de F' non inversibles sont exactement :

{P(a,b)eF ; b:aoub:—g},

c’est-a-dire les matrices de la forme P(a,a) (a € R) et P(a,—a/2) (a € R).

Exercice 3 : étude d’une suite de polynomes

On considere la suite (P, ),en+ définie par :

P=1
PQIX
\V/’TZZ?), Pn:XPn_l—Pn_Q.

1. Déterminer les polynomes P; et P;. On les écrira sous forme développée et factorisée.
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Po=XP,—P =X?>-1=(X-1)(X+1).
P,=XP;—P,=X(X2—-1)-X =X%-2X = X(X?2-2) = X(X —V2)(X +2).

2. Déterminer, en le justifiant, pour tout n € N*, le degré de P, ainsi que son coefficient
dominant.

Montrons par récurrence double que deg P, = n — 1 et que le coefficient dominant
de P, est 1.

Initialisation :

P =1adegré 0 =1—1 et coefficient dominant 1.

P, =X adegré 1 =2 — 1 et coefficient dominant 1.

Donc l'initialisation est vérifiée.

Hérédité : Soit n > 3. Supposons que pour tout k € {n—2,n—1}, deg P, = k—1
et le coefficient dominant de Pi est 1. Alors :

Pn:XPn—l_Pn—Q-

XP,_y est de degré (n —1—1) 4+ 1 =mn —1 et de coefficient dominant 1.

P, sestdedegré (n—2)—1=n—-3<n-—1.

Donc P, est de degré n — 1 (car deg(P + @) = max(deg(P), deg(Q)) si deg(P) #
deg(Q)) et de coefficient dominant 1 (car c’est celui de X P,_; qui est celui P, ).
Conclusion :

Par le principe de récurrence double, la propriété est établie pour tout n € N*.

. J

3. Soit (a,b) € R% Développer et simplifier sin(a + b) + sin(a — b).

On a:

sin(a+b) +sin(a —b) = sina cosb+sinbcos a+sinacosb—sinbcos a = 2sin a cos b.

4. Soit 6 € 0, 7[. Montrer que pour tout n € N* :

sir%(nQ)

sinf

P,(2cosf) =

Montrons par récurrence double la propriété H, :

in(nd
< pour tout 0 €]0,7[ P,(2cosf) = sm‘(ne) >.
sin
Initialisation : "
Hyi: Pi(2cos6) =1 et = (car sin@ > 0 sur |0, 7[).
sin
in(20) 2sinfcosd
Hy 2 Py(2cosf) =2cos et SH?( ) = ZPTORT 9 cos.
sin ¢ sin ¢

L’initialisation est vérifiée.
Hérédité (n > 3) : Supposons H,, vraie pour tout k € {n —2,n — 1}. Alors :

P,(2cosf) =2cosf - P, 1(2cosf) — P, _2(2cosb)
sin((n —1)0)  sin((n — 2)0)

= 2cosf - . ,

sin 0 sin ¢
_ 2cosfsin((n — 1)8) — sin((n — 2)0)
B sin 0 '

14



Or, d’apres la question précédente,
2cosfsin((n — 1)0) = sin(nd) + sin((n — 2)0).

Donc :

sin(nf) + sin((n — 2)6) — sin((n — 2)¢)  sin(nf)

Fa(2cos9) = sin @ ~ sinf

Conclusion : La propriété est établie pour tout n € N*.

5. Soit n > 2 et 6 € |0; 7[. Montrer que :

sin(nf) =0 <= 3k € [0,n — 1] tel que 0 = k—ﬁ
n

k
Onasin(nd) =0 <= nl € 1Z < 0 = il pour un certain k € Z.
n

k

Parmi ces valeurs, celles appartenant a |0, 7| vérifient 0 < T T, soit 0 < k < n,
n

i.e. k € [1,n — 1]. Donc, dans |0, 7| :

k
sin(nf) =0 <= Jkel,n—-1], 0 = ail
n

J

6. En déduire que pour tout entier n > 2, le polynome P, a exactement n — 1 racines deux

a deux distinctes dans U'intervalle | -2, 2[ et les calculer.

~

Pour 0 €]0, [, on a sinf > 0, donc la question 4 donne :
P,(2cosf) =0 <= sin(nf) = 0.

k
D’apres la question 5, cela se produit exactement pour 6, = —W, ke [1,n—1],
n

donnant les racines :
k
T = 2COS<—7T) , ke[l,n—1].
n

De plus xy, €] — 2,2[. En effet, pour k € [1,n — 1], 0 €]0, 7[, donc cos b €] — 1,1]
et xp 6] — 2,2[.

Les z; sont deux a deux distincts. En effet, la fonction k +— cos(km/n) est
strictement décroissante sur [1,n — 1] (cosinus strictement décroissant sur [0, 7]).
Donc les z;, sont tous distincts.

Conclusion : P, est de degré n — 1 et admet exactement n — 1 racines distinctes
dans | — 2, 2[. Ces racines sont nécessairement toutes les racines de P, (qui admet
au plus deg(FP,) = n — 1 racines).
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7. Factoriser P, dans R[X], pour tout entier n > 2.

P, est un polynome de degré n — 1, de coefficient dominant 1, ayant exactement les
racines simples x = 2 cos(km/n) pour k € [1,n — 1]. Donc :

n—1
km
P, = X =2 —1].
k=1
8. Etablir & partir de ce qui précede que pour tout entier n > 2 :

sin(nf) ., ot km
g =2 H cos b — cos - .

k=1

On évalue la factorisation de P, (question 7) en X = 2cos6 :

n—1 n—1
o~ (s 300(25)) 2 i o0 ().

k=1 k=1
. : sin(nd)
D’apres la question 4, P,(2cosf) = — 5 pour tout 6 €]0, w[. On conclut :
sin
n—1
sin(nf) ., km
ey 2 g <cos€ cos (7 .

Exercice 4

n—1
1 k
Pour toute fonction f : [0; 1] — R continue et tout n € N*, on note S, (f) = — g f<—>
n n
k=0

1. Quelle est la limite de la suite (S,(f)) ? (Aucune démonstration n’est attendue.)

La somme S,,(f) est une somme de Riemann de f sur [0, 1] associée a la subdivision
réguliere de pas % Puisque f est continue sur le segment [0, 1], on a :

lim Sn(f):/o F@t) dt|.

n—-+0o0o

1

— 1
2. Considérons la suite (u,) définie par u, = Z et la suite (v,) définie par v, =
— k+n
— 2k +1

(a) Démontrer que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.

16



On réécrit u,, :
n—1 n—1 n—1
1 1 1 1 k
P SN —2>#(2) =50
f~k+n <=n l1+k/n ni="\n
1 . .
avec f(x) = 175 est continue sur [0, 1].
T
D’apres la question 1 :
I _ [ = [In(1+¢)],=m2—1Inl=1In2
nirfooun—olet— n , = nl=In2.
La suite (u,) converge et | lim u, =In2|
n—-+00

1
(b) Démontrer que Vn € N* v, + §un = Usay,.

1
Soit n € N*. Calculons Eun :

n—1

i
L

1
2k+n Z k:—|—2n

N| —

T
2

ﬁ

0 k=0

En posant le changement d’'indice j = k+n (quand k: 0 > n—1,5:n —
2n —1) :
2n—1
3ln =

1
punl
Donc :

2n—1 2n—1

1 1 2n—1
””+§“"_Z2k;+1+k 2% kn(Qk 2k+1)

1
Or, — (pour k : n — 2n — 1) parcourt les entiers pairs de 2n a 4n — 2, et

2k
1

Sy parcourt les entiers impairs de 2n+1 a 4n—1. En réunissant, on obtient
tous les entiers de 2n a 4n — 1 :

2n—1 4n—1 2n—1

1 1 ) 1 1
> (5tam) = 5= O g e
— (Qk 2k +1 Sl = k+2n
1

Donc |v,, + éun = Uay, |-

17



1
(c) Démontrer alors que la suite (v,,) converge vers 5 In 2.

1
D’apres la question Q2.b, v,, = ug, — o Un-

La suite (u,) converge vers In2 (question Q2.a), donc la sous-suite (ug,)
converge également vers In2. On obtient :

1 1 In2
lim v, = lim (u2n—§un) :1n2—§1n2:n—.

n—-+oo n—-+oo 2

. In2
La suite (v,) converge vers —

2n 2n
3. Pour a > 1, déterminer nl_lgloo T et un équivalent de Z o en +o00.
k=n k=n
Limite :
2n
La somme Z o comporte exactement n + 1 termes (pour k =n,n+1,...,2n),

k=n

: . 1
tous inférieurs ou égaux a —. Donc :
n

Or, pour a > 1, onaa—1 > 0, donc :

n+1 n 1

— = — 0.
n n® n® 1l notoeo
2n 1
Donc d’apres le théoreme des gendarmes : | lim — =0
n——+o0 ne
=N

Equivalent :
On effectue le changement d’indice k = n + j, avec j allant de 0 a n :

n

1 1 1 1 1
i BE e it i) D e
=k =0 (n+7) n L (1+12)
L L — de Riemann de f(t) = —— sur [0, 1]
a somme — -+ ©SU une somme de niemann de = ——————_ Ssur |U, 1],
2 25 0+ D (T

donc :

1Z 1 /1 dt [+l 2te—1 1-2e
= (14—%)@ 400 o (T+t) -« 0_ l-a  a-1

i 1 1 -2l ]
k& 400 a—1 no-1
k=n

Remarque : on aurait aussi pu déduire la limite de I’équivalent.
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Exercice 5

Pour tout entier n € N*, on définit

I, = / (1 _ f)new dr.
0 n

Le but de cet exercice est de montrer que la suite (I,,),en- converge vers 2.

1. Calculer I;.

On a
Onposeu=1—2 = du=—dx,

dv=e*?dx = v=2e%2

1 1
L=|1-x) 2ex/2] - / 2¢%/% (—dx)
g 0

. 1
2(1—95)6”3/2} —i—2/ e®? dx
0

0

= (2(1 —1)e!? —2(1 - O)eo) + 2[261"/2} 1

=(0-2)+4(e?-1)
= 4¢/2 — 6.

0

I =4e}? — 6 =4,/e — 6.

2. Pour z € [0,n[ fix¢, donner un équivalent simple quand n tend vers linfini de In(1 — £).

Pour n — 400, on a £ — 0 (avec z fixé) et

In(l —u) ~—u (u—0).

ln(1—£> |
n n

Donc

3. Ecrire sous forme exponentielle (1 — %)n

Pour z € [0, n|,

(-2 =en(on(i-2)).

4. A T'aide d’une étude de fonction, montrer que pour tout ¢ € [0, 1], In(1 —¢) < —t.

En déduire que I,, < 2 pour tout n € N*.

Posons ¢(t) = In(1 —t) 4+ ¢ sur [0, 1. Alors ¢ est dérivable sur [0, 1] et pour ¢ > 0 :

1 ¢
M)=———+1=—"<0
Al =-g5+1=73=0
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donc ¢ est décroissante sur [0, 1] et ¢(0) = 0. Ainsi, pour tout t € [0, 1],

Inl—t)+t=pt) <0 = |In(l-1t)<-—t|

Avect = £ €0, 1],
nln(l — E) <-—-z = <1 — §>n <e "
n

Done, pour z € [0,n],

(1 - £>nez/2 < e %t = g%/2,
- <

Ainsi .
I, < / e 2 dx =2 (1 - 6_"/2) <2,
0

dott |1, < 2],

5. Montrer de méme que pour tout ¢t € [0,1], on a —t — * <In(1 —¢t).

Posons 1(t) = In(1 —t) + ¢ + ¢* sur [0, 3]. Alors ¢ est dérivable sur [0, 1] et pour
tout t € [0, %] :

1 t 1 12t
()= ——— 414 2%=——— +2=t(2— —t >0
i) =11+ =i ( 1—75) 1—¢ —

sur [0, %} Donc 1 est croissante sur [0, %} et ¥(0) =0, d’ou ¥(t) > 0. Ainsi, pour

tout t € [0, %],

—t—# <In(l — ).

.

6. En déduire que pour tout n € N* et tout a € [O, %],

n

/ (1 — f>ne"’6/2 dz > 9e0*/n (1 — e’“/Q) )
0

Soient n > 1 et a € [0,%]. Pour z € [0,a], on a t = £ € [0, 5]. D’apres la question

précédente,
2

(1-2) > -2 -2
n n n

En multipliant par n > 0,

donc

Ainsi
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_ 2 2 ,
Or, sur [0, al, on a 2% < a?, donc e~ /n > e=¢"/" Par conséquent

/ (1—z> e‘”/deZe_“Q/”/ e_’”/2dx:e_“2/”~2(1—e_“/z),
0 0

n

soit

/ (1 - E>neg”/2 dz > 9e4"/n (1 - e_“/Q) )
0

n

7. En déduire que
2
I, =2/ (1 — 6_“/2) ,
puis déterminer une expression de a en fonction de n vérifiant que
—a<?
— % tend vers 0 quand n tend vers I'infini,
— a tend vers I'infini quand n tend vers I'infini.

~

n T n
Comme [, = / (1 — —) ¢*/? dx et que la fonction que on integre est positive,
0

n
[nZ/ <1—§> 2 dz.
0 n

En appliquant la question 6), on obtient bien

n .
onapoura< 3:

I, > D= (1 — e’“/z) pour tout a € [0, E] :

2
a2
Un choix simple est a = n'/3 : alors a — 400, — = n~/3 — 0, et pour n assez
n
n
grand, a = n'/3 < = <= 8n < n? (vrai  partir de n > 1).

8. Montrer que la suite (I,,),en+ converge vers 2.

D’apres la question 4), pour tout n, I, < 2. D’apres la question 7), en prenant

a=n'% ona
I, > 2" (1 e 3/2> .

Ore ™ * 5 1ete ™2 0, donc le membre de droite tend vers 2. Ainsi,

2>1,>2 " " (1 _ e_”1/3/2) — 2

n—oo

Par encadrement (théoréeme des gendarmes),

lim I, = 2|

n—oo
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