LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2025-2026 A. WASSFI

Corrigé de la liste d’exercices n°25 Développements limités

Exercice 1.

1. e’”+cos(x):1+x+%2+x—;—l—l—§+0(x3):2+x+%
$2

2
3. cos(z)sin(z) = (1 - Z +o(z?)(x — L +o(z®)) =2 — & — 2 4 o(z%) = 2 — 2 4+ o(z?).
4 =1—12%+ o(2?).

. Le développement limité a 'ordre 2 en 0 de x — ﬁ est —
Par primitivation, on obtient le développement limité a ’ordre 3 en 0 de arctan :

1+z2

3 z3
arctan(z) = arctan(0) + z — ) +o(z?) =2 — 3 + o(z?).
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10.

11.

12.

sin(z)

In(1 + x)

CC3
r — %+ o(x")
x—%%—x—;—%—%o(:ﬁ)
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13.
exp(sin(z)) = exp (m - ‘% + o(x3)>

Exercice 2.
1. Puisque exp est de classe C? au voisinage de 5, on a d’apres la formule de Taylor-Young :

D) (35 -rof(a=57) = e o=+ (o= -rol(0=5)).

2. Posonsx =1+ h< h=x—1. Quand x tend vers 1, alors h tend vers 0 et on a

cos(In(z)) = cos(In(1 + h))

exp(x) = exp(5)+exp’(5)(x—5)+

=, Cos (h — %2 + %3 + 0(h3))

=, - % (h - %2 + %3 —|—0(h3))2 + o(h®)
= 1—%2+%3+o(h3)

= 1- G 3 DR 3 Ol +ol(x—1)%).

3. Puisque sin est de classe C? au voisinage de 7, on a d’apres la formule de Taylor-Young :

us
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Exercice 3.

e* +e”* s 11 et +e”*
—_— = exp|—-In|{———
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Exercice 4.

1. Puisque f et g sont de classe C* au voisinage de 0, on a d’apres la formule de Taylor-

Young :

1@) =, 10 + )+ L SO JEO 1 o)
et

o@) = g0+ g+ L2 4 Qs 80O 0y )

Par unicité du développement limité, on en déduit que ¢g”(0) = 4 et f®(0) = 120.
2.(a) On a

fo(z) (1 + 2z + 322 + 42 + 52 + o(z?)) (w + 22% + 32% + 42 + o(z?))

xiO
=, T+ 202 + 32% + 4a* 4 227 + 42° + 62" + 32° + 62" + 42 + o(2?)
z—

=, T 42 + 102 + 202" + o(z?).

T—

1 1
f(z) 2=0 1+ 2+ 322 + 423 + 5at + o)
1 — 27 — 32 — 42 — 52 + (22 + 327 + 42° + 52%)? — 82% — 362" + 162" + o(z?)

1 — 2z — 322 — 122° — 252" + 42® 4 92 + 122° + 162" + o(x?)
= 1-2z+2%+o(z).

(z + 227 + 32° + 42* + o(2*))(1 — 2z + 2* + o(a?))

r—22% + 23 + 207 — 42® 4 22* 4 32° — 62" + 42" + o(2?)
_ 4

o T o).

f(z 4222 + 32 + 42" + o(z?))
1+ 2(x + 22 + 32° + 42*) + 3(z + 22° + 32° + 42Y)? + 4(2® + 62*) + 52* + o(z?)

= 1422+ 42 +62° + 8% + 3(2? + 42* + 42® + 62*) + 42® 4 242" + 52* 4 o(z?)
= 1422+ 72* +222° + 672" + o(z).

In(1 + 2z + 32° + 42° + 52" + o(z"))
1 1
= 224327 +42° + 52" — 5(237 + 32? + 42° + 52%)* + §(8x3 + 362%) — 42 + o(2?)

20 1
= 2z+32°+ Ex?’ + 132" — 5(4352 + 92* + 122% + 162) + o(z*)
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2z x
_ 2 4
=, tuw t5ty +o(z%).



(f) Notons F' la primitive de f qui s’annule en 0. Par primitivation, on obtient un
développement limité d’ordre 5 en 0 de F':

F(z) = FO)+az+a®+a’+a' +a2°+o(@®) = a+a® +a° +a' +2° + o(a?).

x—0 Tr—

3. On a h_r)% f(z) = 1. Or, on ne connait pas le développement limité (s’il existe!) de g en
1. Onzne peut donc pas déterminer de développement limité de go f en 0.
4.
1 1
g(x) =—0 x4 2224 323 + 4a* + o(x?)
1 1
a=0 21+ 2x + 322 + 423 + 0(23)

1
= (1 —21—32* —42° + (22 + 32 + 42°)? — (2z + 32% + 42°)® + o(2?))
T

z—0
1
= (1 —2v— 32" — 42° + 4% + 122° — 82% + o(2?))
x—0 X
1
= — =24+ o(x?).
x—0 2
5. (a) S 1 —2x 4 2% + o(2?)
' g(x) z—0 '
(b) Pour pouvoir obtenir un développement limité & I'ordre 4 en 0 de = — i, il aurait

9(x)
fallu connaitre un développement limité a I'ordre 5 en 0 de g.
6. (a) Puisque f est de classe C* au voisinage de 0, f’ est de classe C* au voisinage de 0. La
formule de Taylor-Young nous permet donc de donner le développement limité de f’
en 0 a l'ordre 3, et non a 'ordre 4.
(b) D’apres la premiere question,
["©0) 5, SO) 5 fU0) 4 4
o /
f(x)xzof(O)—l—f(O):c—l— SRR sy z* + o(z%).
Par unicité du développement limité, on en déduit que f/(0) = 2, f”(0) = 6, f3(0) =
24 et fM(0) = 120.
D’apres la formule de Taylor-Young, le développement limité de f’ a 'ordre 3 en 0
est

’ ! " f(S)(O) 2 f(4)(0) 3 3 2 3 3
f'(z) iof(0)+f (0)z+ 5 LT T +o(z°) = 24 6x+ 122"+ 202" + o(x”).
7. Soit f~': R — R la bijection réciproque de f.
D’apres le développement limité de f, on sait que f(0) = 1, ou encore f~1(1) = 0. Il
s’agit donc de donner un développement de f~! en 1 & l'ordre 1.

Par ailleurs, on sait que f~! admet un développement limité d’ordre 1 en 1 si et seulement
si f~!y est dérivable.
Or, f~! est dérivable en 1 car f'(f~1(1)) = f'(0) = 2 # 0 et on a donc

1 1

(f)yQ) = ) 2

Ainsi, le développement limité de f~1 en f(0) & ordre 1 est

@) = O+ M@ - 1) +ole—1) = %(l’ -1 +o(z—1).

r—1



Exercice 5.

1.
1 1 1 1
In(l+z) =z =20 g — %2 +o(z?) @
1 1
= (1
20 1 \1— %+ o(x)
1 x
o <1+§+O(I)—1>
1
xiO 5 + 0(1)
1 1 1
donc lim — ==
z=0In(l4+z) =« 2
2.
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4. Tout d’abord, on a sin*(z) = zt + o(x?).
z—
Par ailleurs, on a
sin [ — = sin(z(l —z+2° — 2° + o(2%)))
1 +x z—0

= sin(z —2® +2° — 2" + o(2"))
1
= x—w2+x3—x4—é(x—a:2+x3—x4+0(x4))3+0(x4)
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5z®  at
_ 2, 0T T 4
=, v 5 2+0(a: ).



Enfin,

sin(x) B T — zg +o(a?)
1 +sin(z) 2-0 1+x——+ox4
3 3 3
s (- rolh) (1o T - P - = B - Dyt
23 x3 .2 o
=, (x—g%—o )( E -3 +x +0(a:))
B 23 N | _z4 5x? N 224 -
o (7% o(x T+ 7’ 5 5 tol@
2
=, v —i—:c—?—E%—E—i—o( 4
52 2 , A
= r—a? —I—?—gx + o(x*).
Ainsi,
1 _ T sin(z) L+ o(z") t+o(1)
sin®(7) i I R sin(z) | =—0 2% + o(z4) =0 1 o(1)
1 i 1
d’ou lim —; sin a — sm.(x) ==
20 sin”(x) 1+z 1+ sin(x) 6

Exercice 6.
— DL de sinxz a ’ordre 2 :
sinz = z + o(z?).

— Composition avec e“, u =sinzx :

. ) sin
eM? =14+sinx +

2

:1+x+%+0(af;2).

+ o(z?)

— Tangente en 0 :

f(0)=1, f'(0)=1 = équation de la tangente : y = 1 + z.

— Position : )

flo)—(1+a) = % +o(z?).

Ce terme est positif au voisinage de 0 (pour = # 0).
— Conclusion : La courbe est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.



Exercice 7. Posons t =1+ h << h =2 — 1. Quand z tend vers 1, h tend vers 0 et on a
In(1+ z) —In(2) In(2 + h) —In(2)
22 In(x) 2=1 (14 h)?In(1 + h)
In(25%)
=0 (14 2h 4+ h2)(h — 2 4+ & 4 o(h3))
In(1+12)
ho0 h— B B oh2 b3 4 b3 o(h3)
()
0 h4 32 I o(3)
Loby 12y o(h?)
0 1438 By o(h2)

1 h  h? ) 3h  h*  [3h K2\’ )
o (5‘5*%*“’”) (“7‘3*(7*3) o)

1 h h? 9 3h  h? 9h?
= —— =4+ — l— == —==4+— h?
h0 (2 8+24+0(h)> y g Tt ))
1 h h? 3h  23h?
= —— =4+ — h? 1—— h?
h0 <2 s Fag ol >>< > T e )>
1 3h n 23h%  h N 3h? . h? + o(h?)
oo 2 4 24 8 16 24 ¢
1 T7h 19h? 9
o 2 s g o)
1T 19 9 9
= 5ol D+ =D ol — 1))
La courbe admet donc en 1 une tangente d’équation y = —%at + 18—1 et est située au-dessus de

cette tangente au voisinage de 1.

Exercice 8.

1.
3 2 _\2
f@) = 5(1+x+%+1_x+( 5) +o(#?)) — (1 + 22 + o(a?))
— ar Do)
0 + 5 o(z?).

2. Au voisinage de 0, on a f(z) > 2 = f(0) donc f admet un minimum local en 0.

3. Ce n’est pas un minimum global puisque lirin f(z) = —o0.
T—r00

Exercice 9.

1. Soit n € N. Considérons la fonction f, définie sur [n7, nm + 7| par f,(v) = tan(z) — .
La fonction f, est dérivable sur [nm, nm + 5[ de dérivée pour tout x € [nm,nm + F,

fi(xr) =1+ tan®(z) — 1 = tan®(z).

n

Pour tout x €]nm,nm + %[, f,,(x) > 0 donc la fonction f,, est strictement croissante sur
[nm,nm + 7.



Par ailleurs, f,(n7) = tan(nm) —nr = —nr < 0et lim f,(z) = +o0.
T—NT+ G

Puisque f, est continue et strictement croissante sur [nm, nm+ Z[, on déduit du théoreme
des valeurs intermédiaires qu'il existe un unique réel z,, € [nm, nm 4 5[ tel que

fu(zy) = tan(x,) —x, =0

T
i.e.|il existe un unique réelx,, € [mr, nm + 3 [ tel que tan(x,) = x,.

s
. Pour tout n € N, onamrgzn<n7r+§<(n+1)7r<xn+1 donc

la suite (x,, ),en est strictement croissante.

T T 1
De plus, pourtoutnEN*,nW<In<mr+§donclg—n<1+—

nm 2n
1 Tn
Or, lim 1+ — =1 donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim — = 1.
n—+00 2n n——+oo NI
Ceci implique que [z, T

Puisque x,, ~ nmet lim nm = +o0, on en déduit que| lim =z, = +oo.
+oo n—-+00 n——+0o00

. Pour tout n € N, on a xn —nw € [0, [ et par m-périodicité de tan
tan(x,, — nm) = tan(z,) = x,

donc z,, — nm est 'unique réel de | — 7, 7[ dont la tangente est égale & x,,, autrement
dit :

pour toutn € N, z,, — nm = arctan(x,).

D’apres la question précédente, lim xz, = +o00. Or, on sait que lim arctan(z)
n——+o0o T—r+00

SE

Par composition de limites, on en déduit que lim x, —nm = lim arctan(z,) =
n—-+o0o n—-+o0o

e

.. 7T
A fortiori, |z, — nmw ~ —
+oo 2.

. Soit n € N*. On a alors z,, > nm > 0.

Par imparité de la fonction tan, on sait que pour tout x # 0[5],

s T 1
tan <x——> = —tan <——x> = —
2 2 tan(z)
donc
¢ < 7r> 1 1
anlz,—nr——)]=——— = ——,
2 tan(z, — nm) Zn,

Or, z, —nm — % €] — 7, 0] donc 2, —nm — § est I'unique réel de | — 7, 7[ dont la tangente

1
est égale a ——, d’ou, par imparité de arctan :
'rn

T 1 1
pour toutn € N, z,, — nm — 5 = arctan <——) = — arctan (—) .




1

5. On sait que lim x, = +oo0 donc lim — = 0.
n—-+oo n—-+oo 7
. . 1 1
Or, arctan(z) ~ x donc par composition de limites, arctan | — | ~ —.
0 Ty ) +00 Ty
. . 1 1
Or, d’apres la question 2,x, ~ nm donc — ~ —.
+00 Ty too NI
T 1
On déduit alors de la question précédente que | x,, — nm — 5 T d’ou le développement
o nm

limité voulu.



