LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2023-2024 A. PANETTA

Corrigé de la liste d’exercices n°1 Logique

Exercice 1.

1. 3M > 0,Vz € R, |f(2)] < M.
Négation : la fonction f n’est pas bornée ou VM > 0,3z € R, |f(z)| > M.

2. Jx € R, f(z) £0.
Négation : la fonction f est la fonction nulle ou Vz € R, f(z) = 0.

3. Vx € R, f(z) # 0.
Négation : la fonction f s’annule au moins une fois ou 3z € R, f(x) = 0.

4. ¥Y(z,y) eR* <y = f(2) = fy).
Négation : la fonction f n’est pas décroissante ou 3(z,y) € R% x <y, f(z) < f(y).

5. Vx € R, f(z) = f(2).
Négation : la fonction f n’admet pas de minimum global en 2 ou 3z € R, f(x) < f(2).

Exercice 2.
1. V(z,y) € R?,x < y,Ir € QNlz, y|.
2. Vx e R,dn € N,n > x.
3. Vo € R, 3(p)neny € QY, lim x, = z.
n——+oo

Exercice 3.
1. Vrai (il suffit de prendre = = —1).
2. Vrai (il suffit de prendre z = —1).
3. Vrai (il suffit de prendre y = x + 1).
4. Faux (il suffit de prendre y = 0 et z = 1).

Exercice 4.
1. Faux car la négation est vraie : Vo € R, 3y € R,z + y < 0 (prendre y < —x).

2. Faux pour z =0 car si y > 0, on a —y < 0. La négation est donc vraie, a savoir
JreR,Vye R,z +y <Ooux —y <0.
3. Faux si z < 0 et y < 0. La négation est donc vraie, a savoir

JreR,Jye R,z +y <Oetay > 0.

Exercice 5.
1. Jz e R, f(x) <0.
2. Vz € R, f(z) #0.
3. Ya e R, 3z € R,|f(z)| > a.
4. Je € RY,Vng € N,In € N,n > ng, |u, — L| > €.

Exercice 6. L’implication () = P est toujours vraie. En revanche, la réciproque est fausse.
Par exemple, si F' = {f; : z — z,fo : x — x + 1}, on a pour tout f € F,3z € R, f(x) =0
(donc P est vérifiée) mais () est fausse : en effet, fi et f; ne s’annulent jamais simultanément.



Exercice 7. Soit x un nombre irrationnel positif.

Supposons par I'absurde que /7 est rationnel i.e. I(p,q) € N x N* /z = b
p? '
Alors ¢ = —, donc x est rationnel, ce qui est absurde.

Nécessairement, /7 est irrationnel.

Exercice 8. e Si A= B, il est clairque A=AUB=ANB.

e Supposons que AUB = AN B.

Montrons que A C B.

Soit x € A. Puisque A C AUB,x € AUB. Or, par hypothese, AUB = ANB, donc x € AN B.
A fortiori x € B, ce qui prouve que A C B.

Par symétrie, on montre de méme que B C A, d’'ou A = B.

On a bien montré par double implication que A= B << AUB = ANB.

Exercice 9.
l.(a) (ANB)U (A F):AH(BUF):AOE:A.
N

N
B=ANB=DB\A.

(b) AUB=A
2.
Eu(ﬁmBmZ) — BU((@ANB)UA)
= BU((AUA)N(BUA))
= BU(EN(BUA)
= BUBUA
= F.

Exercice 10. e Si A= B, il est clair que ANC=BNCet AUC=BUC.

e Réciproquement, supposons que ANC =BNCet AUC=BUC.

Montrons que A C B.

Soit x € A. Puisque A C AUC, alors x € AU C. Or par hypothese, AU C = B U C donc
re BUC.

Supposons par I'absurde que = ¢ B. Nécessairement, € C, donc x € ANC. Or, par hypothese,
ANC=BnNC,doncx e BNC. A fortiori, x € B, ce qui est absurde.

On a donc forcément = € B, ce qui prouve que A C B.

Par symétrie des roles joués par A et B, on montre de méme que B C A, d'ou A = B.

On a donc bien montré par double implication que A = B si et seulement si ANC = BNC et
AuC=BUC.

Exercice 11. e Montrons que A C B.

Soit (z,y) € A, ie 4o —y=1.

Posonst =z —1.Onabienx =t+1lety=4r—1=4(t+1)—1=4t+3 donc il existe t € R
tel que x =t + 1 et y = 4t + 3, ce qui prouve que (z,y) € B d’ou I'inclusion A C B.

e Montrons que B C A.

Soit (z,y) € B. Par définition de B, il existe t € R tel que z =t + 1 et y = 4t + 3.

On a alors 4z —y = 4(t+ 1) — (4t +3) = 1, ce qui prouve que (z,y) € A d’ou l'inclusion B C A.
Finalement, on a bien 'égalité A = B.

Exercice 12. Nous allons raisonner par analyse-synthese.
1. e Analyse : Soit X une partie de E telle que AU X = F.



2.
3.

Pour tout 2 € E,z € Aoux € X doncsi z ¢ A, alors v € X. Ainsi, si 2 € A, alors
x € X, ce qui prouve que A C X.

e Synthése : Supposons que X est une partie de E telle que A € X. Montrons que
AUuX =F.

L’inclusion AU X C F est immédiate. Il suffit de montrer que £ C AU X.

Soit x € E. Il y a deux cas :

-Size A, alorsr € AU X.

-Siz ¢ A alorsz € A. Or, A C X donc x € X. A fortiori, z € AUX.

Dans les deux cas, z € AU X, ce qui prouve que £ C AU X.

Finalement, on a bien I'égalité AU X = E si et seulement si A C X.

Vu en cours.

Vu en cours.

Exercice 13.

1.

Ona BAA = (B\ A)U(A\ B) = (A\ B)U (B\ A) = AAB.

2. AAB = (ANB)U(BNA) = (AUB)N(AUA)N(BUB)N(BUA) = (AUB)N(ANB) =
(AUB)\ (ANB)=(AUB)N(AUB).
3. « AAD = (A\ND)U D\ A)=AUD = A
o AANA = (A\A)U(A\ A)=0Ud=0.
o ANE = (A\E)U(E\A)=0UA=A4.
e Supposons que A C B. Alors
AAB = (A\B)U(B\A)=0U(B\A)=B\A
4.
(AAB)U(AAB) = [(AUB)N(AUB)JU[(AUB)N (AU B)]
= ENENENE
= k.
5.(a) On a
AA(BAC) = (AU(BAC))N(AUBAC)
= [AUBNCO)U(BNON[AU(BUC)N(BUC)]
= [AUBNCOYUBNO)N[AU(BNC)U(BNC)
= (ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNC)U(ANBNCO).

De méme, (AAB)AC = CA(BAA) donc en échangeant A et C' par rapport au calcul
précédent, on obtient

(AAB)AC = (CNBNA)U(CNBNAUCNBNAU(CNBNA)=AA(BAO).

(ANB)A(ANC) = [(ANB)NANCIU[ANBN(ANC)]
= [(ANB)N(AUC)U[(AUuB)N(ANC)]

(ANBNCYU(ANBNO)

= An[(BNCYU(BNCO)

— AN (BAO).



Exercice 14. Supposons qu’il existe F et F' deux parties de R telles que D = F x F.

Le point (1,0) € D donc 1 € E. De méme, (0,1) € D donc 1 € F.

Ainsi, (1,1) € ExF = D. Or, 12+1% > 1 donc (1,1) ¢ D. On aboutit donc & une contradiction,
ce qui prouve que D ne peut pas s’écrire comme le produit cartésien de deux parties de R.

Exercice 15. Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,11 > Uy,.
Initialisation :
Onawuy = —1etu =e* = e ! donc on a bien u; > ug, ce qui prouve la propriété au rang
n = 0.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que la propriété est vraie au rang n, i.e. upi1 > Uy.
Montrons que la propriété est vraie au rang n + 1, i.e. Upio > Upiq.
Par hypothese de récurrnce, on a u, 1 > u,. Par stricte croissance de la fonction exponentielle
sur R, il vient

ettt > et & Upy2 > Upt1,
ce qui prouve la propriété au rang n + 1.
D’apres le principe de récurrence, on a bien pour tout n € N, u, 1 > u,, ce qui prouve que la
suite (u,)nen est strictement croissante.

Exercice 16.

1. Pour n =0, ug = ug +7 =8 = 23.
Pourn=1,uy =u; +3x4+7=27=33
Pour n = 2,u3 = uy +6 X 5+ 7 = 64 = 43,
On conjecture que pour tout n € N,u,, = (n + 1)3.

2. Montrons par récurrence que pour tout n € N, u, = (n + 1)3.
Initialisation : Pour n = 0, on a ug = 1 = (0 + 1)3, ce qui vérifie la propriété au rang
n = 0.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que u,, = (n + 1)3. Montrons que u, 1 = (n + 2)3.
Par définition de la suite (u,),en, on a

Upt1 = Uy +3n(n+3) + 7.
Or, par hypothese de récurrence, u, = (n + 1)* donc
U1 = (13430 (n43)+7 = (P*+3n*4+-3n+1)+3n*+9n+7 = n®+6n*+12n+8 = (n+2)?,

ce qui prouve la propriété au rang n + 1.
D’apres le principe de récurrence, on a bien pour tout n € N,u,, = (n + 1)3.

Exercice 17. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 17 divise u,, = 3 x 521 4
23n+1'

Initialisation : Pour n =0, on a ug = 3 x 54+ 2 = 17 donc 17 divise bien uy.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que 17 divise u,, = 3 x 521 4+ 237+ je il existe d € N
tel que 17d = 3 x 521 4 23n+1

Montrons que 17 divise u,; = 3 x 52D+ 4 930 D)+1 — 3 5 52043 4 93n+d

Par hypothese de récurrence, on a

3 x 57 =y, — 22" = 17d — 277!
donc
3 x 523 = 3 x 5¥H x 5% = 25(17d — 2°"1).

Ainsi, Uy, = 3 x 523 42304 = 95 % 17d — 25 x 230+ 4 230+ % 93 = 25 x 17d + 2371 (8 — 25)
d’otlt U,y = 17(25d — 23"1), ce qui prouve que 17 divise 1.
D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que pour tout n € N, 17 divise u,,.



Exercice 18. Par définition, on a uy = 2u? — uy = 2cos?(f) — 1 = cos(26).

On peut donc conjecturer que pour tout n € N, u,, = cos(nf).

Montrons cette propriété par récurrence de pas double.

Initialisation : On a ug = 1 = cos(0 x ) et u; = cos(1 x ) donc la propriété est vraie aux
rangs n =0et n = 1.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que u,, = cos(nb) et u, 1 = cos((n + 1)0).

Montrons que 4,42 = cos((n + 2)0).

Par définition, on a

Upto = 2UqUpr1 — Uy, = 2c08(0) cos((n + 1)0) — cos(nd).

Or, cos((n + 2)0) + cos(nf) = cos((n +1)0 + 0) + cos((n + 1)8 — §) = 2cos(f) cos((n + 1)8).
Ainsi, uy49 = 2cos(f) cos((n + 1)0) — cos(nf) = cos((n + 2)0), ce qui prouve la propriété au
rang n + 2.

D’apres le principe de récurrence de pas double, on a bien montré que

pour tout n € N, u,, = cos(nf).

Exercice 19. Raisonnons par analyse-synthese.

Analyse :

Soit f une fonction définie sur R telle que pour tout réel z, f(x) + xf(1 —z) =1+ x.
En appliquant cette égalité fonctionnelle a 1 — z, on a pour tout réel x,

fA—2)+(1-2)f1-(1-2)=1+1-ux,
B fd—z)=(z—-1)f(z)+2—=z.

En injectant cette valeur de f(1 — x) dans la premiere équation fonctionnelle, on trouve que
pour tout x € R,
f@)+a(z-1)flx)+22—2>=1+x

d’ou pour tout x € R,
fx)(2® =z +1)=2> -2 +1

ou encore pour tout x € R,
(a2 — 2+ 1)(f(z) = 1) = 0.

Or, pour tout x € R, 22—z+1 # 0 (c’est un trinome du second degré de discriminant strictement
négatif).

On en déduit que nécessairement pour tout = € R, f(z) = 1, i.e. f est nécessairement la fonction
constante égale a 1.

Synthese : Soit f la fonction constante égale a 1.

Pour tout € R, on a bien f(z) +zf(1 —z) =1+ z.

On en conclut que I'unique fonction définie sur R qui vérifie pour tout réel x, f(z)+xf(1—z) =
1+ 2 est la fonction constante égale a 1.



