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Exercice 1

1. ¢ Siz > —5, alors z + 5 > 0 donc
9
]x+5]:3x—4<:>x+5:3x—4<:>$:§.
.9 9 . . 'l )
On a bien 5 > —5 donc x = 5 est bien solution de I’équation.
e Six < —b, alors z+ 5 < 0 donc
1
]x+5]:330—4(:)—3:—5:33:—4(:)3::—1.

1 1
Or, 1 > —5 donc 1 n’est pas solution de 1’équation.

9
L’unique solution de I'équation est doncz = 3

2. L’inéquation est bien définie pour z > 1.
Soit > 1 tel que z — 2 < vz — 1.
e Siz > 22 —2> 0 donc par croissance de la fonction x +— 22 sur R,, I'inégalité
implique que

(z—-2P<2r-1ler’—dr+4<r—12°-52+5<0.

Le trinome du second degré a pour discriminant A = (—=5)> —4 x 1 x 5 =5 > 0 donc

5—5 5+5
9

les racines sont z; =

5—-5 5+5
2

< 2 et
4Ty

et 1y = 5

On a

> 2 donc si x > 2,

5+5

2,
2

2 —br+5<0&s €

eSize[l,2[onaxr—2<0<+x—1donc tout x € [1,2[ est solution de I’équation.

5 5
Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation est |1, +2\/_

3. Soit z € R tel que |z — 1] = |2z + 3.
Soit n € Z tel que n = |x].
eSin<z<n+ioman—1<z—1<n—3<ndonc|z—1]=n—1
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D’autrepart,n<x<n—|—%:an2m<2n+1:2n+3<2x+3<2n+4d0nc
|2¢ — 1] =2n+3 et [z — 1| = |22 + 3] implique n — 1 =2n + 3 d’ou n = —4.

Ainsi, dans ce cas, on a x € [—4, —1].
oSin—i—%<x<n+1,onan—1<n—%<I—1<ndonc lx—1] =n—1.
D’autrepart,n—l—%§x<n+1:>2n+1<2x<2n+2:>2n+4<2x+3<2n+5
donc [22+ 3| =2n+4 et |z — 1] = |22 + 3] implique n — 1 = 2n+ 4 d'ou n = —5.
Ainsi, dans ce cas, on a z € [—3, —4[.

9 7
Finalement, I'ensemble des réels x tels que |22 — 1| = [z — 4] est [—5, ) [

Exercice 2

n(n—i—l).

1. On a pourtoutnEN*,Zk‘: 5

k=1

n
2. Il s’agit de montrer que pour tout n € N*, on a Z k3 =
k=1

(e

2
5 )) . Montrons-le par

récurrence.
1x2
2

n 2
Initialisation : Pour n = 1, on a Z B=13=1= ( ) , donc la propriété est
k=1

vraie pour n = 1.

n 1 2
Hérédité : Soit n € N*. On suppose que Z k3 = <@> )
k=1

n—+1 2
1 2
Montrons que g k3 = ((n + )2(n + )) .
k=1

On a

n+1 n

Z k= Z k> + (n+1)* (Relation de Chasles)

— <@)2+(n+1)3

= —(n Z b’ (n2 +4n + 4)
_ _(”zl)g(mz)?

_ ((n+ D +2)\’
- ()

ce qui prouve la formule au rang n + 1.

D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que

- 0V (5,
. 5 (n(n B
pourtoutnGN,Zk _(T) = (Zk) )

k=1




3. Montrons par récurrence forte que pour tout n € N*, x,, = n.

1 1 2
elnitialisation : Pour n =1, on a Z = (Z a:k) donc

k=1 k=1
=1 =23(r; - 1)=0=2, =00uz; = 1.

Puisque la suite (2, ),en+ st & termes strictement positifs, on a z; = 1, ce qui prouve la
propriété au rang n = 1.

eHérédité : Soit n € N*. On suppose que pour tout k € [1,n], z; = k.

Montrons que x,+1 =n + 1.

Par hypothese sur la suite, on a

n+1 n+1 2 n n 2
Ty = (Z xk) & Z k4 ald, = (Z k + xn+1> (Hypothese de récurrence)
k=1 k=1

n(n—+1 2 n(n+1 2 n(n+1
<—( )) —I—l’iﬂ:( ( >> +2X—( )X$n+1+xi+1

< 2 2 2
& Tpr (20, — o —n(n+1)) =0
& 2l — o —nn+1)=0 (car(w,q1 #0)
& (pr—n—1)(xp1+n)=0
& Tppr=n+1 ou x,=-—n.
Or, pour tout n € N*, z,, > 0 donc x,, = —n est impossible. Ainsi, on a nécessairement

ZTni1 =n + 1, ce qui prouve la formule au rang n + 1.
D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que

pour toutn € N*, x,, = n.

Exercice 3
1. Soit z € R. D’apres 'inégalité triangulaire, on a
lz| =z —2+2| < |z —2|+|2| = |r — 2| + 2

donc |z| — 2 < |z — 2.
Par croissance de la partie entiere sur R, ceci implique que

f(x) = [z = 2] < [z = 2]] = g(2)

donc

pour toutz € R, f(z) < g(z).

2. Soit z € R. On a [|z|] < |z| < ||z|] +1 donc ||z]] —2 < |z] =2 < ||z]] — 1.
Puisque ||z|| — 2 € Z, par définition de la partie entiere, ceci implique que

pour toutx € R, f(z) = ||z| — 2] = ||z]] — 2.

3. (a) Soit z € R.
e Siz e Z, alors [z| =x.
D’autre part, si € Z, alors —x € Z donc |—z| = —x = —|z].
eSiz ¢Z, alors |z] <z < |z]+1
Ainsi, —|z] — 1 < —z < —|z] donc |—z| = —|z] — 1.
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(b) e Soit x > 2. Alors |z — 2| =z — 2.
De méme que dans la question 2, on montre que g(x) = |z — 2| = |z] — 2.
e Soit x < 2. Alors [x — 2| =2 —x.
De méme que dans la question 2, on montre que g(z) = [2 — x| =2+ |—x].

D’apres la question précédente, on a donc

2—|x| six€eZ
g(x):{ 1—M siz ¢ 7.

En conclusion, on a

lx] —2 siz € [2,+00]
g(x) = 2—[z] siz€Zn]—o0,2|
1 —|z] siz€Zn]— 0,2

Exercice 4

Raisonnons par analyse-synthese.
eAnalyse : Soit f: R+~ R une fonction telle que pour tout (z,y) € R?,

f@)fy) = flzy) =2 +y.

Pour z = y = 0, on obtient

F(0)* = £(0) = 0« f(0)(f(0) = 1) = 0« f(0) = Oou f(0) = 1.

Supposons que f(0) = 0.
Pour tout = € R, on a alors en posant y =0 :

f@)f(0) = f(0) =z &z =0,

et ce pour tout réel x, ce qui est absurde.
Nécessairement, on a f(0) = 1.
Ainsi, pour tout x € R, on a en posant y =0 :

f@)f0) = f(0) =z & flz) =z +1.

eSyntheése : Soit f la fonction définie pour tout = € R par f(x) =z + 1.
On a alors pour tout (z,y) € R?

f@)fy)—flay) =@+ )y+1) —ay—l=sy+taz+y+l-ay—1l=v+y.

fR — R

Ainsi, 'unique fonction définie sur R a vérifier cette propriété est rt1

Probleme

1. (a) Soient (R,S) € P(E)% Posons X = AN(RUS)et Y = AN (RUS).
Alors, on a

XUY =[AN(RUS)|U[AN(RUS) ] =AN[(RUS)U(RNS]=ANE = A.
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(b) Soient X et Y des parties telles que X UY = A. Posons R =Y et S = X. On a bien
AN(RUS) = (XUuY)NYUX)=XU((YnY)=XUph=X

et
AN(RUS) = (XUY)N(YUX)=YUXNX)=YUD=Y

(¢) On a donc montré I'équivalence

X=An(RUS)

XUY—A<:>3(R,S)EP(E>2’{y:Am(Ru§)-

2. (a) D’apres les lois de De Morgan, on a les équivalences :
XNY=A&XNY =A< XUY =A
(b) En utilisant la question 1 et la question précédente, on a les équivalences :

XNY=4 &« XUY=A

, [X=4An(RUS)
< 3d(R,S) e P(E)?, YZZH(RUS)
R

X:AU(EUS>
& 3(R,5) e P(E)?, v = AU (RUS)

, [X=AU(RNS)

& 3(R,5) e P(E), Y =AU (RNS)



