LyCcEE FENELON BCPST1
ANNEE 2023-2024 A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°2

Exercice 1.
Soit n € N*,

1. Soient (ag)o<k<on des entiers consécutifs rangés dans 'ordre croissant tels que

n 2n
E Qp = E Qg .
k=0

k=n+1

(a) On a pour tout k € [0,2n], ar = ap + k, donc

;ak:;(ao—'—k):ZGO'FZk:(n—Fl)aO—i—@

k=0 k=0
et
2n 2n 2n 2n
1+2
Z ap = Z (ao+k) = Z ap+ Z k= (2n—(n+1)+1)a0+(2n—(n+1)+1)H%
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
n 2n
1 3 1
doi| 3 = (n+ Dag + " op 37 = a4 1D,
k=0 k=n+1
(b) On a alors les équivalences suivantes :
n 2n
n(n+1 n(3n +1
Zak: Z ap & (n+1)ao+¥:nag+¥
k=0 k=n+1

2

1
& a0:§(3n2—|—n—n —n)

= a0:n2.

(c) e Pourn=1,onaay=1,a; =2,a0 =3 dou|l+2=3.
e Pour n = 2, 0naa0:4,a1:5,a2:6,a3:7,a4:8d’oi1‘4+5+6:7+8.\
e Pourn =3, onaa =9,a =10,a, = 11,a3 = 12,a4 = 13,a5 = 14,a¢ = 15 d’ou
9+10+114+12=13+14+15.]

2. Soient (by)o<k<2n des entiers consécutifs rangés dans l'ordre croissant tels que

n 2n
d b= > B
k=0

k=n+1




(a) On a pour tout k € [0,2n], by = by + k donc

n

ibz = Z(bo—f—k)Q
k=0

k=0

= ib§+i2kbo+ik2
k=0 k=0 k=0

nn+1)2n+1)
6

n(n+1)(2n+1)

= (n+1)b+2bp » k+
k=0

= (n+1)bg +n(n+ 1)by +

d’ou
" on3 +3n2+n
Zbi:(n—l—l)bg—l—n(n—i-l)bo—i-T
k=0
et
2n 2n
>0t = Y oy
k=n+1 k=n+1
2n 2n 2n
= e > k3 #
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1
n+1+2n 2n -
_ 2 2 2
— nb0+2bOanT+Zk DL
k=1 k=1
2n(2 1)(4 1 1)(2 1
bR+ (302 4 n)ho + 2 ”+6)< ntl) nint )6( ntl
16n3 4+ 12n% + 2n — 2n% — 3n? —
znbg—l—(3n2—l—n)b0+ n° + n—irré n n®—n
d’ou

14n% +9n2 +n

2n
D b =nbf+ (30" + n)bo +

k=n+1 6
b) On a alors les équivalences suivantes :
( q
n 2n
SH- Y i
k=0 k=n+1
o2n3 + 3n? 14n3 + 9n?
P (n+1)b%+n(n+1)b0+w:nb(2)+<3n2—{—n)bo+ n +6n +n

& by —2n*by —2n° —n® = 0.

On obtient un trinome du second degré en by de discriminant

A =dn* +4(20° +n®) = 4n’(n* 4+ 2n + 1) = (2n(n + 1))* > 0.



2n% — 2n(n + 1)

Or, by = 5 = —n < 0 est impossible car by € N donc
2n? 4+ 2 1
by = s Z<n+ ):2n2+n:n(2n—l—1).

(c) @ Pour n =1, 0ona by =3,b; =4,by =5 et |3> + 4% = 52|
e Pourn =2 onaby=10,by = 11,00 = 12,03 =13,by = 14 et

110> + 112+ 12° = 13° + 142, |

.POUI'TL:?), 0nab0:21,b1 :22,b2:23,[?3:24,b4:25,b5:26766:27 et

212 4 222 + 237 + 24% = 25% 4 26 + 27°. |

Exercice 2.

1. (a) Pour n = 0, le produit est vide donc
(b) Soit n € N.

n+1 n

Ona P, = H(l —a;) = H(l —a;) X (1 —ay41) donc

j=1 j=1

pour toutn € N, P11 = (1 — apq1) Py

n
(c) @ Pour n =0, on a E apP,_1 = 0 car la somme est vide donc
k=1

0
Po + ZakPk_l = Po = 1,
k=1

ce qui prouve la propriété au rang n = 0.

n
e Soit n € N. On suppose que la propriété est vraie au rang n, i.e. P,ﬁ—z arPr_1 = 1.

k=1
n+1
Montrons qu’elle reste vraie au rang n + 1, i.e. P11 + Z apPr_1 = 1.
k=1
On a
n+1 n
Poy1 + Z arPer = (1 —ang1)Po+ Z apPr—1 + ani1 Py
k=1 k=1
= Pn + Zakpkfl - anJran + anJran
k=1
= P+ Z ap P
k=1

= 1,

d’apres '’hypothese de récurrence. Ceci prouve la propriété au rang n + 1.
D’apres le principe de récurrence, on en conclut que

pour toutn € N, P, + Z arPy_1 = 1.
k=1




2. (a)

n
e On a1l — — =0 donc un des termes du produit qui définit P, (celui pour j = n)

est nul, done

e Soit k € [1,n—1]. On a
B i n—j\ H?:l(n_j) . H?:l(n_j)
Pk:_H( n >_ H?:ln - nk .

Posons le changement d’indice ¢ = n — j dans le produit du numérateur. On obtient
alors

j=1

::]»

n—1 nl-
[y (n—1)! (n—1)! n—1
(n—37) ” ' (h—k—1) Kl(n—1—k)! k

j=1 i=n— z 1

k! -1
Finalement, on obtient bien que |pour tout k € [1,n — 1], P, = — (n i )
n

Pour £k =0, on a vu que F, = 1.

—1 0! -1
Par ailleurs, on a 0! = n® = (n 0 ) =1 donc —; (n 0 ) = 1= Fp, ce qui montre
n

que la formule est encore valable pour k£ = 0.

D’apres la question 1.(c), on a Pn+z apPy_1 = 1. Puisque P, = 0 d’apres la question
k=1

n n kj
2.(a), on en déduit que E apPp_1 = g —Py_1 =1 car pour tout k € [1,n],a, = —
“n

i+ 1
En posant le changement d’indice ¢ = k — 1, on obtient Z LP = 1.

Or, d’apres les deux questions précédentes, on a pour tout i€ [0,n—1],

BzﬁCfﬁ.
nt )

n—1 n—1 ,.
i+ 1z' n—1 (i+1)!/n—-1
=1 . =1

=0

Il en découle

et en effectuant de nouveau le changement d’indice k =i + 1, on trouve

i n—1 k_!_l
k—1)nk

k=1




