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Inversibilité à gauche et à droite

Dans tout le problème, on considère E,F et G trois ensembles non vides.
Un résultat du cours affirme que si u : E −→ F est une application bijective, il existe une
bijection réciproque u−1 : F −→ E telle que u−1 ◦ u = IdE et u ◦ u−1 = IdF .
Le but de ce problème est d’établir des résultats analogues dans le cas où l’application u est
seulement injective ou surjective.

1. Dans cette question, on considère u : E −→ F et v : E −→ G deux applications.

(a) Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i. il existe une application α : F −→ G telle que v = α ◦ u.
ii. pour tout (x, y) ∈ E2, u(x) = u(y) ⇒ v(x) = v(y).

Dans le cas où α existe, montrer de plus que si v est surjective, alors α est
surjective et si u est surjective, alors α est unique.
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(b) En déduire qu’il existe une application α : F −→ E telle que α ◦ u = IdE si et
seulement si u est injective.

2. Dans cette question, on considère u : E −→ F et v : G −→ F.

(a) Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i. il existe une application β : G −→ E, v = u ◦ β.
ii. v(G) ⊂ u(E).

Dans le cas où β existe, montrer de plus que si v est injective, alors β est injective
et si u est injective, alors β est unique.
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(b) En déduire qu’il existe une application β : F −→ E telle que u ◦ β = IdF si et
seulement si u est surjective.


