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Probleme

1. (a)

e Supposons qu’il existe une application « : F' — G telle que v = a o u.
Soient (z,y) € E? tels que u(z) = u(y). En appliquant « & cette égalité, on obtient
aou(r) =aou(y),ie v(xr) =v(y).
Ainsi, on a bien pour tout (z,y) € E* u(z) = u(y) = v(x) = v(y), ce qui montre
que i)=ii).
e Réciproquement, supposons que pour tout (z,y) € E% u(z) = u(y) = v(z) = v(y).
Construisons alors une application « : FF — G telle que v = a o u.
Soit y € F.
- Siy € u(F), alors il existe un élément = € E tel que u(z) = y. S’il existe un autre
élément =’ € F tel que u(z') = y, alors par hypothese, puisque u(x) = u(z’), on a
v(x) = v(z’).
On peut donc poser sans ambiguité a(y) = v(x) (on vient de voir que v(z) ne dépend
pas de antécédent de y choisi) et on a alors a o u(z) = a(y) = v(x).
- Siy ¢ u(E), on a le choix : on peut choisir n’importe quel élément z € G et poser
aly) = z.
On peut donc par exemple poser 'application « suivante :
a:F' — G
v(r) siyeu(ll) et u(z) =y,xr ekl
v { <a> ! (szygézg(]?f) !

ol a est un élément quelconque de G fixé.
On a bien pour tout x € E,a o u(r) = a(u(x)) = v(zr) par définition de o donc
v = Qou.
On a donc bien montré que ii)=1), d’ou I’équivalence entre les deux assertions.
e Supposons qu’une telle application « existe.
- Si v est surjective, alors a o u est surjective, ce qui implique que « est surjective.
- Supposons que u est surjective. Montrons alors qu’il existe une unique application
a: F — G telle que v = a o .
Supposons qu’il existe une autre application o/ : ' — G telle que v = o/ o u et
montrons que o = o’
Soit y € F. Puisque u est surjective, il existe x € F tel que u(x) = y.
On a alors a(y) = a(u(z)) = aocu(z) =v(x) et /(y) = o/ (u(z)) = o/ o u(x) = v(x)
donc a(y) = &/(y) et ce pour tout y € F, ce qui implique que o = & et prouve
I'unicité de a.
Il suffit d’appliquer la question précédente pour G = E et v = Idg.
On a alors les équivalences suivantes :

Ja:F— Eldg=aou & (Y(z,y) € E* u(z) = u(y) = ldg(z) = Idg(y))
& (V(z,y) € B u(z) = uly) = v =y)

< wu est injective



De plus, dans le cas ou u est surjective, a est unique : en effet, on a dans ce cas que

u est bijective et alors a = u 1.

e Supposons qu’il existe une application 5 : G — E telle que v = u o . Montrons
que v(G) C u(E).

Soit y € v(G). 1l existe z € G tel que y = v(x) = wo f(x) = u(B(x)) € u(E) car
p(z) € E.

On a donc bien montré I'inclusion v(G) C u(E), ce qui prouve I'implication i)=ii).

e Réciproquement, supposons que v(G) C u(FE) et montrons qu’il existe une appli-
cation f: G — FE telle que v =uo f3.

Soit x € G. Alors v(x) € F et par hypothese v(G) C u(E) donc v(z) € u(E). On en
déduit qu’il existe 2’ € E tel que u(z’) = v(x).

Posons alors f(z) = 2/ € E. On a alors u(f8(z)) = u(2’) = v(z). (S'il existe un
autre élément z” € F tel que u(z”) = v(z), on aurait pu également choisir de poser
B(x) = 2" et on aurait également eu u(f(x)) = u(z") = v(x)).

En faisant ceci pour tout x € G, ceci définit bien une application f : G — FE qui
vérifie pour tout x € G,uo f(z) =v(x) dott uo B = v.

On a donc bien montré I'implication ii)=-i), d’on I’équivalence entre les deux asser-
tions.

e Supposons qu'une telle application [ existe.

- Si v est injective, alors u o 3 est injective, ce qui implique que [ est injective.

- Supposons que u est injective. Montrons alors qu’il existe une unique application
B : G — E telle que v =uo f.

Pour cela, on suppose qu’il existe une autre application ' : G — E telle que
v =wuo 3 et montrons que 5 = .

Soit € G. On a alors v(x) = u(fB(x)) = u(f'(z)). Par injectivité de u, ceci implique
que S(x) = B'(z) et ce pour tout z € G donc f = ', d’ott I'unicité de 3.

Il suffit d’appliquer la question précédente pour G = F' et v = Idp. On a alors les
équivalences suivantes :

d0:F — E\ldp=uof < Idp(F) Cu(E)
& FCu(lk)
< u(E)=F car w(F)CF

& u est surjective.

De plus, dans le cas ou u est injective, 5 est unique : en effet, dans ce cas u est

bijective et alors 8 = u 1.



