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Exercice 1

1. On a

cos?(x) — sin®(x) = 2sin(z) cos(r) — 1 < cos(2r) = sin(2z) — 1

& cos(2z) —sin(2z) = —1

& 72 cos(2x) — \/75 sin(2r) = _g
& cos <%> cos(2z) — sin (%) sin(2z) = _g
& cos <2:17 + z) = COS (3—7T>
4 4

< 2$+%E%T7r[27r] ou 2:16—1—%5—?%[27]
& 2= g[Qﬂ'] ou 2r=—m[27|

T T
& JIEZ[W] ou x:—§[7r]

i G
< IEZ[W] ou .I‘—E[ﬂ']

2. On sait que pour tout réel x,sin(2z) = 2sin(x) cos(z).

Calculons sin(3x) pour tout réel x.

sin(3x)

sin(2z + x)

(

sin(2x) cos(x) + sin(x) cos(2z)

2 sin(z) cos?(z) + sin(x)(1 — 2sin*(x))

2sin(z)(1 — sin®(x)) + sin(z) — 2sin®(z)

2sin(z) — 2sin®(z) + sin(x) — 2sin®(z)
()

3sin(z) — 4sin®(z).



On a alors

sin(x) + sin(2z) + sin(3z) = 0 sin(z) + 2sin(z) cos(z) + 3sin(z) — 4sin®(z) = 0
4sin(x) — 4sin®(z) + 2sin(x) cos(z) =

2sin(z)(2 — 2sin?(z) + cos(z)) =0

2sin(z)(2(1 — sin®(z)) + cos(z)) = 0

2sin(x)(2 cos*(z) + cos(z)) = 0

2sin(x) cos(z)(2cos(x) +1) =0

2z)(2cos(z) +1) =0

2r) =0 ou 2cos(z)+1=0

sin

o~ —~

sin

(I R

20 = 0[r] ou cos(a:):—%
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Exercice 2

1.

tan(a—b) = sin(a — b) _ sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a) _ cos(a) cos(b)(tan(a) — tan(b))
cos(a —b)  cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)  cos(a) cos(b)(1 + tan(a) tan(b))

tan(a) — tan(b)

dott | tan(a — b .
ot |tan(e —b) = = o tan(b)

7r
2. (a) @ Pour tout z € R*, on a 0 < arctan(z) < 3 Ainsi, pour tout z € R*, puisque

1 1 1
—€Ri,onal<arctan | — | < T donc _r < —arctan | — | < 0.
T T 2 2 T

Par somme, on en déduit que pour tout x € R7,

T 1 T
0— 5 <arct — arct -] <<+0
5 < arc an(zr) — arctan (x) 5 +

d tan(z) — arctan [ ~ e] T ”[
onc arctan(z) — arctan | — ——, =
x 272
T
e Pour tout x € R*, on a —3 < arctan(z) < 0. Ainsi, pour tout = € R* | puisque
T

1 1 1
— € R*, ona—z <arctan| — | <0donc 0 < —arctan | — | < —.
T 2 T T 2

Par somme, on en déduit que pour tout z € R* ,

T 1 T
3 + 0 < arctan(z) — arctan <—> <0+ =
x

2
d tan(z) — arctan | - e] T ”[
onc arctan(z) — arctan | — ——,=.
x 272
. N 1 T
Finalement, pour tout z € R*, arctan(z) — arctan (—) € ]—5, ) [
T




(b) L’application tan est définie sur U ] —3 + km, — —|— km [ et d’apres la question précédente,
keZ

1 T 1
pour tout € R* arctan(z)—arctan | — | € } 55 [donc tan ( arctan(z) — arctan | —
x x

est bien défini et on a d’apres la question 1 : pour tout z € R*,

1)) _ tan(arctan(z)) — tan(arctan (1)

tan | arctan(x) — arctan | —
( () ( 1 + tan(arctan(x)) tan(arctan (%)

T

Or, pour tout réel x,tan(arctan(z)) = x donc pour tout z € R*,

1 r—3 w—
tan | arctan(z) — arctan | — | | = T = -

donc
. 1 2 —1
pour tout z € R* tan | arctan(x) —arctan | — | | = :
x 2z
. 1 T
3. Puisque pour tout € R* arctan(z) — arctan | — | € }—5, 5 [, on a
x

1 U r?—1 9
(F) < tan | arctan(x) — arctan [ — | | = tan <Z> &= ler”—20—-1=0.
x x

Ce trinome du second degré a pour discriminant A = (—2)2—4x1x(=1) =444=8>0
2—V8 2-2V2
2f T2 2o1-ve

donc il admet deux racines réelles distinctes que sont z; =

etz =1+ V2.
Ainsi, ensemble des solutions de ’équation (E) est |S = {1 — v/2,1+ v/2}.

Probleme 1 : Nombre de surjections entre ensembles finis

Partie I : Premiers exemples

1. @ Sip>n,iln’y a pas de surjection de I,, vers I, donc |S,,, = 0sip > n.

e Si p = n, puisque card(],) = card([,), toute application de I,, vers I, est surjective si
et seulement si elle est bijective. Ainsi, il y a autant d’applications surjectives de I, vers
I,, que d’applications bijectives de I,, vers I,,. On en déduit que | S, , = n!sip =n.

2. @ Pour p = 1, il y a une seule application de I, vers I; = {1} : c’est Iapplication

constante égale a 1 et elle est surjective donc | pour toutn € N*, S, ; = 1.

e Pour p = 2, il y a 2" applications de I,, vers Io = [1,2]. Elles sont toutes surjectives,
hormis les deux applications constantes (celle égale a 1 et celle égale a 2).

1y a donc 2"—2 applications surjectives de I,, vers I, donc|pour toutn € N*, 5, 5 = 2" — 2.

3. Dénombrons les applications f : [,,1 — I, surjectives.
Si f : I,41 — I, est surjective, pour tout k € [1,p], il existe xp € I,41 tel que
f(zx) = k. Les images des p éléments x4, ..., z, sont donc imposées. Il reste un élément
Tpy1 € Iy dont il faut choisir 'image dans [,,. Cette image f(x,41) aura nécessairement
deux antécédents.

Ainsi, si f : Ip41 — I, est surjective, un élément de I, admet deux antécédents, et les
p — 1 autres en admettent exactement un.



Pour construire une telle application surjective, on commence par choisir I’élément de 1,
qui aura deux antécédents : il y a p facons de choisir cet élément dans I,,.

1
I1 faut ensuite choisir les deux antécédents de cet élément dans I,.; : il y a <p—2k )

p(p+1)

facons de le faire, soit possibilités.

Enfin, il faut mettre en bijection les p—1 éléments restants de I,,; avec les p—1 éléments
restants de [, : il y a (p — 1)! fagons de le faire.

p(p+1)
P

pour toutp € N*, 5,11, = (p+ 1)! x g

Finalement, il y a p X X(p—1!=(p+1)!x g surjections de I, vers I, donc

Partie II : Cas général

1. Sin > p, il existe au moins une surjection de I,, vers I,, par exemple I'application

f:1, — I,
k sik<p
k — {p sik>p

On en déduit que | S, , > 0.

2. On a d’apres la formule du binome de Newton :

ki(_l)k@ - Z @ (D)t =1 =1y =0

0 k=0

p
Or, p est un entier naturel non nul donc 07 = 0, ce qui prouve que Z(—l)k (p) = 0.

3.(a) Puisque k <I<p,onak<petl—k<p—kdonc

p\(r—k\ P (p—k)! o p l!

E)\l—k) K-kl -—Kp-—Fk—>0-FkK)  U(p—DE(—Ek)
d’OI\l p l _ p P — k

1) \k kE)\l—k)
(b) e Supposons que k < p. D’apres la question précédente, on a

2ev(0) () -5 G (o)

En posant le changement d’indice ¢ = [ — k, on trouve

S()()- (T (7 - @)

1= 1=

Puisque k£ < p, on a p — k > 0 donc en appliquant le résultat de la question 2 de la

p—k
(p—Fk
partie II, on obtient Z(—l)’(p _ ) =0.

- 2
=0

4



p
l
On en déduit donc que |sik < p, Z(—l)l (];) <k) = 0.

e Si k = p, on trouve

d’ou

sik = p, i(—l)l (Z;) (li) = (~1).

=k

4. Soit k € I,. Pour construire une application f de I,, vers I, dont I'image contient k
¢léments, il faut commencer par choisir les & éléments de I, qui vont former I'image de

f, ce qui peut se faire de b fagons.
k

Il faut ensuite construire une surjection de I,, vers Im(f), c’est a dire une surjection de
I,, vers un ensemble a k éléments (qui est donc en bijection avec [;) : cela peut se faire
de S, i facons.

Finalement, il y a (i

5. Pour tout k € I,, notons Ay 'ensemble des applications de I,, vers [, dont 'image
contient k& éléments.

) Sy, applications de I, vers I, dont I'image contient k élements.

On rappelle qu’on note [If" I’ensemble des applications de I,, vers I,,. On a alors

p
In _
In=| | A
k=1
ou 'union est disjointe puisque pour toute application f € []f”, il existe un unique entier
k € I, tel que Card(Im(f)) = k.
p
On obtient alors Card(I}") = Z Card(Ay).
k=1
Or, on sait que Card(/[") = Card([,)“®dUn) = pn et d’apres la question précédente,

pour tout k € [1, p], Card(Ay) = (Z) S k-

p
On trouve donc bien |p" = Z (Z) Shk-
k=1

I
[
6. D’apres la question précédente, on a pour tout [ € [[1, p], " = E (k:) Sk
k=1



On obtient donc

cr (e = e i(—l)l(fj)g(i)sm

=1

hS]

p
Or, d’apres la question 3.b) de la partie II, on sait que Z(—l)l (Z;) (;{) =0sik<p
1=k

et vaut (—1)? si k = p. Il ne reste donc dans la double somme que le terme pour k = p.

Il en découle que

o (e = <—1>psn,pg<—1>l (1)) = 1715, = (175, = 5.,

hS]

Su = (-1 -0 (1)

=1

Partie III : Calcul par récurrence des 5,

Soit n € N*.
1. Soit 0 <p<n—1.

Soit ¢ une surjection de I, vers I,. Il y a S, , fagons de choisir ¢.
Soit ¢y la restriction de ¢ a I,,_.
Il y a deux cas qui s’excluent :
e Supposons que ¢y : I,_1 — I, est surjective (ce qui est possible car n —1 > p). Il y
a S,_1, surjections de I,,_; ,. Il reste a fixer ensuite p(n) € I,, ce qui laisse p choix.
Ainsi, il y a pS,,—1, surjections de I,, vers I, dont la restriction a I,,_; est surjective.
e Supposons que @1 : I,,_1 —> I, n’est pas surjective.
Par surjectivité de ¢, pour tout k € I, il existe z, € I,, tel que p(z) = k.
Puisque ¢ n’est pas surjective, ceci signifie que ¢(n) a un seul antécédent dans I,,, qui
est forcément n (s'il en avait plus, il existerait x,, € I, tel que ¢1(z,) = ¢(n) et pour
tout k € 1,1 \ {¢(n)}, il existe x € I,,_; tel que py(xx) = k donc ¢ serait surjective).
Il y a p possibilités pour choisir ¢(n) dans I,,.
A ce stade, Im(pq) C I, \ {¢p(n)}.
Toujours par surjectivité de ¢, puisque pour tout k € I, \ {p(n)}, il existe zy € I,,_1 tel
que p(zg) =k, on a Im(py) = I, \ {e(n)}, i.e. 1 : Iy —> I, \ {p(n)} est surjective.
Or, I, \ {¢(n)} est de cardinal p — 1 donc est en bijection avec I,_; et il y a Sp,—1,-1
surjections de I,,_; vers [, ;.



Ainsi, il y a pS,_1,-1 surjections de I, vers I, dont la restriction a I,,_; n’est pas
surjective.

En sommant les deux possibilités, on trouve bien que

s10 < p < n— 17 Sn,p = p<Sn—1,p + Sn—l,p—l)-

. Soit p € N*.
e D’apres la formule trouvée en question précédente, on a (puisque 0 < p < (p+1)—1) :

Sptip = p(Sp,p + Sp,p—l)-

D’apres la question 1 de la partie I, on sait que S, , = p! donc pour tout p € N,

Spi1p = p(p! + Sp,p—l)‘

Montrons alors par récurrence que pour tout p € N*, 5,11, = (p+ 1)! x g

Initialisation : Pour p =1, on a S,41, = S21 = 1 d’apres la question 2 de la partie I.

1
D’autre part, (p + 1)! x g =2l x 3= 1 donc I'égalité est vraie au rang p = 1.
Hérédité : Soit p € N* tel que Sy11, = (p + 1)!%.

1
Montrons la propriété au rang p + 1, i.e. Spio,11 = (p + 2)! ¥ ]%

On sait que
Sprap1 = P+ D((p+ D!+ Spp1p)-

D’apres 'hypothese de récurrence, on en déduit

Sprzpn = (p+1) ((P+ D!+ (p+ 1)%) =@+ 1+ 1)!]%2 = (p+2)! % p; L

ce qui prouve la propriété au rang p + 1 et acheve la récurrence.

On a donc bien retrouvé que | pour toutp € N*, 5,411, = (p+ 1)! x g

e Toujours d’apres la formule de la question précédente, on a pour tout p € N*,
p
Spt2,p = P(Spt1p + Spt1p-1) =P <(p + 1) x ) + Sp-l-l,p—l) :

p(3p +1)(p + 2)!
24 '

Montrons alors par récurrence que pour tout p € N*, 5,5, =

Initialisation : Pour p = 1, on a encore S, 2, = 531 = 1.
pBp+1)(p+2)!  1x4x3  4x6

D’aut t
autre part, o1 o o

= 1 donc la propriété est vérifiée
au rang p = 1.
pBp+1)(p +2)!

Hérédité : Soit p € N* tel que Sp;0, = 24

Montrons la propriété au rang p + 1, i.e.

g _(p+D)BE++D)p+3)!  (p+1)Bp+4)(p+3)
p+3,p+1 — 24 - 24 .

. +1
On sait que Spi3,11 = (p+ 1) ((p +2)! x u 5t Sp+27p> .



D’apres 'hypothese de récurrence, on en déduit

p+1  pBp+1)(p+2)!

Sptapr1 = (p+1) ((p—i—Q)!x 5 + o1 )

12p+12+3p* +p

24

3p? + 13p + 12
24

3p+4)(p+3

= )+ I
(p+1D)Bp+4)(p+3)!
24 ’

= (p+1(p+2)

= (p+1(p+2)

ce qui prouve la propriété au rang p + 1 et acheve la récurrence.
p(3p+1)(p +2)!
24 ‘

. Grace aux formules montrées précédemment, on peut construire la table des S, , de
proche en proche :

On a donc bien montré que |pour toutp € N*, S, 5, =

p=1|p=2|p=3|p=4|p=>5
n=1 1
n=2] 1 2
n=3] 1 6 6
n=4] 1 14 36 24
n=5] 1 30 150 | 240 | 120

En effet, les formules S, ; = 1 et S,,,, = n! permettent de remplir les termes extrémes.
Les formules S,11, et Sp12, permettent ensuite de remplir toutes les cases de ce tableau,
hormis celle pour n =5 et p = 2.

On la calcule grace a la formule S5 5 = 2(Sy2 + S41) = 2(14 4 1) = 30.



