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1. (a) On a
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d’où T = 2 cos
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)
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(b) On a S + T = a+ a2 + a3 + a4. On reconnâıt la somme de termes consécutifs d’une
progression géométrique avec a ̸= 1 donc

S + T =
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d’où S + T = −1 .

Par ailleurs, on a

ST = (a+ a4)(a2 + a3) = a3 + a4 + a6 + a7.

Or, on remarque que a6 = e
12iπ
5 = e

2iπ
5 = a et a7 = a6 × a = a × a = a2 donc

ST = a+ a2 + a3 + a4 = S + T d’où ST = −1 .

(c) S et T sont racines du trinôme du second degré x2 − (S + T )x+ ST = 0, i.e.

x2 + x− 1 = 0.

(d) Calculons les racines du trinôme x2 + x− 1 = 0. On a ∆ = 1− 4× 1× (−1) = 5 > 0
donc les racines sont

x1 =
−1−

√
5

2
< 0 et x2 =

−1 +
√
5

2
> 0.

Or, on sait que les racines sont S = 2 cos
(
2π
5

)
et T = 2 cos

(
4π
5

)
.
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On en déduit que S = x2 et T = x1 donc 2 cos
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d’où cos
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Enfin, d’après la relation fondamentale de la trigonométrie, cos2
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)
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)
=

1 donc
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Puisque 2π
5
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)
> 0 donc
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d’où en multipliant par
√
2 au numérateur et au dénominateur, sin
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)
=

√
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2. (a) Soit k ∈ J0, 4K. On a

z5k = (e
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5 )5 = e2ikπ = 1.

Par ailleurs,
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Or, d’après la question 1.b),
4∑

k=1

ak = S + T = −1 donc 1 +
4∑
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ak = 0.

On en déduit que
4∑

k=0

zk = 0.

(b) Pour tout k ∈ J0, 3K, on a
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car |e 2ikπ
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De même,
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d’où M4M0 = |e 2iπ
5 − 1| donc M4M0 = M0M1 = M1M2 = M2M3 = M3M4 = L avec

L = 2 sin
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)
.

Pour tout k ∈ J0, 3K, on a

̂
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Ainsi,
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Enfin, pour tout couple de vecteurs (u⃗, v⃗), on a

(̂u⃗, v⃗) = (̂⃗i, v⃗)− (̂⃗i, u⃗) ≡ arg(zv⃗)− arg(zu⃗)[2π]



où zu⃗ et zv⃗ sont les affixes respectives de u⃗ et v⃗.

Ainsi, pour tout k ∈ J1, 3K,

̂
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Or, on a
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On en déduit que pour tout k ∈ J1, 3K, ̂
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De même,
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Enfin,
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donc on trouve encore
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On a donc bien montré que
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(c) Pour tout k ∈ J0, 2K, on a

MkMk+2 = |zk+2−zk| = |e
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De même, M3M0 = |z3 − z0| = |e 6iπ
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En posant D = 2 sin

(
2π

5

)
, on a donc bien

M0M2 = M1M3 = M2M4 = M3M0 = M4M1 = D.



Enfin, calculons
D

L
. On a
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Or, d’après la question 1.(d), 2 cos

(
4π

5

)
= T =
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√
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Ainsi,
D

L
=

1 +
√
5

2
. On reconnâıt la valeur du nombre d’or φ.

On en conclut que
D

L
= φ.

(d) Si la longueur du pentagone L vaut 1, on en déduit que la longueur de la diagonale

vaut D = φ.


