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CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°5

Diagonale d’un pentagone régulier
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d’ou |T = 2cos (%)

OnaS+T =a+a®+ a®+ a*. On reconnait la somme de termes consécutifs d'une
progression géométrique avec a # 1 donc
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Par ailleurs, on a

ST = (a+a")(a®+a*)=a®*+a*+a° +a.
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Or, on remarque que a® = e 5 =¢5 =aeta” = a®xa =axa = a® donc

ST:a+a2+a3+a4:S+Td’oﬁ.

S et T sont racines du trinome du second degré z> — (S + T)x + ST =0, i.e.

‘x2+x—120.‘

Calculons les racines du trindme 22 +x—1=0.OnaA=1-4x1x(-1)=5>0
donc les racines sont
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$1:T<0 et 1'2:T>0

Or, on sait que les racines sont S = 2 cos ( ’T) et T'= 2cos ( - )
Puisque 2* €]0, 5[, cos (%) > 0 et puisque ** €]%, 7, cos () <0
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On en déduit que S = x5 et T' = x1 donc 2 cos (%) =—3 d’ou
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Enfin, d’apres la relation fondamentale de la trigonométrie, cos? ( ; ) +sin? —) =
1 donc

L, (2n , (27 5-2v5+1 10+2V5 5++5
sin =1l—-cos"|— | =1- = = .
5 16 16 8




2
Puisque 2* €]0, 7[, sin (%) > 0 donc

Sin(z_w>: 5+v5  V5+ 5
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d’ot1 en multipliant par v/2 au numérateur et au dénominateur,

. (%) 10+ 25
Sin —

Soit k € [0,4]. On a
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Or, d’apres la question 1.b), Zak =S+T=—-1donc 1+ Zak = 0.
k=1 k=1

On en déduit que Z zr = 0.

Pour tout k£ € [0, 3], on a

MMy = Jzen—a] = le" 0 —e 5] = o7 (€% —1)| = 7| —1] = ¥ 1]

car [¢”5" | = 1 donc MoM, = My Ms = MyM;z = MsM, = |e’s" — 1] et

eF(eF — e )| = |e¥ H2281n<75r> | = 2sin (g)
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De méme,
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d’ott MyMy = |e’5" — 1| done | My My = MMy = My My = MyMs = MM, = L] avec

L =2sin <%> )
Pour tout k£ € [0, 3], on a
OV, OMy ) = 5,0y 1) (. OM) = g )-ar() = 2ot T2 2y
et
(OM,, OM}) = (7.0My) — (7.OI) = arg(z0) — arg(z) = 0~ o = 2 [2r]
Ainsi,
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Enfin, pour tout couple de vecteurs (i, U), on a
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(@,v) = (1,0) — (i, 0) = arg(zz) — arg(zz)[27]



ou zz et zz sont les affixes respectives de u et .
Ainsi, pour tout k € [1, 3],
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(M Mjqr, MMy, _1) = arg(zp—1 — 2) — arg(2p1 — 2x) = arg (M) [27].
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On en déduit que pour tout k € [1, 3], (MyMgi1, MpMy_1) = =
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(MoMy, MoMy) = —
Enfin,
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(MyMy, MyM3) = arg (23 24) = arg (%) = arg <€25 is)—m> = arg(e*%elﬂ)j
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donc on trouve encore (MyMy, MyM;) = 5

On a donc bien montré que
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Pour tout k € [0,2], on a
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De méme, M3My = |23 — 29| =|es —1|=le 5 —1|=les —1]=es —1].
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Enfin, MyM; = |z1 —z4| = |e5 —e5 |=|e5 ||[l—e5 | =]es —1|=es —1]. Or,
on a
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En posant D = 2sin <%) , on a donc bien

| MoMy = My Ms = My My = MMy = MyM; = D.




Enfin, calculons 2 On a

D _2sn(%) sn(%) 2sm(Deos(D) (7) = 2o (W _ 41) — 9cos (
L 2sin(%) sin (%) sin (%) 5 5
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Or, d’apres la question 1.(d), 2 cos (?
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Ainsi, 7= +2\/_. On reconnait la valeur du nombre d’or ¢.
D
On en conclut que =%

(d) Sila longueur du pentagone L vaut 1, on en déduit que la longueur de la diagonale



