
9
Equations différentielles linéaires simples

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel.

Une équation différentielle linéaire est une équation qui relie une fonction y : I −→ R et ses
dérivées successives de la forme :

y(n)(t) + an−1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ a2(t)y

′′(t) + a1(t)y
′(t) + a0(t)y(t) = f(t),

où pour tout i ∈ J0, n− 1K, ai est une fonction continue sur I et f est une fonction continue sur
I appelée le second membre de l’équation.

9.1 Equations du premier ordre

Dans cette section, on s’intéresse aux équations différentielles linéaires d’ordre 1, i.e. des
équations de la forme

y′(t) + a(t)y(t) = f(t),

où a et f sont des fonctions continues sur I. La fonction f est appelée le second membre de
l’équation.

Résoudre une telle équation revient à trouver les fonctions y : I −→ R dérivables sur I qui
vérifient cette équation.

9.1.1 Equation homogène associée

Définition 1: Equation homogène associée

Soit (E) : y′(t) + a(t)y(t) = f(t) une équation différentielle linéaire du premier ordre où
a et f sont des fonctions continues sur I.
On appelle équation homogène associée à l’équation (E) l’équation

(H) : y′(t) + a(t)y(t) = 0.
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BCPST1 Lycée Fénelon

Théorème 1: Résolution d’une équation différentielle linéaire homogène du
premier ordre

On considère une équation différentielle linéaire homogène du premier ordre

(H) : y′(t) + a(t)y(t) = 0,

où a une fonction continue sur I.
Soit A une primitive de a sur I.
L’ensemble des solutions y de (H) sur I est

SH = {t 7−→ y(t) = λe−A(t), λ ∈ R.}

Remarque 1. • L’existence d’une primitive de a sur I est assurée par le théorème fondamental
de l’analyse, puisque a est continue sur I.

• L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogène du premier ordre
est donc infini.

Démonstration. Raisonnons par double inclusion.

• Montrons que {t 7−→ y(t) = λe−A(t), λ ∈ R.} ⊂ SH .

Soit λ ∈ R, soit y : t 7−→ λe−A(t) dérivable sur I.

On a pour tout t ∈ I,

y′(t) + a(t)y(t) = −λA′(t)e−A(t) + λa(t)e−A(t) = −λa(t)e−A(t) + λa(t)e−A(t) = 0

donc y est solution de (H).

On a donc bien montré l’inclusion {t 7−→ y(t) = λe−A(t), λ ∈ R.} ⊂ SH .

• Montrons que SH ⊂ {t 7−→ y(t) = λe−A(t), λ ∈ R.}.

Soit y ∈ SH . Pour tout t ∈ I, on a y′(t) = −a(t)y(t).

Posons z(t) = y(t)eA(t). La fonction z est dérivable sur I comme produit de fonctions
dérivables sur I et on a pour tout t ∈ I,

z′(t) = y′(t)eA(t) + y(t)A′(t)eA(t) = −a(t)y(t)eA(t) + y(t)a(t)eA(t) = 0

donc la fonction z est constante sur I.

Ainsi, il existe λ ∈ R tel que pour tout t ∈ I, z(t) = λ, i.e. y(t)eA(t) = λ d’où y(t) = λe−A(t).

On a donc bien montré l’inclusion SH ⊂ {t 7−→ y(t) = λe−A(t), λ ∈ R.}.

Finalement, SH = {t 7−→ y(t) = λe−A(t), λ ∈ R.}. ■

Remarque 2. Rappelons les primitives usuelles :
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f(x) F (x) Domaine

a, a ∈ R ax R

eax (a ̸= 0)
1

a
eax R

1

x
ln(|x|) R∗

1

ax+ b

1

a
ln(|ax+ b|) R \ {− b

a}

xα, α ̸= −1
xα+1

α+ 1

R siα∈N,
R∗ siα∈Z\N,
R∗
+ siα∈R\Z

ln(x) x ln(x)− x R∗
+

ax, a ∈ R∗
+ \ {1} 1

ln(a)
ax R

cos(ax+ b), (a, b) ∈ R∗ × R
1

a
sin(ax+ b) R

sin(ax+ b), (a, b) ∈ R∗ × R −1

a
cos(ax+ b) R

1

cos2(x)
tan(x)

⋃
k∈Z

]− π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ[, k ∈ Z

tan(x) − ln(| cos(x)|)
⋃
k∈Z

]− π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ[, k ∈ Z

1

1 + x2
arctan(x) R

Enfin, le tableau suivant s’obtient en utilisant la formule de dérivation d’une composée de
fonctions dérivables.

Soit u : I −→ R une fonction dérivable sur I. La troisième ligne est valable si u(I) ⊂ R∗ et
la quatrième si u(I) ⊂ R∗

+.

Fonction Primitive

u′eu eu

u′un, n ∈ Z \ {−1} 1

n+ 1
un+1

u′

u
ln(|u|)

u′√
u

2
√
u

u′ sin(u) − cos(u)

u′ cos(u) sin(u)

Exemple 1. • Si a est une constante réelle, les solutions de l’équation homogène

(H) : y′(t) + ay(t) = 0

sur R sont les fonctions de la forme y(t) = λe−at, où λ ∈ R.
En particulier, les fonctions dérivables sur R égales à leur dérivée vérifient pour tout réel

t, y′(t) = y(t), i.e. y′(t)− y(t) = 0.

Ce sont donc les fonctions de la forme y(t) = λet, où λ ∈ R.
• Les solutions sur R de l’équation (H) : y′(t) + ty(t) = 0 sont les fonctions de la forme

y(t) = λe−
t2

2 , où λ ∈ R.
• Les solutions sur ] − π

2 ,
π
2 [ de l’équation (H) : y′(t) + tan(t)y(t) = 0 sont de la forme

y(t) = λeln(| cos(t)|) = λ| cos(t)| = λ cos(t), où λ ∈ R.
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9.1.2 Résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre

Théorème 2: Structure des solutions d’une équation différentielle linéaire du
premier ordre avec second membre

Soit (E) : y′(t) + a(t)y(t) = f(t) où a et f sont des fonctions continues sur I.
Soit A une primitive de a sur I.
Soit yp une solution particulière de (E) sur I.
L’ensemble des solutions y de (E) sur I est

SE = {t 7−→ y(t) = λe−A(t) + yp(t), λ ∈ R}.

Autrement dit, l’ensemble des solutions de (E) est la somme d’une solution générale de
l’équation homogène associée et de la solution particulière yp.

Démonstration. On a les équivalences suivantes :

y − yp ∈ SH ⇔ ∀t ∈ I, (y − yp)
′(t) + a(t)(y − yp)(t) = 0

⇔ y′(t)− y′p(t) + a(t)y(t)− a(t)yp(t) = 0

⇔ y′(t) + a(t)y(t) = y′p(t) + a(t)yp(t)

⇔ y′(t) + a(t)y(t) = f(t) car yp ∈ SE

⇔ y ∈ SE .

Finalement, on a montré que

y ∈ SE ⇔ y−yp ∈ SH ⇔ ∃λ ∈ R,∀t ∈ I, y(t)−yp(t) = λe−A(t) ⇔ ∃λ ∈ R,∀t ∈ I, y(t) = λe−A(t)+yp(t).

■

Remarque 3. • En particulier, y est solution de (E) si et seulement si y − yp est solution de
(H).

• Pour résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second membre, il est donc
nécessaire de résoudre l’équation homogène associée puis de trouver une solution particulière à
l’équation avec second membre. Pour cela, plusieurs méthodes sont possibles.

Exemple 2. Dans le cas où a et f sont constantes, on a une équation sur R de la forme
(E) : y′(t) + ay(t) = b, où (a, b) ∈ R2.

• Si a = 0, on a pour tout t ∈ R, y′(t) = b, ce qui implique qu’il existe λ ∈ R, tel que pour
tout t ∈ R, y(t) = bt+ λ.

• Supposons que a ̸= 0.

Les solutions sur R de l’équation homogène (H) : y′(t) + ay(t) = 0 sont les fonctions de la
forme y(t) = λe−at, où λ ∈ R.

Ensuite, on cherche une solution particulière yp constante.

On trouve alors pour tout t ∈ I, yp(t) =
b

a
.

Ainsi, les solutions de (E) sur R sont

SE =

{
t 7−→ y(t) = λe−at +

b

a

}
.

Il n’est pas nécessaire que a et f soient constantes pour chercher des solutions particulières
constantes.
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Exemple 3. Soit (E) : y′(t) + ty(t) = t. On constate que la fonction constante égale à 1 est
une solution particulière de (E) sur R.

Néanmoins, dans la plupart des cas, il n’existe pas de solution constante et il faut chercher
des solutions particulières en employant la méthode de variation de la constante.

9.1.3 Méthode de variation de la constante

Expliquons le principe de la méthode de variation de la constante.
Soit (E) : y′(t) + a(t)y(t) = f(t), où a et f sont des fonctions continues sur I.
• On commence par résoudre (H) : y′(t) + a(t)y(t) = 0 l’équation homogène associée à (E).
Soit A une primitive de a sur I. Alors les solutions de (H) sur I sont

SH = {t 7−→ y(t) = λe−A(t), λ ∈ R}.

• On cherche ensuite une solution particulière yp de (E) sur I sous la forme

yp(t) = λ(t)e−A(t),

où λ : I −→ R est une fonction de classe C1 sur I à déterminer. Autrement dit, on reprend la
solution générale de SH et on fait ≪ varier la constante ≫.

On a alors les équivalences suivantes :

yp est solution de (E) sur I ⇔ ∀t ∈ I, y′p(t) + a(t)yp(t) = f(t)

⇔ ∀t ∈ I, (λ′(t)−A′(t)λ(t) + a(t)λ(t))e−A(t) = f(t)

⇔ ∀t ∈ I, λ′(t) = f(t)eA(t).

Puisque la fonction t 7−→ f(t)eA(t) est continue sur I, elle admet une primitive B sur I, ce qui
permet de déterminer que pour tout t ∈ I, λ(t) = B(t) + λ, où λ ∈ R.

On obtient donc yp, à savoir que pour tout t ∈ I,

yp(t) = λ(t)e−A(t) = (B(t) + λ)e−A(t) = λe−A(t) +B(t)e−A(t).

En fait, on retrouve l’ensemble des solutions de (E), à savoir la somme de la solution générale
de SH et d’une solution particulière de (E), en l’occurrence t 7−→ B(t)e−A(t) ici.

Remarque 4. Cette méthode justifie également qu’il existe effectivement toujours des solutions
aux équations différentielles linéaires d’ordre 1.

Exemple 4. Soit (E) : y′(t) +
1

t
y(t) = et sur R∗

+.

• L’équation homogène associée est (H) : y′(t) +
1

t
y(t) = 0.

La fonction ln est une primitive de t 7−→ 1

t
sur R∗

+ donc les solutions de (H) sur R∗
+ sont

les fonctions de la forme y(t) = λe− ln(t) =
λ

t
.

Ainsi, SH =

{
t 7−→ y(t) =

λ

t
, λ ∈ R

}
.

• On cherche une solution particulière yp de (E) sur I sous la forme yp(t) =
λ(t)

t
, où λ est

une fonction de classe C1 sur R∗
+.

On a alors les équivalences suivantes :

yp est solution de (E) sur I ⇔ ∀t ∈ R∗
+, y

′
p(t) +

1

t
yp(t) = et

⇔ ∀t ∈ R∗
+,

λ′(t)

t
− λ(t)

t2
+

λ(t)

t2
= et

⇔ ∀t ∈ R∗
+, λ

′(t) = tet.
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Il s’agit désormais de trouver une primitive de t 7−→ tet sur R∗
+.

Soit F : t 7−→
∫ t

1
xexdx. D’après le théorème fondamental de l’analyse, la fonction F est

l’unique primitive de t 7−→ tet sur R qui s’annule en 1.
Soit t > 0. On obtient au moyen d’une intégration par parties

F (t) = [xex]t1 −
∫ t

1
exdx = tet − e− [ex]t1 = tet − e− et + e = et(t− 1).

Il existe donc λ ∈ R tel que pour tout t > 0, λ(t) = et(t− 1) + λ.

Ainsi, pour tout t > 0, yp(t) =
λ

t
+ et

t− 1

t
.

Les solutions de (E) sur R∗
+ sont donc

SE =

{
t 7−→ y(t) =

λ

t
+ et

t− 1

t
, λ ∈ R

}
.

9.1.4 Principe de superposition

Le principe de superposition est une méthode complémentaire de la méthode de variation
de la constante pour trouver une solution particulière à une équation différentielle lorsque son
second membre est une somme de fonctions.

Proposition 1: Principe de superposition

Soit (E) : y′(t) + a(t)y(t) =

n∑
k=1

fk(t), où les fonctions a, f1, . . . , fn sont continues sur I.

Pour tout k ∈ J1, nK, on note yk une solution particulière sur I de l’équation

(Ek) : y
′(t) + a(t)y(t) = fk(t).

Alors la fonction yp =
n∑

k=1

yk est une solution particulière de (E) sur I.

Démonstration. Par hypothèse, on a pour tout k ∈ J1, nK et pour tout t ∈ I,

y′k(t) + a(t)yk(t) = fk(t).

La fonction yp est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables sur I et on a pour
tout t ∈ I,

y′p(t) + a(t)yp(t) =
n∑

k=1

(y′k(t) + a(t)yk(t)) =
n∑

k=1

fk(t),

donc yp est bien solution de (E) sur I. ■

Exemple 5. Résolvons (E) : y′(t) +
1

t
y(t) = et +

1

t
sur R∗

+.

• L’équation homogène associée est (H) : y′(t) +
1

t
y(t) = 0 et on a vu que ses solutions sur

R∗
+ sont

SH = {t 7−→ y(t) =
λ

t
, λ ∈ R}.

• On a vu qu’une solution particulière de (E1) : y
′(t) +

1

t
y(t) = et sur R∗

+ était la fonction

y1 : t 7−→ et
t− 1

t
.
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• L’équation (E2) : y
′(t) +

1

t
y(t) =

1

t
admet comme solution particulière sur R∗

+ la fonction

y2 constante égale à 1.

D’après le principe de superposition, la fonction yp = y1 + y2 définie pour tout t ∈ R∗
+ par

yp(t) : e
t t− 1

t
+ 1 est une solution particulière de (E).

Ainsi, l’ensemble des solutions de (E) sur R∗
+ est

SE =

{
t 7−→ y(t) =

λ

t
+ et

t− 1

t
+ 1, λ ∈ R.

}

9.2 Equations du second ordre

Dans cette section, on s’intéresse aux équations différientielles linéaires d’ordre 2 de la forme

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = f(t),

où (a, b, c) ∈ R3 avec a ̸= 0 et f est une fonction continue sur l’intervalle I.

Résoudre une telle équation revient à trouver les fonctions y : I −→ R deux fois dérivables
sur I qui vérifient cette équation.

On peut remarquer que si c = 0, c’est une équation du premier ordre en y′.

9.2.1 Equation homogène associée

Définition 2: Equation homogène associée

Soit (E) : ay′′(t)+by′(t)+cy(t) = f(t), où f est une fonction continue sur I et (a, b, c) ∈ R3

avec a ̸= 0.
On appelle équation homogène associée à l’équation (E) l’équation

(H) : ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = 0.

Afin de résoudre une équation différentielle linéaire homogène de second ordre à cœfficients
constants, on aura besoin de quelquess connaissances élémentaires sur la dérivation de fonctions
à valeurs complexes.

Si f : I −→ C est une application à valeurs complexes, alors pour tout t ∈ I,

f(t) = Re(f(t)) + iIm(f(t)).

On définit alors sur I les fonctions à valeurs réelles

Re(f) : t 7−→ Re(f(t)) et Im(f) : t 7−→ Im(f(t)).

Définition 3: Dérivation d’une fonction à valeurs complexes

Soit f : I −→ C une application.
On dit que f est dérivable sur I si les fonctions Re(f) et Im(f) le sont et dans ce cas, on
note pour tout t ∈ I,

f ′(t) = (Re(f))′(t) + i(Im(f))′(t).
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Proposition 2

Soit α ∈ C. On considère la fonction

fα : R −→ C
t 7−→ eαt.

La fonction fα est dérivable sur R et on a pour tout t ∈ R,

f ′
α(t) = αeαt.

Démonstration. Notons α = a+ ib avec (a, b) ∈ R2. Alors, pour tout t ∈ R,

fα(t) = e(a+ib)t = eateibt = (eat cos(bt)) + i(eat sin(bt)),

donc pour tout t ∈ R,Re(f(t)) = eat cos(bt) et Im(f(t)) = eat sin(bt).

Les fonctions Re(f) et Im(f) sont dérivables sur R donc f est dérivable sur R et on a pour
tout t ∈ R,

f ′(t) = (Re(f))′(t) + i(Im(f))′(t)

= (a cos(bt)− b sin(bt))eat + i(a sin(bt) + b cos(bt))eat

= (a+ ib)(cos(bt) + i sin(bt))eat

= αeibteat

= αe(a+ib)t

= αeαt.

■

Remarque 5. Ainsi, si α ̸= 0, une primitive sur R de la fonction t 7−→ eαt est la fonction

t 7−→ eαt

α
.
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Théorème 3: Résolution d’une équation différentielle linéaire homogène du
second ordre à cœfficients constants

On considère une équation différentielle linéaire homogène du second ordre à cœfficients
constants

(H) : ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = 0

où (a, b, c) ∈ R3 avec a ̸= 0.
On appelle équation caractéristique associée à cette équation homogène l’équation

(EC) : ar2 + br + c = 0.

On note ∆ = b2 − 4ac le discriminant de (EC).

1. Si ∆ > 0, on note r1 et r2 les deux racines réelles distinctes de (EC). L’ensemble
des solutions de (H) sur I est alors

SH = {t 7−→ y(t) = λ1e
r1t + λ2e

r2t, (λ1, λ2) ∈ R2}.

2. Si ∆ = 0, on note r la racine double réelle de (EC). L’ensemble des solutions de
(H) sur I est alors

SH = {t 7−→ y(t) = (λ+ µt)ert, (λ, µ) ∈ R2}.

3. Si ∆ < 0, on note r1 = α+ iβ et r2 = α− iβ, avec (α, β) ∈ R2 les racines complexes
conjuguées de (EC). L’ensemble des solutions de (H) sur I est alors

SH = {t 7−→ y(t) = eαt(λ cos(βt) + µ sin(βt)), (λ, µ) ∈ R2}.

Démonstration.

1. On suppose que ∆ > 0. On note r1 et r2 les deux racines réelles distinctes de (EC), i.e.
ar21 + br1 + c = 0 et ar22 + br2 + c = 0.

• Montrons que {t 7−→ y(t) = λ1e
r1t + λ2e

r2t, (λ1, λ2) ∈ R2} ⊂ SH .

Soient (λ1, λ2) ∈ R2. Soit y : t 7−→ λ1e
r1t + λ2e

r2t. La fonction y est deux fois dérivable
sur I et on a pour tout t ∈ I,

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = a(λ1r
2
1e

r1t + λ2r
2
2e

r2t) + b(λ1r1e
r1t + λ2r2e

r2t) + c(λ1e
r1t + λ2e

r2t)

= (ar21 + br1 + c)λ1e
r1t + (ar22 + br2 + c)λ2e

r2t

= 0

donc y ∈ SH , ce qui prouve l’inclusion {t 7−→ y(t) = λ1e
r1t + λ2e

r2t, (λ1, λ2) ∈ R2} ⊂ SH .

• Montrons que SH ⊂ {t 7−→ y(t) = λ1e
r1t + λ2e

r2t, (λ1, λ2) ∈ R2}.
Soit y ∈ SH .

Montrons qu’il existe (λ1, λ2) ∈ R2 tel que pour tout t ∈ I, y(t) = λ1e
r1t + λ2e

r2t.

Posons pour tout t ∈ I, z(t) = y(t)e−r1t. La fonction z est deux fois dérivable sur I comme
produit de fonctions deux fois dérivables sur I.

Ainsi, pour tout t ∈ I,

y(t) = z(t)er1t, y′(t) = (z′(t) + r1z(t))e
r1t, y′′(t) = (z′′(t) + 2r1z

′(t) + r21z(t))e
r1t.
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On a alors les équivalences suivantes :

y ∈ SH ⇔ ∀t ∈ I, ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = 0

⇔ ∀t ∈ I, (az′′(t) + (2ar1 + b)z′(t) + (ar21 + br1 + c)z(t))er1t = 0

⇔ ∀t ∈ I, az′′(t) + (2ar1 + b)z′(t) = 0

⇔ ∃λ ∈ R,∀t ∈ I, z′(t) = λe−
2ar1+b

a
t

Or, si on note r1 =
−b−

√
∆

2a
et r2 =

−b+
√
∆

2a
, 2ar1 + b = −

√
∆ ̸= 0 donc on obtient

y ∈ SH ⇔ ∃(λ, µ) ∈ R2, ∀t ∈ I, z(t) = −λ
a

2ar1 + b
e−

2ar1+b
a

t + µ.

Ainsi, puisque pour tout t ∈ I, y(t) = z(t)er1t, on obtient pour tout t ∈ I,

y(t) =

(
−λ

a

2ar1 + b
e−

2ar1+b
a

t + µ

)
er1t = −λ

a

2ar1 + b
e−

ar1+b
a

t+µer1t = −λ
a

2ar1 + b
e(−r1− b

a
)t+µer1t.

Or, r1 + r2 = − b

a
, donc r2 = −r1 −

b

a
. Ainsi, pour tout t ∈ I,

y(t) = −λ
a

2ar1 + b
er2t + µer1t.

En posant λ1 = µ et λ2 = −λ
a

2ar1 + b
, on trouve que pour tout t ∈ I, y(t) = λ1e

r1t+λ2e
r2t.

On a donc bien montré l’inclusion SH ⊂ {t 7−→ y(t) = λ1e
r1t+λ2e

r2t, (λ1, λ2) ∈ R2}, d’où
finalement l’égalité SH = {t 7−→ y(t) = λ1e

r1t + λ2e
r2t, (λ1, λ2) ∈ R2}.

2. On suppose que ∆ = 0. On note r la racine double de (EC), i.e. ar2 + br + c = 0, et

r = − b

2a
d’où 2ar + b = 0.

• Montrons que {t 7−→ y(t) = (λ+ µt)ert, (λ, µ) ∈ R2} ⊂ SH .

Soient (λ, µ) ∈ R2. Soit y : t 7−→ (λ+µt)ert. La fonction y est deux fois dérivable sur I et
on a pour tout t ∈ I, y′(t) = (µ+ λr + µrt)ert, y′′(t) = (2µr + λr2 + µr2t)ert.

Ainsi, pour tout t ∈ I,

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = [λ(ar2 + br + c) + µ(2ar + ar2t+ b+ brt+ ct)]ert

= ((ar2 + br + c)t+ 2ar + b)µert

= 0

donc y ∈ SH , ce qui prouve l’inclusion {t 7−→ y(t) = (λ+ µt)ert, (λ, µ) ∈ R2} ⊂ SH .

• Montrons que SH ⊂ {t 7−→ y(t) = (λ+ µt)ert, (λ, µ) ∈ R2}.
Soit y ∈ SH .

Montrons qu’il existe (λ, µ) ∈ R2 tel que pour tout t ∈ I, y(t) = (λ+ µt)ert.

Posons pour tout t ∈ I, z(t) = y(t)e−rt. La fonction z est deux fois dérivable sur I comme
produit de fonctions deux fois dérivables sur I.

Ainsi, pour tout t ∈ I,

y(t) = z(t)ert, y′(t) = (z′(t) + rz(t))ert, y′′(t) = (z′′(t) + 2rz′(t) + r2z(t))ert.

Comme précédemment, on obtient l’équivalence

y ∈ SH ⇔ ∀t ∈ I, az′′(t) + (2ar + b)z′(t) = 0

⇔ ∀t ∈ I, z′′(t) = 0

⇔ ∃µ ∈ R,∀t ∈ I, z′(t) = µ

⇔ ∃(λ, µ) ∈ R2,∀t ∈ I, z = λ+ µt.
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Ainsi, pour tout t ∈ I, y(t) = z(t)ert = (λ+ µt)ert, ce qui prouve l’inclusion

SH ⊂ {t 7−→ y(t) = (λ+ µt)ert, (λ, µ) ∈ R2}.

Finalement, on a bien l’égalité SH = {t 7−→ y(t) = (λ+ µt)ert, (λ, µ) ∈ R2}.
3. On suppose que ∆ < 0 et on note r1 = α+ iβ et r2 = α− iβ avec (α, β) ∈ R2 les racines

complexes conjuguées de (EC).

En vertu de la proposition précédente et de la preuve faite dans le premier alinéa, on
montre de même que y ∈ SH si et seulement si il existe (λ1, λ2) ∈ C2, tels que pour tout
t ∈ I, y(t) = λ1e

r1t + λ2e
r2t ∈ R.

Il s’agit donc de trouver les couples (λ1, λ2) ∈ C2 tels que pour tout t ∈ I,

y(t) = λ1e
r1t + λ2e

r2t ∈ R.

On a les équivalences suivantes :

∀t ∈ I, y(t) ∈ R ⇔ ∀t ∈ I, y(t) = y(t)

⇔ ∀t ∈ I, λ1e
r1t + λ2e

r2t = λ1er1t + λ2er2t

⇔ ∀t ∈ I, (λ1e
iβt + λ2e

−iβt)eαt = (λ1eiβt + λ2e−iβt)eαt

⇔ ∀t ∈ I, λ1e
iβt + λ2e

−iβt = λ1e
−iβt + λ2e

iβt.

⇔ ∀t ∈ I, (λ1 − λ2)e
iβt = (λ1 − λ2)e

−iβt

⇔ ∀t ∈ I, (λ1 − λ2)e
2iβt = λ1 − λ2.

Puisque le membre de droite est constant, il en est de même du membre de gauche.

Or, β ̸= 0 car r1 et r2 ne sont pas réels. Dans ce cas, si I n’est pas un singleton, le membre
de gauche est constant si et seulement si λ1 − λ2 = 0 d’où λ1 = λ2 = 0, i.e. λ2 = λ1.

Ainsi, pour tout t ∈ I,

y(t) = λ1e
r1t + λ1e

r2t

= eαt(λ1e
iβt + λ1e

−iβt)

= eαt(λ1(cos(βt) + i sin(βt)) + λ1(cos(βt)− i sin(β)))

= eαt(λ1(cos(βt) + i sin(βt)) + λ1(cos(βt)− i sin(βt)))

= eαt((λ1 + λ1) cos(βt) + i(λ1 − λ1) sin(βt))

= eαt(2Re(λ1) cos(βt)− 2Im(λ1) sin(βt)).

En posant λ = 2Re(λ1) ∈ R et µ = −2Im(λ1) ∈ R, on a bien pour tout t ∈ I,

y(t) = eαt(λ cos(βt) + µ sin(βt)).

■

Exemple 6. • Résolvons sur R l’équation différentielle (H) : y′′(t)− 5y′(t) + 6y(t) = 0.
L’équation caractéristique associée est (EC) : r2 − 5r + 6 = 0 et elle admet deux racines

réelles distinctes, r1 = 2 et r2 = 3.
L’ensemble des solutions de (H) sur R est donc

SH = {t 7−→ y(t) = λ1e
2t + λ2e

3t, (λ1, λ2) ∈ R2}.

• Résolvons sur R l’équation différentielle (H) : y′′(t)− 4y′(t) + 4y(t) = 0.
L’équation caractéristique associée est (EC) : r2 − 4r + 4 = 0 et elle admet une racine

double, r = 2.
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L’ensemble des solutions de (H) sur R est donc

SH = {t 7−→ y(t) = (λ+ µt)e2t, (λ, µ) ∈ R2}.

• Soit ω ∈ R∗
+. On cherche à résoudre sur R l’équation de l’oscillateur harmonique

(H) : y′′(t) + ω2y(t) = 0.

L’équation caractéristique associée est (EC) : x2+ω2 = 0 et elle admet deux racines complexes
conjuguées, r1 = iω et r2 = −iω.

L’ensemble des solutions de (H) sur R est donc

SH = {t 7−→ y(t) = λ cos(ωt) + µ sin(ωt), (λ, µ) ∈ R2}.

9.2.2 Résolution d’une équation différentielle linéaire du second ordre à cœf-
ficients constants avec second membre non constant

Théorème 4: Structure des solutions d’une équation différentielle linéaire se-
cond ordre à cœfficients constants avec second membre non
constant

Soit (E) : ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = f(t), où (a, b, c) ∈ R3 avec a ̸= 0 et f est une fonction
continue sur I.
Soit yp une solution particulière de (E) sur I.
Soit (H) : ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = 0 l’équation homogène associée.
Alors y est une solution de (E) si et seulement si y − yp est une solution de (H) sur I.
Ainsi, il existe yH ∈ SH tel que y = yH + yp.

Remarque 6. A l’instar des équations du premier ordre, l’ensemble des solutions de (E) est
la somme des solutions générales de (H) et d’une solution particulière de (E).

Démonstration. Soit y une fonction deux fois dérivable sur I.
Puisque yp est une solution particulière de (E), on a pour tout t ∈ I,

ay′′p(t) + by′p(t) + cyp(t) = f(t).

On a alors les équivalences suivantes :

y ∈ SE ⇔ ∀t ∈ I, ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = f(t)

⇔ ∀t ∈ I, ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = ay′′p(t) + by′p(t) + cyp(t)

⇔ ∀t ∈ I, a(y − yp)
′′(t) + b(y − yp)

′(t) + c(y − yp)(t) = 0

⇔ y − yp ∈ SH ,

ce qui implique qu’il existe yH ∈ SH tel que y = yH + yp. ■
Comme pour les équations du premier ordre, la difficulté est donc de trouver une solution

particulière. On peut l’intuiter dans certains cas.

1. Si on souhaite résoudre une équation de la forme

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = P (t)eαt,

où P est un polynôme de degré n et α un réel, on cherchera une solution particulière sous
la forme y(t) = tmQ(t)eαt où Q est un polynôme de degré n et m est la multiplicité de α
en tant que racine de l’équation caractéristique ar2 + br + c = 0 (m peut donc valoir 0, 1
ou 2).

En particulier, si le second membre est polynomial, on cherchera une solution particulière
sous la forme d’un polynôme de même degré que le second membre.
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2. Si on souhaite résoudre une équation de la forme

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = A cos(ωt) ou ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = A sin(ωt),

on cherchera une solution particulière sous la forme

y(t) = λ cos(ωt) + µ sin(ωt)

si iω n’est pas racine de l’équation caractéristique, et sous la forme

y(t) = t(λ cos(ωt) + µ sin(ωt))

si iω est racine de l’équation caractéristique.

Exemple 7. 1. Résolvons sur R l’équation différentielle

(E) : y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = te−2t.

Commençons par résoudre l’équation homogène associée

(H) : y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = 0.

L’équation caractéristique r2 + 5r + 6 = 0 admet deux racines distinctes, −2 et −3 donc
l’ensemble des solutions de l’équation homogène sur R est

SH = {t 7−→ y(t) = λ1e
−2t + λ2e

−3t, (λ1, λ2) ∈ R2}.

Le second membre est de la forme P (t)eαt avec P un polynôme de degré 1 et α = −2 qui
est une racine simple de l’équation caractéristique.

On cherche donc une solution particulière sous la forme

y(t) = t(at+ b)e−2t = (at2 + bt)e−2t.

On a alors pour tout t ∈ R,

y′(t) = (−2at2 − 2bt+ 2at+ b)e−2t = (−2at2 + 2(a− b)t+ b)e−2t

et

y′′(t) = (4at2 − 4(a− b)t− 2b− 4at+ 2(a− b))e−2t = (4at2 + (4b− 8a)t+ 2a− 4b)e−2t.

Ainsi, on a les équivalences suivantes :

∀t ∈ R, y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = te−2t ⇔ ∀t ∈ R, 2at+ 2a+ b = t

⇔
{

2a = 1
2a+ b = 0

d’où a =
1

2
et b = −1.

La fonction t 7−→ y(t) = (12 t
2 − t)e−2t est donc une solution particulière de (E) sur R.

L’ensemble des solutions de (E) sur R est donc

SE = {t 7−→ y(t) = λ1e
−2t + λ2e

−3t + (
1

2
t2 − t)e−2t, (λ1, λ2) ∈ R2}.
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2.
Résolvons sur R l’équation différentielle :

y′′(t) + 2y′(t) + y(t) = cos(2t).

Résolvons d’abord l’équation homogène (H) : y′′(t) + 2y′(t) + y(t) = 0. L’équation ca-
ractéristique r2 + 2r + 1 = 0 admet une racine double qui est −1 donc les solutions de (H)
sont {

t 7−→ y(t) = (λ+ µt)e−t
}
.

Le second membre est de la forme cos(ωt) avec iω qui n’est pas une racine de l’équation
caractéristique. On cherche donc une solution particulière de (E) sous la forme

y(t) = a cos(2t) + b sin(2t).

On a alors pour tout t ∈ R y′(t) = −2a sin(2t)+2b cos(2t) et y′′(t) = −4a cos(2t)−4b sin(2t).
Ainsi,

∀t ∈ R, y′′(t) + 2y′(t) + y(t) = cos(2t) ⇔ ∀t ∈ R, (−3a+ 4b) cos(2t) + (−3b− 4a) sin(2t) = cos(2t).

Pour t = 0, on obtient −3a+ 4b = 1 et pour t = π
4 , on obtient 3b+ 4a = 0.

Ainsi, a = −3

4
b et en injectant dans la première équation, on trouve b =

4

25
d’où a =

−3

25
.

La fonction t 7−→ y(t) = − 3

25
cos(2t) +

4

25
sin(2t) est donc une solution particulière de (E).

L’ensemble des solutions de (E) sur R est alors{
t 7−→ y(t) = (λ+ µt)e−t − 3

25
cos(2t) +

4

25
sin(2t), (λ, µ) ∈ R2

}
.

9.2.3 Principe de superposition

De la même manière que pour les équations du premier ordre, on a le principe de superpo-
sition :

Proposition 3: Principe de superposition

Soit (E) : ay′′(t) + by′(t) + cy(t) =
n∑

k=1

fk(t), où (a, b, c) ∈ R3 avec a ̸= 0 et les fonctions

f1, . . . , fn sont continues sur I.
Pour tout k ∈ J1, nK, on note yk une solution particulière sur I de l’équation

(Ek) : ay
′′(t) + by′(t) + cy(t) = fk(t).

Alors la fonction yp =

n∑
k=1

yk est une solution particulière de (E) sur I.

Démonstration. Par hypothèse, on a pour tout k ∈ J1, nK et pour tout t ∈ I,

ay′′k(t) + by′k(t) + cyk(t) = fk(t).

La fonction yp est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables sur I et on a pour
tout t ∈ I,

ay′′p(t) + by′p(t) + cyp(t) =
n∑

k=1

(ay′′k(t) + by′k(t) + cyk(t)) =
n∑

k=1

fk(t),

donc yp est bien solution de (E) sur I. ■
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Exemple 8. Résolvons sur R l’équation différentielle

(E) : y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = te−2t + 1.

On a vu que les solutions de l’équation homogène associée sont

SH = {t 7−→ y(t) = λ1e
−2t + λ2e

−3t, (λ1, λ2) ∈ R2}.

On a déterminé une solution particulière sur R de (E1) : y
′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = te−2t qui

est y1 : t 7−→ (12 t
2 − t)e−2t.

De plus, une solution particulière sur R de (E2) : y
′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = 1 est la fonction

constante y2 : t 7−→
1

6
.

Ainsi, la fonction yp : t 7−→ (12 t
2 − t)e−2t +

1

6
est une solution particulière de (E) sur R.

Les solutions de (E) sur R sont donc

SE =

{
t 7−→ y(t) = λ1e

−2t + λ2e
−3t +

(
1

2
t2 − t

)
e−2t +

1

6
, (λ1, λ2) ∈ R2

}
.
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