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CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°8

Probleme : Lemme de Césaro, criteres de Cauchy et de
d’Alembert

1. «Sig=1,o0napourtout ne Nyu,=n+1 — +o0.

n——+o00
1 __qn+1
oSiq#l,onapourtoutnEN,un:1—
- q
Or, on sait que la suite (¢")nen converge si et seulement si |g| < 1, et dans ce cas,
lim ¢" =0.
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Ainsi, la suite (u, ),en converge si et seulement si|q| < 1let dans ce cas, lim w, = ——.
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2. (a) Soit e = ¢ — 1 > 0. Puisque lim "t — ], il existe un entier ng € N tel que pour
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tout n > ng, |[“2 — 1| < €, ce qui implique que pour tout n > ng, —l<e=q—lI.
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On en déduit que |pour toutn > ny, Sqg=—
Un q
u
(b) D’apres la question précédente, pour tout n > ny, Z—ﬁ < q_ donc la suite ( ) n>no
est décroissante.
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Il en découle que pour tout n = ng, — < —2.
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Ainsi, |pour toutn > ng, u, < %gq"
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(¢) Pour tout n € N v, — v, = Zuk — Zuk = Upy1 > 0 car la suite (u,)nen est a
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termes strictement positifs. Ainsi, la suite (v, ),en est croissante.

D’autre part, d’apres la question précédente, on a pour tout n > ng,
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Puisque |q| < 1, d’aprés la question 1.a), on en déduit que la suite (Z qk> est
L. . k=0 neN
convergente. A fortiori, elle est majorée.

Il existe donc un réel M positif tel que pour tout n € N, Z " < M.
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Alinsi, pour tout n > ng,v, < Z u, + —=M



Or, pour tout n < ng — 1, puisque la suite (v, )nen est croissante, on a

no—1 no—1

uno
Up < Upg—1 = E up < E Uy, + TOM
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Finalement, on a pour tout n € N, v,, < E uy + %SM
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On en déduit que la suite (v, ),en est croissante et majorée.

D’apres le théoreme de la limite monotone, on en conclut que|la suite (v,)nen €St convergente.

lim wu, = [, il existe un entier ng € N* tel que pour tout
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n = ng, |u, — | <e.
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D’apres I'inégalité triangulaire, on en déduit que pour tout n > ny,
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Or, on sait que pour tout k > ng, |uy — I| < . Ainsi, pour tout n > ny,

no—1 n—1 no—1
D= P D (w1 1 1
— - — n—1-—n €
1S, — 1] < 1A=0 4 k= Tk=o —I-( 0+).
n n n n
no—1
|ug — 1|
Ainsi, Vn > ng, |S, — | < +=0 n—nog'
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Puisque ng € N*, n — ng < n donc n— Mo €.
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Par ailleurs, puisque le terme Z |ug, — | est constant, on a lim =~
n—+00 n
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donc il existe un entier n; € N* tel que pour tout n > nq, h=0 <e.
n

Soit N = max(ng, n1).
On a alors pour tout n > N,|S, — | < e+ ¢ d’ou

Vn > N,|S, — | < 2.




(¢) On en déduit que | lim S, =1.
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4. (a) Soit € = ¢—1> 0. Puisque lim w; =1, il existe un entier
n—-+o0o
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n = ng, |ui — 1| < e, ce qui implique que pour tout n > ng,
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pour toutn = ng, u; < q.
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(b) On a pour tout n € N, v, — v, = Zuk — Zuk = Upy1

est a termes positifs donc la suite (v,,)nen est croissante.

ng € N tel que pour tout
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up — 1l <e=qg—1dou

> 0 car la suite (u,)nen
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D’autre part, d’aprés la question précédente, pour tout n > ng,ui < ¢, ce qui

implique par croissance de x — 2" sur R, que pour tout n >

Ainsi, pour tout n > ng, il vient
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Puisque |g| < 1, d’aprés la question 1.a), on en déduit que

convergente. A fortiori, elle est majorée.

Nno, Up < q".
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2 et Z d"
la suite (2": qk> est
neN
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Il existe donc un réel M positif tel que pour tout n € N, Z " < M.
k=0
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Ainsi, pour tout n > ng, v, < Z u, + M.

Or, pour tout n < ng — 1, pu1sque la suite (vy,)nen est croissante, on a
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Finalement, on a pour tout n € N, v,, < Z up + M.
k=0

On en déduit que la suite (v, )nen st croissante et majorée.

(c) D’apres le théoreme de la limite monotone, on en conclut que
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5. (a) Par hypothese, on a lim
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Puisque la suite (u,)nen est a termes strictement positifs
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déduit par continuité de In sur R} que lim In ( H) =
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nl_lgloo In(upt1) — In(u,) = In(l).

la suite (v, )nen €St convergente.

et puisque [ > 0, on en
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6. Appliquons le lemme de Césaro a la suite (In(uny1) — In(uy))nen-
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Posons pour tout n € N*, S, = =
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D’apres la question 3, puisque hIJP In(wpt1) — In(u,) = In(l), on déduit du lemme de
n—-+0o0

Césaro que nl_l)gl_loo Sn = In(l).
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Or, pour tout n € N*, M M.
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= 0, on en déduit que
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. Par continuité de la fonction exponentielle sur R, on en déduit que
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Or, pour tout n € N, e7n =e Uy .
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On en conclut que | lim wu; = 1.
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