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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°4

Exercice : Dérivées successives d’une solution d’une équation

différentielle
1. e On commence par résoudre I’équation homogene
(H):Vz e R,y (z) — 2¢/(z) + 2y(z) = 0.

On considere I'équation caractéristique (EC) : 72 — 2r +2 = 0.
OnaA=(-22-4x1x2=4-8=-4<0.

On a deux racines complexes conjuguées

244
2

T =1+1¢ et ro=1-—1.

On a donc Sy = {y : © — e”(Acos(x) + psin(x)), (A, p) € R?*}.

e On cherche désormais une solution particuliere de (E) sous la forme y(z) = ax®+br+c,

ot (a,b,c) € R3.
On a pour tout z € R,y/'(z) = 2ax + b et " (x) = 2a donc

yeSy & VreRy'(z) -2y (x)+ 2y(z) = 227

& Vz €R,2ax* + (2b — 4a)x + 2a — 2b + 2¢ = 22%.

Par identification, on en déduit que

2a = 2 a = 1
2b — 4a = 0 & b = 2a=2
20 —2b+2¢c = 0 ¢c = b—a=1

Donc y : x — 2% + 2z + 1 est une solution particuliere de (E).

Finalement, | Sg = {y : © + (A cos(z) + psin(z)) + 2> + 22 + 1, (A, p) € R?}.

2. Soit f € Sg. Alors il existe (A, u) € R? tel que pour tout = € R,

f(z) = e"(Acos(x) + psin(z)) + 2° + 2z + 1.

On a alors pour tout x € R,

f'(z) = e"(Acos(x) + psin(z)) + e”(—Asin(z) + pcos(z)) + 2z + 2.

On en déduit les équivalences suivantes :

f0) =1 A+1 =1 A
{f’(O) = 3 ‘:){A+u+2 = 3 @{u

= 0
=1

donc 'unique solution f de (F) telle que f(0) = 1 et f/(0) = 3 est

[z e“sin(z) +2® + 22+ 1.
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3.(a) On a pour tout = € R, f"(z) — 2f'(x) + 2f(z) = 222
En dérivant successivement cette égalité, on trouve pour tout x € R,

fOx) = 2f"(x) + 2f'(2) = 4a
puis pour tout x € R,

FO (@) = 2fO (@) + 2f" () = 4
et enfin pour tout x € R,

FO@) = 2fD () + 2@ (x) = 0,

En dérivant successivement cette nouvelle égalité, on obtient aisément que pour tout
n = 3, pour tout z € R,

(@) — 20 (@) + 2 () = 0.
En évaluant en 0, on trouve pour tout n > 3,
FUR(0) = 2f0(0) + 27 (0) = 0,

ie. Upyo — 2Upy1 + 2u, = 0.

Ainsi, ‘pour tout n = 3, upio = 2Upy1 — 2uy,. ‘

(b) On considere I'équation caractéristique (EC) : r? — 2r +2 = 0.
On a vu en premiere question que les racines de cette équation caractéristique sont

r1:1+i:\/_<£+2£> V26e'T et ry = /2e7'%.

Il existe donc (o, §) € R? tel que pour tout n > 3, u, = V2 (a cos(nf) + Bsin(nf)).
On a pour tout z € R,

f'(x) = e"(sin(x)+cos(x))+2x+2, f"(x) = e*(sin(x)+cos(x)+cos(x)—sin(z))+2 = 2" cos(x)+2,
f®(x) = 2e%(cos(z)—sin(x)), f (z) = 2e%(cos(z)—sin(z)—sin(x)—cos(z)) = —4e” sin(z).

On obtient donc le systeme suivant :

{“3 = f90) [ VI Par g = 2 @{ "I
uy = f9(0) —\/§4a =0 a =0

douta=0et =1 donc

pour toutn = 3, u, = V2" sin (n%) .

Finalement, on a

1 sin =0
n 3 sin =1
f( )(O): 4 sin =2

\/§nsin (n%) sin > 3.




Probléme : Autour du nombre d’or

Préliminaires

1.Onap+¢ =

1+v5 1-—
V5
2 2

V5 , 146146 1-5

=1let pp = 5 5 1 = —1 donc

o+ ¢ =1letpy =—1.

2. D’apres les relations ceefficients racines, on en déduit que

@et ¢ sont les racines du trinéme du second degré z? —x — 1 = 0.

Partie I : Deux suites convergeant vers le nombre d’or

1. (a)

Sin=1,ily aun seul 1 sous la racine donc |u; = V1 =1,

Soit n € N*. Alors u,, = \/1 + v 1+ +1+... oule nombre 1 apparait n fois. Ainsi

Vi+u, = \/1+ \/1+ V1+4++/1+..., ot le nombre 1 apparait (n + 1) fois donc

pour toutn € N* u,,1 = V1 + u,.

Montrons par récurrence que pour tout n € N* u,, € [1, ¢].

e Pour n =1, 0on awu; =1 € [l,p] donc la propriété est vraie pour n = 1.
e Soit n € N*. On suppose que u,, € [1,]. Montrons que u,.1 € [1, ¢].
D’apres la question précédente, u,1 = /1 + u,.

Par hypothese de récurrence, on a 2 < 1+ u, <1+ ¢.

Par croissance de la fonction racine carrée sur R, , on en déduit que

V2 < VT +u, <V1+e.
ie. 1< V2 < upr <VIF o

Or, d’apres la partie précédente, on sait que ¢ = p+1 donc /o + 1 = \/¢? = |p| =
pcar o >0doul < u,r1 <, ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que | pour toutn € N* u,, € [1, ¢].

Pour tout n € N*, on a

V14 u, +uy, _\/1—|—un+un V14 u, + uy,

On sait d’aprés la question précédente que pour tout n € N* u,, € [1, ] donc p—u,, >
0,up — @ =1, >0 (car ¢’ <0) et VT +u, +u, >vV2+1>0.

Ainsi, pour tout n € N*, u, 1 — u, = 0 donc |la suite (u, ),en+ est croissante.

\/1 n — UWn \/1 n n 1 n - 2 - Unp n !

La suite (u,)nen+ est croissante et majorée donc d’apres le théoréeme de la limite
monotone, elle est convergente de limite [ € R.

Puisque pour tout n € N* u, 1y = /1 + u,, on obtient par passage a la limite que
l=VI+idonl?=1+1.

Ainsi, l =poul=¢.

Or, pour tout n € N u, > 0 donc [ > 0. Puisque ¢’ < 0,1 = ¢’ est impossible donc
=

Ainsi, on a bien | lim wu, = ¢.
n——+00




2.(a) Sin=1,ilyaunseul 1 doncv; =1.
1

Soit n € N*. Alors v, = 1+ T , ou le nombre 1 apparait n fois.
1+ o 1
) ) 1+...
Ainsi, 1+ — =1+ i , ol le nombre 1 apparait (n + 1) fois donc
Up, 1+
1+ !
1+ !
14...

1
pour toutn € N*, v, =14+ —.
n

(b) On sait que pour tout n € N* v, > 0. A fortiori, pour tout n € N* v, > ¢’ donc
v, — ¢ > 0 ce qui assure la bonne définition de la suite (wy,)nens

On a pour tout n € N*,

i@ o9 (Q-putl  pu-ed e @
Upt1 — ¢’ %—1-1—90’ 1= +1  pun—pp  po—¢ ¢ "

/
donc la suite (wy,)nen+ est géométrique de raison L et de premier terme

L L=
n—¢ 1=y

’ N\ n—1 AL
Ainsi, pour tout n € N*, w,, = LA (ﬁ) = (ﬁ) )

/
wy = :£
¥

¥ ¥ 12
! 5—1 \"
Or, L V5 < 1 donc lim (ﬁ) =0.
© \/g +1 n—+oo \
On en déduit que | lim w, = 0.
n—-+o00

(c) Par définition de (wy,)nen+, on a pour tout n € N*|
Up — @

Up — @'

Wy = @wn(vn—@,) :Un_gpﬁvn(l_wn)zgo_@/wn'

N T
Or, pour tout n € N*, w,, = <£> # 1 car ¢ # ¢' donc 1 — w,, # 0 d’ou pour tout
¥

n € N*,
P — 'wn
v, = ————.
1—w,
D’apres la question précédente, on sait que lim w, = 0 donc lim ¢ — ¢'w, = @
n—-+00 n—-+00

et lim 1—w,=1.

n—-+0o00

Par quotient de limites, on en déduit que | lim v, = ¢.
n——+00

Partie II : Suite de Fibonacci

1. (a) L’équation caractéristique associée est (E): 7% —r —1 = 0.



D’apres les résultats préliminaires, on sait que (E) admet deux racines réelles dis-
tinctes que sont ¢ et ¢'.

Il existe donc (A, ) € R? tel que pour tout n € N,
Fo = A" + pe™

Pour n =0 et n =1, puisque Fy = 0 et | = 1, on obtient le systeme suivant

A pu—

e

0 = A+up e B = —-A -
1 = Ao+ py 1 = Me—¢)=M/5 b= -

Ainsi, on a

©" A"
PourtoutnEN,onaFn:—(l—(J“’—) )
V5

%)

n—-+o00

IN T
lim 1— (ﬁ) — 1.
n—+oo ©@

Ainsi, 1 — (%) ~ 1 donc par produit, on en déduit que | F;, ~

IN T
Or, on a déja vu en question 2.(b) de la partie I que lim <—> = 0 donc

n

Puisque ¢ > 1, alors lim LA 400, ce qui implique par équivalence que| lim F,, = 4oc.
n—4o00 \/5 n—+4o00

n+1 n

@ .
~—— et F,, ~ — donc par quotient, on en
\/5 \/5 par q
Fn+1 ¥

Y

F, i

D’apres la question précédente, Fj, 1 ~

déduit que

n+1

Gn =

d’ou| lim g, = .

n—-+o00

Soit n € N*. On a

Fn+2 Fn+1_Fn+1+Fn_Fn+1:FnFn—&—l‘I’Fg_Fg_H

et = I = Fn+1 Fn B FnJrl Fn FnFnJrl

Montrons par récurrence que pour tout n € N,

FoFppy + F2— F2 | = (=1)™,

n

e Pour n = 0, on a FyF} + F — Ff = —12 = —1 = (—1)°"! donc la propriété est
vraie pour n = 0.

e Soit n € N. Supposons que F, Fj41 + F7 — F2,; = (—1)"*1

Montrons que Fyy1Foyo + F2 — F2 5 = (—1)"t2

n



On a

FopiFopa+ F = Fly = Fop(Fap+ Fo) + Fiy — (Fop + F)?
= F3+1+FnFn+1+Fr§+1_F5+1_2FnFn+1_Fr%
= _FnFn+1_F3+F3+1
—(—=1)"*'  d’apres 'hypothese de récurrence
donc F, 1 Fy0+ F2 — F2, = (—1)""2, ce qui prouve la propriété au rang n + 2 et
acheve la récurrence.

Ainsi, pour tout n € N, F, Fj, 11 + F? — F2, | = (—1)"*! ce qui prouve que

toutn € N* (=)
our toutn Qa1 — Qp = ———.
p gn+1 — ¢ FoFpos
e Soit n € N*. On a
@n+1) — 2n = ©n+2 — @nt1 T @n+1 — G2n
-1 2n+2 -1 2n+1
_ ()
FopiiFonys  Fopnbon
B 1 1
Fopni1Fonyo  FonFopin
Or 1 1 L i e N & Cae I <0
’ F2n+1F2n+2 FQnFQn—i-l FQnF2n+1F2n+2 FQnF2n+1F2n+2 FQnF2n+2

car pour tout n € N*, F, > 0.
Ainsi, pour tout n € N*, ga(41) — g2 < 0 donc la suite (gon)nen+ est décroissante.
e De méme, on a pour tout n € N,

(_1)2n+3 (_1)2n+2

F2n+2F2n+3 F2n+1F2n+2

Q2(n+1)+1 — @2n+1 = @2n+3 — Q2n+2 T G2n+2 — @2n+1

1 1
= — + )
F2n+2F2n+3 F2n+1 F2n+2
1 1 —Foni1+ Fonys Fonga 1

OI' — + = = —
’ F2n+2F2n+3 F2n+1F2n+2 F2n+1F2n+2F2n+3 F2n+1F2n+2F2n+3 F2n+1F2n+3
0 car pour tout n € N* F,, > 0.

Ainsi, pour tout n € N, ga(n41)+1 — @2n+1 > 0 donc la suite (Gon+1)nen est croissante.

>

e Enfin, on sait que lim ¢, = ¢ donc lim ¢, = lim ¢o,.1 = ¢ donc
n—-+oo n—-4oo n—-+o0o

lim gony1 —qan =90 — @ =0.

n—-+00

On en conclut que |les suites (gan )nen+ €t (Gant1)nen sont adjacentes.
Soit n € N*. On a d’apres la question 2.(b),

= = dk+1 — 9k = 4n+1 — q1-
k=1 FioF k=1 " "

Bo1 ~ (=D
Or, qlzszizldoncpourtoutnEN*,Zgan+1—1~



Or, on sait d’apres la question 2.(a) que lim ¢, = ¢ d’ou lim ¢,11 = .
n—-+o0o n—-+o0o

n (_1)k+1
On en déduit que | lim =p—1

n——+o0o P Fka+1

(e) Montrons par récurrence que pour tout n € N*, g, = v,,.
e Initialisation : Pour n = 1, on a ¢ = v; = 1 donc la propriété est vraie au rang
n=1.
e Hérédité : Soit n € N*. Supposons que ¢, = v,, et montrons que ¢,11 = Up11.
Par défintion de la suite (g, )nen+, On a

Fy Foy1 +F, F, 1
i1 = oo =T = =1
Foi Fop Fon an
Or, par hypothese de récurrence, g, = v,, donc F,,,; = 1+ — = v, 1 par définition
v

n
de la suite (v,,)nen+, ce qui prouve la propriété au rang n + 1.

D’apres le principe de récurrence, on a bien montré que ‘pour toutn € N*, ¢, = vy,.

3. On sait que pour tout n € N, F,, € N. Il s’agit de montrer que pour tout n € N,

" 1 et 1 1 1

Fo,<—=+-<hh+le —=—-=-<F,<—= - <F,-—=<_-.

V5 2 V5 2 V5 2 2 NG
E,——=|=|-"%

_ L (B
1 I V- V- U I

51\
Puisque ¥5=1 €]0,1[, on a pour tout n € N, <\/_2 ) <1 dou

Or, pour tout n € N,

gOn B ‘ QOI"

2

o 1 1
our toutn e N, |, — —=| < —= < =
car /5 > 2.
Ainsi. pour tout n € N, =% < F. — £~ < 1 (e qui implique ue—l<F —Qp—n<1
» P y 9 n NG 29 q piq q ) n \/5\2

nooq
dTon B, <X+ -<F +1.

J5 2

o1
On a donc bien montré que | pour toutn € N, I}, = VD— + —J .

/52

4. (a) Soit n € N. En utilisant le résultat de la question 1.(a), on a

0Fy 4 = Elv — ™) + ¢ Zﬁ(so 4 (VB — )™,

1 1—
OI',\/——SOZ\/E— +2\/5:_ 2\/5_ !

1

= (1l
\/g(so ©

Finalement, |pour toutn € N, F,,,1 = oF), + ¢™.

ln—i—l)'




(b) Soit n € N. On a

1 n n
@Fn—i—l'f—Fn: %(@nﬂ—(p(p'nﬂ—kg@ _90, )
Or, on sait que ¢ = —— donc
¥
Pun Py = (@ + (1L g 1y )
n+ n \/g S0n+1 (,On
1 n " s 1 1
= %((<P+1)90 +¢" + (=1) (_"_E))
_ e +2)
V5
2 1 5 5! 1 5! " 2
OI“,SD_F — +\/_: +\/_:gpdonc—gp(gp%_): el
N 2 Vb
Ainsi, | pour toutn € N, pF, 1 + F, = ¢" %
(c) Soit n € N*.
e Ona
1 R .
Fn— _Fn:_ 2n 12n—1 + n2ny __ ]
pFon 1 — Fy \/3(90 P — P 4 ) = NG

Or, ¢ — ¢ = —+/5 donc pFy,_1 — Fy, = —@?" 1.

Puisque ¢’ €] —

Puisque pour tout n € N*, Fy,, € N, ceci implique que

1,0, [, alors ¢"*"~1 €] — 1,0[ donc

—™=1 €]0, 1] d’oit

0< QOFQTL,1 —F,<le k), < QOFanl < Fy, + 1.

pour toutn € N*, Fy, = [@Fon_1].

(e) Soit n >

e On a de méme pour tout n € N*, pFy, — Fo,11 = —¢

Puisque ¢’ €] — 1,0, [, alors ©?" €]0, 1| donc

2n

—?1 ] —1,0[ d'ou

—1 < @Fy, — Fopnt1 <06 Fopp — 1 < @l < Fopgg.

Puisque pour tout n € N*, F3,, 1 € N, ceci implique que | pour toutn

(d) Soit n > 2. D’apres la question 4.(a), on a

OF, —¢ = Fop1 = —¢' —

EN" oy — 1= [@pF,)].

SOln — _(’0/(1 + (pln—l).

Puisquen > 2, onan—1 > 1donc ¢! €]—1,1[ d’ott 1+¢™! €]0, 2] et finalement

—' (14 "™ 1) > 0 (car —¢' > 0).

D’autre part, puisque ¢’ €] — 1,0], la suite (|¢'|")nen décroit strictement vers 0

donc pour tout n > 2,¢™ < |¢/|" < |¢/|
n > 1,0" < —¢ dou pour tout n > 2,1
_()0/(1 + (’Dlnfl) < _90/ + s0/2 = 1.

Ainsi, pour tout n > 2,0 < oF, — ¢ — F,11

— _90/ et QO, < _gol

donc pour tout

+ "l <1 — ¢, ce qui implique que

<1, ie Fpy < oF, —

On en déduit que |pour toutn > 2, F,1 = |@F, — ¢'|.

xn+1:Fn+1+]—: L@Fn_gle+1: LSOFTL_

d’out | pour toutn = 2, z,11 = [@x,].

2. D’apres la question précédente, on a

O +1] = pF+¢] =

QO/ < Fn+1 + 1.

Lo(Fn + 1))




