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CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°9

Probleme

Partie I : Calcul des puissances d’une matrice

1. Soit A € R tel que I'équation AX = AX admette une solution non nulle. Cette équation
équivaut a (A — Al3)X = 0. Or, pour tout réel A, cette équation admet la solution nulle
et celle-ci est unique si et seulement si A — A3 est inversible.

On cherche donc a déterminer les réels \ pour lesquels A — A3 n’est pas inversible, c’est
a dire les réels A\ pour lesquels rg(A — \3) < 3.

Soit A € R. Echelonnons la matrice A — A\13.

A 1 0 2 1 2-) 2 12—
A= 0 —x 1 |20 —x 1 |BEMl g ) 1
2 1 2-) A1 0 0 2—X A2—2)
2 1 2\ 2 1 2\
Lacclacls [ 9 _x24oxn41 | 2N o _x2ion41
0 2-X  A2—2)\ 0 0 M_2)22_)42

Or, (A =222 =X +2) = (A= 1)(A+ 1)(A — 2) donc on a les équivalences

rg(A—A3) <3 XN -2 - A+2=0& \c{l,-1,2}.

‘Les réels cherchés sont donc 1, —1, et 2. ‘

2. (a) On a les équivalences suivantes :

0 10 x x Y = x
AX=X< |0 01 yl=1y| <& z =y Sr=y==z
-2 1 2 z z —2r+y+2z = =z
x 1
donc |'ensemble des solutions de AX = Xest ck X =[x | =2 |1],z€R.
x 1
(b) On a les équivalences suivantes :
0 10 x —T Y = —
AX=-Xa|0 01]lyl=-y]e P ——y@{g:
-2 1 2 z —z —2r+y+2z = —=z
x 1
donc |I’ensemble des solutions de AX = Xest { X =|—x | =2 |-1],z€eR.




(c) On a les équivalences suivantes :

0 10 x 2z Y = 2z
AX=2X<= 10 0 1|lyl=(2]< P :2y<:>{z
-2 1 2 z 2z —2r4+y+2z = 2z
T 1
donc |'ensemble des solutions de AX = Xest { X = |2z | =2 2],z €R.
4x 4

3. (a) Echelonnons P en utilisant la méthode du pivot de Gauss afin de déterminer l'inverse
de P si P est inversible.

1 1 ]. ]. 0 0 LQ(—LQ—Ll ]. 1 1 ]. O O 2 0 3
1 -1 2(0 10 |™Em o —21|/-110 "9 21
1 1 4]0 0 1 0 0 3|-1 01 0 0 3
Ll(—%Ll
1
Leli-Ls (2 0 02 1 —1\™ = /1001 1§ -1
Bdlybs | g6 0|23 -1 | =" [0 101 -1 :
0 0 3/-10 1 00 1|-35 0 3
On voit des la deuxieme étape que P est de rang 3, donc P est inversible et
1 1
by 6 3 -3
. _
p—1:1_11262_31
3 02 0 9 0 2
3 3
(b) On a
1 6 3 =3 0 10 1 1 1
P'AP = —[ 2 -3 1 0 0 1)1 -1 2
6\ 2 0 2/\212/\1 1 4
1 6 3 — 1 1 1
= —-1-2 3 — 1 -1 2
6\ 40 4/ \1 1 4
1 6 0 O
= [0 -6 0
0 0 12
1 0 O
donc |P7'AP=[0 -1 0| =D
0 0 2
1" 0 0
(¢) Puisque D est une matrice diagonale, on a pour toutn € N, D" = | 0 (=1)" 0
0 0 2"
d’ou




(d) Montrons par récurrence que pour tout n € N, P~1A"P = D™,
e Pour n =0, on a P1'A°P = P7'[3P = P7'P = I3 = D° donc la propriété est

vrale au rang n = 0.

e Soit n € N fixé tel que P~'A"P = D". D’apres la question 2.(b), P7*AP = D

donc

D" =D"D = (PT'A"P)P'AP = P'A"(PP ") AP = PT'A"[;AP = PTTA™IP,

ce qui prouve la formule au rang n + 1 et acheve la récurrence.

On a donc bien montré que |Vn € N, P~1A"P

= D".

(e) D’apres la question précédente, pour tout n € N, on a P~1A"P = D" d’ou en

multipliant a gauche par P et a droite par P~
PD"P~' = pplAn

On a donc pour tout n € N,

1.

PP = A"

(=) =34 (=1)" + 27!

1 1 1 1 1 0 0 6 3 -3
A= o1 -1 2) 0 (=1 0 2 -3 1
1 1 4 0 0 2" -2 0 2
AR CS VI 6 3 -3
1 (= 2»2) \—2 o 2
L[ SHAC-DT -2 3(1+
= o l6+2An -2 314 (-1
6+ 2((—1)" — 272) 3(1 +

-3 + (_1)n+1 + 2n+2

(~1") =3+ (—1) 42

6+ 2((—1)" — 2
donc|Vn € N, A" = G 6+ 2((—1)"+t — 2ntl)

3(1+ (—=1)")
31+ (=1)")
3(1+ (=1

—3+ (1) +2n*!
_3+ (_1)n+1 +2n+2

Partie II : Etude d’une suite récurrente linéaire d’ordre 3

1. Soit n € N. On a

0O 1 0 Up, Unt1
AXn = 0 0 1 Un+1 = Un+2
-2 1 2 Up g2 —2Up + Upy1 + 2Up2

Or, pour tout n € N, on a u, 13 = 2Up12 + U1 — 2u, donc

pour toutn € N, AX,, =

Unp41
Unpy2 | = Xn+1 .

Un43

2. Montrons par récurrence que pour tout n € N, X,, = A" X.

e Pour n =0, on a A°X|, = I3X, = X, donc la propriété est vraie au rang n = 0.
e Soit n € N fixé. On suppose que X,, = A" X,. Alors d’apres la question précédente,

Xpi1 = AX, = A(A"X,) = A" X,

ce qui prouve la formule au rang n + 1.

On a donc bien montré par récurrence que ‘pour toutn € N, X,, = A" X,.




Uo —6

3.0naXg=|u1 | =10
Uz 0
D’apres la question précédente et le résultat de la premiere partie, on en déduit que pour
tout n € N
hn L 6+2ADT =2 31+ (D)) =3+ (=) 2m
tnpr | = | 64 2((=1)" =2 31+ (=1)") =34 (=) 20
Un+2 6\ 6+ 2((—=1)" —27%2)  3(1+ (—=1)"1) =3+ (—=1)" 4 2nH3

d’ol, en considérant la premiere ligne de la matrice obtenue,

pour toutn € N,u, = —6 4+ 2(2" 4+ (=1)").

4. On a pour tout n € N,u,, > —6+2(2" — 1) = 2"t — 8.
Or, puisque 2 > 1, lim 2" = 400 donc lim 2" — 8 = +0.

n—-+00 n—-+o0o

Par comparaison, on en déduit que | lim wu, = +oo.
n——+00

Partie III : Diagonalisation simultanée

1. On a
L [6 3 -3 0 —1 1\ /1 1 1
rP'Bp = = | 2 -3 1 -2 1 1 1 -1 2
6\ 2 o 2/ \2 213/ \1 1 4
L0 0 0\ /1 1 1
:64—62 1 -1 2
-4 0 4/ \1 1 4
L (0 0 0
0 0 12
00 0
donc |P7'BP=1|0 2 0| =D
00 2

2. D’apres la question précédente, B = PD'P~! donc on obtient pour tout n € N,
(A+B)" = (PDP™'+ PD'P")" = (P(D+D")P~")" = P(D+ D")"P~*
car D + D' est diagonale.

100 10 0
Or, D+ D' =10 1 0] donc pour tout n € N(D+ D) =10 1 0
0 0 4 0 0 4"
tout n € N,
1 1 1 1 10 0 6 3 -3
(A+ B)" = 6 1 -1 2 01 0 2 -3 1
1 1 4 0 0 4 — 0 2
1 1 1 4n 3
= — |1 —1 22!
6 1 1 22n+2
8_22n+1 0 22n+1
= L 4 —22+2 ¢ 22”+2—4
6

8 — 22n+3 0 22n+3 -9

d’ou pour



donc

1
VneN,(A+ B)" = —

8 — 22n+1
4 _ 22n+2
8 — 22n+3

0
6
0

22n+1 -9
22n+2 _ 4
22n+3 -9




