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Probleme 1 : Matrices productives

Partie I : Résultats théoriques

1. (a) Supposons que B > 0 et X > 0. Tout d’abord, notons que BX € M, ;(R) et pour
tout 7 € [1,n], on a

(BX)i1 =Y BixXp,1.
k=1
Or, pour tout k € [1,n], B;x > 0 et X;; > 0 puisque B > 0 et X > 0.
Ainsi, pour tout ¢ € [1,n], (BX);1 = 0 car c’est une somme de termes positifs, ce
qui prouve que
(b) Supposons que pour toute matrice colonne X € M, ;(R) positive, on a BX > 0.
Montrons que B > 0.

Soit j € [1,n]

0
0
Soit X = | 1| la matrice colonne constituée d’un 1 en ligne j et de 0 ailleurs, i.e.
0
0
: 1 sit=y
pour tout i € [1,n]X;; =0,; = 0 sinon

La matrice X € M,,;1(R) est positive, donc par hypothese, on a BX > 0, i.e. pour

tout ¢ € [[1,71]], (BX)ZJ = ZBZ’k Xk,l = BLJ'XJ'J = Bi,j 2 0.
~—

k=1
=0,k

Ainsi, pour tout (i, ) € [1,n]? B;; = 0 donc M
2. Par hypothese, on sait que P est positive et que P > AP.
Pour tout 7 € [1,n], on a P,y > (AP);1.



D’apres la question 1.a), puisque A est positive et P est positive, alors AP est positive
donc pour tout i € [1,n], (AP);1 > 0, ce qui implique que P;; > 0 d’ou
n

3. (a)

Par hypothese, X > AX donc pour tout i € [1,n],z; > (AX);1 = Zaiyja:j.

j=1
En particulier, pour ¢ = k, on trouve xy > Z Ak ;T ;-
n
Puisque zp = cpg, on en déduit que cpp > Z ay ;. Ainsi
j=1
n n
(S0 SR EE SRRIED SLIUED SISTED orems e
i=1 j=1
d’ou
n n
¢ (pk - Z ak,ij) Z ag;(T; — cp;)-
j=1 7j=1
n n
Puisque P > AP, on a p; > (AP)y1 = ZakJPj donc py — Zakﬁjpj > 0. On peut
j=1 j=1

n
donc diviser par p, — Z ar,;p; et d’apres la question précédente, on obtient
j=1

Zakj i — p;)

Dk — Z Ak,iPj

J=1

c>?

On vient de dire que le dénominateur est positif. Montrons que le numérateur 'est
également.

Par définition, ¢ = mln{ ,j € [1,n]} donc pour tout j € [1,n],¢ < z—j Or,
P > 0 donc en mulmphant par p;, on obtient que pour tout j € [1,n], cp; < xj, ie.
xj —cpj = 0.

D’autre part, A est positive donc pour tout j € [1,n],ax; = 0.

n
Alinsi, E apj(x; —cpj) = 0 car c’est une somme a termes positifs.
=1

Finalement, on a bien montré que

Comme dit précédemment, on a alors pour tout j € [1,n],z; > cp; avec ¢ > 0 et

p; > 0 car P > 0 donc pour tout j € [1,n],z; > 0, ce qui prouve que‘Xest positive.‘
Supposons que X = AX. On a alors —X = —AX = A(—X) dou — X —A(—-X) =0
et en particulier —X — A(—X) >0, i.e. =X > A(—X).

En raisonnant comme dans les questions précédentes, on en déduit que —X > 0,
d’'ou X <0.

D’apres la question precedente on a a la fois X > 0 et X < 0, i.e. pour tout
je[l,n],z; >20et z; <0 donc z; =0, ce qui assure que

Ainsi, I’équation X = AX, équivalente a (I,, — A) X = 0, admet pour unique solution

X =0, ce qui assure que |([,, — A) est inversible.




4. (a) Ona X = (I,—A)Y =Y — AY. Puisque X > 0, en en déduit que Y — AY > 0, i.e.
Y > AY. D’apres la question 3.b), ceci implique que m
Ainsi, pour toute matrice colonne X € M, ;(R) positive, on a (I, — A7)X > 0

donc d’apres la question 1.b),| (I, — A) ' est positive.
(b) Tout d’abord, puisque (I,, — B)™' € M, ,(R) et U € M,,;(R), alors

V =(I,— B)"'U € M,;(R).

De plus, puisque (I, — B)™! et U sont positives, on en déduit que V est positive
d’apres la question 1.a).

D’aprés Pénoncé, on a U > 0. Ainsi, V — BV = (I, — B)V = U > 0 donc
Autrement dit, B est une matrice carrée positive telle qu’il existe une matrice colonne
V' positive vérifiant V' > BV, i.e. ‘B est productive.‘

5. e Si A est productive, on a par définition A > 0 et on montré en question 3.c, que (I,, — A)
était inversible puis en question 4.a que (I,, — A)~! était positive.
e Réciproquement, si on suppose A > 0,1, — A inversible et (I, — A)~! positive, on a
montré en question 4.b que A était productive.
On a donc bien 'équivalence voulue.

6. Soit A une matrice productive. On a A > 0 donc AT > 0 également (en effet, pour tout
(Zaj) € [[17”]]27 (AT)L]' = Qji > 0)
Par ailleurs, puisque A est productive, on sait d’apres la question précédente que I, — A
est inversible donc (I,, — A)T = IT — AT = I,, — AT T’est également et son inverse est

(L= A = (I, = A" = (1. - A"

Puisque A est productive, (I, — A)™* > 0 donc ((I, — A)™HT >0, i.e. (I, — AT)"t > 0.
Finalement AT > 0, I,, — AT est inversible et (I, — AT)™! > 0.

D’apres la question précédente, ceci assure que | AT est productive.

7. Soit A € M,, ,(R) une matrice positive et nilpotente, i.e. il existe p € N*, tel que AP = 0.
Montrons que I,, — A est inversible. En effet, on a

p—1 p—1
(Lo —A)) A=A - A = A AP = [, — AP = ],
k=0 k=0

p—1
donc I,, — A est inversible d’inverse (I, — A)™! = Z A”,
k=0

Or, puisque A est positive, il est clair que toutes les puissances de A sont également a

p—1
ceefficients positifs, done (I, — A)~! = Z A* >0, ce qui prouve que | A est productive.
k=0

Partie 1II : Exemples de matrices productives

1. e Soit A € R. On sait d’apres la partie précédente que A, est productive si et seulement
si A, > 0,1, — M, est inversible et (I,, — AI,,)~! est positive.
Tout d’abord, AI,, > 0 si et seulement si A > 0.
Ensuite, I,, — A, = (1 — \)1, est inversible si et seulement si 1 — X # 0, i.e. A # 1 et dans

1
ce cas, (I, — A\L,) ' = (1= NI, = ﬁ‘l” est positive si et seulement si 1 — A > 0,
ie. A< 1.



Finalement | A\[,, est productivesi et seulement si0 < A\ < 1. ‘

e On a D > 0 si et seulement si pour tout i € [1,n],d; > 0.

1—d; 0 e 0
. 0 1— d2 : . . . .
Ensuite, I, — D = est inversible si et seulement si pour
: 0
0 o 0 1—d,
1
— 0 0
0 1
tout i € [1,n],1—d; # 0, i.e. d; # 1 et dans ce cas, ([,— D)™ = 1—d;
1
0 0 =

est positive si et seulement si pour tout i € [1,n],1 —d; >0, i.e. d; < 1.

Finalement | D est productivesi et seulement si pour tout: € [1,n],0 < d; < 1.

. Tout d’abord, puisque @ > 0, on a bien A > 0. Ensuite, A? = 0 donc A est une matrice
positive et nilpotente. D’apres la question 7 de la partie I, ‘A est productive. ‘

D’apres la question 4.b de la partie I, si on note U = (1) , alors P = (I, — A)~1U vérifie
P> AP.

Onaln—A:(1

0 —1a) . On a det(l, — A) =1 # 0 donc [,, — A est inversible d’inverse

-1 (Loa ot (Loa) (1 _[fa+1) _
(I, — A) _(0 1 etona (l,—A)"'U= 0 1)) = 1 =P
- ; . (0 a\ (a+1) fa a+1\
Onver1ﬁequ0nablenAP—(0 O)( 1 >_(O><< 1 )—P.

. Tout d’abord, on a bien B > 0. Inversons [I,, —

1 -1 0|1 0 O 1 1 00 Li+L1+2L
Onal,—B=| 0 1 —1lo 1 o |"=28™ | o % 0 1 0 | Fteytee
-1 —3 1]001 0 3 4|104
1 0 —1|1 2 Ly ILi+Ls 1 0 0|2 8 4
0 % —% 0 1 fac2latla | g 1 0|1 8 4 donc I,,— B est inversible d’in-
00 11|16 0 0 1|1 6 4

0
0
4
2 8 4
verse (I, — B)™! = (1 8 4] =0, ce qui prouve que | B est productive.‘
1 6 4

1 2 8 4 1 14
Posons V= |1]|et([,-B)'V=|[1 8 4 1 = |13 =Q|
1 1 6 4 11
0 1 0
On a alors bien BQ = | 0 % % 12 < = Q.
i20
0 -2 -3
.Onal,—C=1[—-1 1 —1] quin’est pas inversible car elle comporte une ligne de 0
0O 0 0

donc | C'n’est pas productive.




Probléme 2 : Etude d’une marche aléatoire

Partie I : Calcul des puissances d’une matrice

1. Soit A € R tel que I'équation M X = AX admette une solution non nulle. Cette équation
équivaut a (M — A3)X = 0. Or, pour tout réel \, cette équation admet la solution nulle
et celle-ci est unique si et seulement si M — A3 est inversible.

On cherche donc a déterminer les réels A pour lesquels M — AI3 n’est pas inversible, c’est
a dire les réels A pour lesquels rg(M — A\3) < 3.
Soit A € R. Echelonnons la matrice M — \l5. On a

2 — 4\ 1 1 1 1 1 2 — 4\ Lo<—Lo—1Ly
M-Mz==| 1 2-4x 1 |"2ee2 1 9_y4y 1 |Bolt2h
4\ 12— 4\ \oan 1 1
(11 92— 4\ (11 92— 4\
“ 10 1—4) 4N —1 Lalafle Z 1 1 4\ 4N —1
0 4h—1 —16X2+ 16X —3 N0 0 —16)\2+420N—4

Observons que —16A\? + 20\ —4 = —4(4)\? =5\ + 1) = —4(\ — 1)(4\ — 1) donc les racines
de ce trinome du second degré sont 1 et 71'
1 1 1 11
e Si\= 7 on obtient ) 0 0 0] doncrg(M — 1) =1<3.
000
1 1 1 =2
e SiA=1,onobtient — [0 —3 3 | doncrg(M —I3) =2 < 3.
0 0 O
e SiA¢ {1,1},onal—4X#0et —16A% + 20\ — 4 # 0, donc rg(M — \I3) = 3.

1
Les deux réels cherchés sont donc 1 et 1.

x
2. (a) Soit X =y ]|].Ona
z
x x
MX =X & AM y | =41y
z
20 +y+z = 4x
& rT+2y+2z = 4y
r+y+2z = 4z
—2r4+y+z = 0
& r—2y+z = 0
r+y—2z = 0
Lo2Lo+Ly —2r4+y+z = 0
Lse 2Latin —3y+3z = 0
3y — 3z =0
{x = z
<
y = z
T 1
donc |’ensemble des solutions de M X = Xest ck X =[x | =z |1],z€R.
T 1




(b) Soit X = [y |.Ona
z
1 x x
MXZZX S AMlyl =1y
z z
2r4+y+z2 = «x
& rT+2y+z =y
r+y+2z = 2
& rv+y+z2=0
&S z=—x—1.
x x 1 0
Ainsi, X = |y | = Y =z | 0 | +y| 1
z - —y —1
1 1 0
Ainsi, | ’ensemble des solutions deMX:ZXest X=a| 0 |+y| 1], (2,9) €R
-1 -1
1 1 0
3. Posons P=1[1 0 1
1 -1 -1
Calculons P~! par la méthode du pivot de Gauss.
1 1 O 1 0 0 Lo+ Lo—1L1 1 0 1 0 0 Li<+Li+Lo
1 0 1[0 1 0 |"tyh —1 1 =1 1 0 | "t
1 —1 —=1(0 0 1 -2 —-1|-1 01
L1<—%L1
L0 1[0 1 0\mestarze (3 0 01 1 1Y\ Poir
0 -1 1 |—1 1 o™ 0o 3 0|2 1 1] "=
0o 0 -3/ 1 =21 0o 0 -3/ 1 =21
T
010 1
00 1] 2
1 1 1
On obtient P‘1:§ 2 -1 —1].
-1 2 -1
4. On a
1 1 1 1 2 11 1 1 0
P*MP:E 2 —1 =112 1)1 0o 1
-1 2 -1 11 2 1 -1 -1
1 4 4 4 1 1 0
= 73 2 -1 -1 1 0 1
-1 2 -1 1 -1 —1
1 00
= 0 i 0] =D.
0 0 }1




5. Ona P"'MP = D donc M = PDP~!. Par une récurrence immédiate, on obtient pour
tout n € N, M" = PD"P~!,

m 0 0 1 4" 0 0
Or, pour tout n e N, D" = [ 0 4% 0] = yr 0 10
0 0 4 0 1

Ainsi, pour tout entier naturel n,

) 1 1 0 47 0 0 1 1 1
M":34n101 0 10 9 —1 —1
X 1 -1 —1 001/ \=1 2 -1
) 47 10 1 1 1
= o (401 9 -1 —1
X g 1 —1) \=1 2 -1
| A 49 4 1 4n 1
= lgop (¢ -1 a2
X AV — 1 47— 1 4" 42

Partie II : Calcul des probabilités

1
1. D’apres I'énoncé, on a pg =1, qo =19 =0, p; = 5 et g =1 = 1

2. Soit n € N. D’apres la formule des probabilités totales dans le systeme complet d’événements

(A, By, Cy), on a

P(As) = Pa,(An)P(A,) + P, (Aues)B(Bo) + o, (A1) B(C,)
B(Burt) = B (Byi))B(A) + Ep, (Bur1 E(By) + For (BuJP(CL)
P(Crp1) = Pa,(Cop)P(An) + Pp, (Coa)P(Bn) + P, (Cotd)P(Cr)
d’ou
Pnt1 = 35Pn + 14n + an
n+1 = 4DPn + 5qn + an
Tnyl = ipn + 1qn + %rn

ce qui s’écrit matriciellement

|
.

1 1 1
AN
In+1 | = |2 2 1 In
1 1 1
T'n41 i 1 3 Tn
ou encore
Vi = MV, |

3. On en déduit par une récurrence immédiate que ‘pour toutn € N, V,, = M"Vj.

Ainsi, on a pour tout entier naturel n,

Pn LR RS W CE A
| =g (41 42 -1 g
x gn—1 4n—1 4+ 2] \n

n
avec pg =1l et gg =19 =0.
Ainsi, on obtient pour tout n € N,

T2 4
Pr = 3 g 0 = I T 3y

7



2
4. Ona4"+2:4”(1+4%) avec lim 1+4—n:1donc4n+2 ~ 4" On montre de

n—-+o0o n——+00
meme que 4" —1 ~ 4",

n—+00
Ainsi d n tend o~ = o~ =3
nsi, quand n tend vers 400, on a p. nestoo 3 X 4N 3 AN 3 x 4n 3 ¢
4m 1
qn ~ = —.
n—+oo 3 X 4n 3
On en déduit que
nEIJPoo Pn = ngriloo In = nEIJPOO =3

Ceci signifie qu’apres un tres grand nombre d’étapes, le pion a autant de chances d’étre
en A, en B ouen C.

Partie 111 : Nombre moyen de passages en A

1.

La variable aléatoire X;+- - -+ X,, compte le nombre de passages en A lors des n premieres
étapes et le nombre E(X; + ... X,,) est le nombre moyen de passages en A lors des n
premieres étapes, c’est a dire est égal a a,,.

Soit n € N*. Alors

12
3 x4n’

E(Xn) = P(An) = DPn

Soit n € N*. On a a, = E(X; + ... X,,). Par linéarité de 'espérance, on obtient

3

a, = E(

£

b
Il
—_

I
(]
oih
X
|t
> DN

k=1
B n+2" 1
3 34— gk
k=1
n 2 1 1—(H"
T 33Xl

52
w3

2 1
Or, lim 1+—<1——n):1donc an,




