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CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°11

Fonctions trigonométriques réciproques

1. (a) Par imparité de la fonction sinus, on a pour tout = € [—1, 1],

sin(— arcsin(z)) = —sin(arcsin(z)) = —z = sin(arcsin(—x))

donc par injectivité de sin sur [-7, 7

|, on en déduit que pour tout = € [—1, 1], arcsin(—z) =

— arcsin(z) donc ‘la fonction arcsin est impaire. ‘

Puisque la fonction sinus est continue et strictement croissante sur [—Z, Z], on déduit
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du théoreme de la bijection que | arcsin

est continue et strictement croissante sur [—1,1].

La fonction sin est dérivable sur [—%,%] et on a pour tout x € [—%, ] sin'(z) =
cos(x).

Ainsi, sin'(z) #0 <z €] — 5, 5.

D’apres le théoreme de dérivation d’une fonction réciproque, on en déduit que arcsin
est dérivable en x € [—1,1] si et seulement si arcsin(z) €] — 7, §[, c’est a dire si et

seulement si x €] — 1, 1].

Ainsi, |arcsin est dérivable sur| — 1,1]

et on a pour tout = €] —1,1],

1 1

arcsin’(z) =

Or, pour tout x €] — 1, 1[, cos?(arcsin(x)) = 1 — sin*(arcsin(z)) = 1 — 22
oL

Pour tout z €] — 1, 1[, arcsin(z) €] —

sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z))

2

%[ donc cos(arcsin(z)) > 0, d’olt

cos(arcsin(z)) = V1 — z2.

Finalement,

Vo €] — 1,1[, arcsin’(z) =

1
V1—a?

Puisque la fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, 7|, on

déduit du théoreme de la bijection que

arccos est continue et strictement décroissante sur [—1, 1].

La fonction cos est dérivable sur [0, 7| et on a pour tout x € [0, 7], cos’(x) = — sin(z).

Ainsi, cos'(z) # 0 < x €]0,7[.

D’apres le théoreme de dérivation d’une fonction réciproque, on en déduit que arccos
est dérivable en z € [—1,1] si et seulement si arccos(x) €0, 7[, c’est a dire si et

seulement si x €] — 1, 1].

Ainsi, | arccos est dérivable sur| — 1,1]

et on a pour tout z €] — 1,1],

arccos' (z) =

1 1

Or, pour tout x €] — 1, 1], sin®(arccos(

cos’(arccos(z)) B sin(arccos(z))’

r)) =1 — cos?(arccos(r)) = 1 — z2.




Pour tout = €] — 1, 1], arccos(z) €]0, 7| donc sin(arccos(x)) > 0 d’out

sin(arccos(x)) = V1 — z2.

Ainsi,
1
Vx €] — 1,1], arccos’ (z) = — ——.
|1, avccos'(a) = — 2y
(c) Soit f: L — R
r > arccos(x) + arccos(—x).
D’apres la question précédente, la fonction f est dérivable sur | — 1, 1] et on a pour

tout x €] — 1,1],

1 . 1
Vi—a?  /1—(—x)?

f'(z) = arccos'(x) — arccos'(—z) = — —0

donc la fonction f est constante sur | —1,1][.
Ainsi, pour tout x €] — 1, 1[, arccos(z) 4 arccos(—z) = f(0) = 2arccos(0) = .
D’autre part, arccos(1) + arccos(—1) = arccos(—1) + arccos(1) =0+ 7w = 7.

Donc | pour tout x € [—1, 1], arccos(x) + arccos(—x) = .

3. Soit T — arcsin(z) + arccos(z).

La fonction g est dérivable sur | —1, 1] comme somme de fonctions dérivables sur | —1, 1]
et on a pour tout x €] — 1, 1],

1 1
'(x) = arcsin’(z) + arccos'(z) = — =
¢() (=) ©) = s~ s
donc la fonction g est constante sur | — 1, 1].
Ainsi, pour tout 2 €]—1, 1], arcsin(x)+arccos(z) = g(x) = g(0) = arcsin(0)+arccos(0) =
Tow
0+ -=T
* 2 2
D’autre part,
: T m , m m
g(—1) = arcsin(—1)+arccos(—1) = —E—I—ﬂ' =35 et g¢(1) = arcsin(1)+arccos(l) = §+0 =5

Finalement, pour tout x € [—1, 1], arcsin(x) + arccos(z) = g

4. Soit v : & — arctan(x) + arctan(1). La fonction v est dérivable sur R* comme composée
de fonctions dérivables sur R* et on a pour tout x € R*,

I S DU N 1
1422 a2 1—|—x—12_1—i—:r2 14+ 22

V() =0.

Attention : R* n’est pas un intervalle donc on ne peut pas en déduire que v est constante
sur R*! On peut simplement en déduire que v est constante sur chacun des intervalles
R* et R*.

Ainsi, pour tout x > 0,v(z) = v(1) = 2arctan(1l) =

5
De méme, pour tout z < 0,v(z) = v(—1) = 2arctan(—

1) = —Z donc

1 1
Va > 0,arctan(z) + arctan (—) = get Vr < 0,arctan(z) + arctan (—) = —g.
T T




5.(a) Soit w : x + arctan(z) — arctan(). La fonction w est dérivable sur R* comme
composée de fonctions dérivables sur R* et on a pour tout x € R*

1 -1 1 1 1 2

1422 22 1+9&l2 1+x2+1+x2 1+ 22

w'(x)

Ainsi, pour tout z € R*, w'(x) > 0 donc w est strictement croissante sur les intervalles
R et sur R*.
Calculons les limites de w aux bornes de son domaine de définition.

1
e On a lim arctan(z) = ~ I Par ailleurs, lim — = 0 et lim arctan(z) = 0 donc
T——00 2 r——00 I z—0

1
par composition de limites, lim arctan <—) =0.
T—r—00 €T

Par somme de limites, on en déduit que
. . 1 s
lim w(z) = lim arctan(z) —arctan | — | = ——.

T——00 T——00 x 2

T 1
e De méme, lirf arctan(x) = 7 Par ailleurs, lir}rn — =0cet lir% arctan(z) = 0
T—+00 T—+00 I T—

o o . 1
donc par composition de limites, lim arctan | — | = 0.
T—r—+00 €T

Par somme de limites, on en déduit que

Tr—400 Tr—400 €T

1
lim w(x) = lim arctan(z) — arctan <—) = g

1 T
e On a lim arctan(z) = 0. Par ailleurs, lim — = 400 et lim arctan(z) = = donc
z—0t+ z—0t T T—+00 2

.. .. . 1 T
par composition de limites, lim arctan | — | = —.
z—07F T 2

Par somme de limites, on en déduit que

1
lim w(z) = lim arctan(z) — arctan <—> =-I

z—0+ z—0+ x 2
: . 1 . T
e Enfin, lim arctan(z) = 0. Par ailleurs, lim — = —oco et lim arctan(z) = ——
20— 20~ T z——00 2
.. . . 1 s
donc par composition de limites, lim arctan | — | = ——.
z—0~ i 2

Par somme de limites, on en déduit que

1
lim w(z) = lim arctan(z) — arctan (—) = g

rz—0~ z—0~ Xz

On obtient le tableau de variation suivant :

x —00 0 —+00
3 3
- -

Puisque lim w(x) # lim w(z), on en déduit que
z—0+t z—0~

’1& fonction wn’est pas prolongeable par continuité en 0.




(b) La fonction w est continue, strictement croissante sur | — oo, 0] donc elle réalise une

bijection de ] — oo, 0 sur w(] — 00,0[) =] — 7, 5[.

[, il existe donc un unique réel zy €] — 00, 0] tel qu e w(z) = J.

T T
272
De méme,la fonction w est continue, strictement croissante sur |0, 4o00[ donc elle

réalise une bijection de 0, 400 sur w(]0, +-00) =] — 7, 7.

[, il existe donc un unique réel x; €]0, +-o0[ tel que w(x;) = 7.

Puisque % €] —

™ T

Puisque § €] — 7,7

Finalement, |I’équation (F) admet deux solutions réelles.

(c) D’apres le tableau de variation de la fonction w, on sait que pour tout x € R*, arctan(z)—
arctan() €] — Z,Z[ donc pour tout z € R*, arctan(tan (arctan(z) — arctan (1))) =

arctan(x) — arctan (1) . Ceci implique qu’on a l’équivalence

T

1 7r tan(arctan(z)) — tan(arctan(:))
(E) & tan (arctan(x) — arctan (E)) = tan (Z) 7 + tan(arctan(z)) tan(arctan()) =1

r_1

o 29”:1<:>$2—2x—120<:> r=1-v20uz=1+V2

6. Soit h : x — arccos (H——i) — 2arctan(y/x).

Tout d’abord, remarquons que la fonction racine carrée est définie sur R, donc il est
nécessaire que x soit positif.

D’autre part, pour tout x > 0,1+x >0et —1 —2x <1—2 < 1+ 2 donc en divisant par
-
1+2x,—1 < —— <1 pour tout x > 0.
1+z

Ainsi, la fonction g est bien définie sur Ry et est dérivable sur RY de dérivée, pour tout
x>0,

W (z) —(1—}—93)—(1—x)x 1 1 " 1
r) = — - —
(1+2)? 1 (=22 Vo 14z
(1+x>
B 2 " 1+ 1 " 1
I+22 " JA+a2-(1-22 V2 1+z
2 1 1 1
l+z Vir o 1+
1 1 1 1
Ve o 14z oo 14z

= 0

donc la fonction / est constante sur R’} et pour tout z > 0,
T T
h(xz) = h(1) = arccos(0) — 2 arctan(l) = 5 2 % 1= 0.

En outre, h(0) = arccos(1) — 2arctan(0) = 0.
Finalement, pour tout > 0, h(z) = 0 donc

1—=x
pour tout xz > 0, arccos (1

) = 2arctan(y/r).

+x

7. Soit u : & — arcsin ( ) — arctan(z).

2+ 1



Notons que la fonction arctan est définie et dérivable sur R. La fonction arcsin est, elle,
x
définie sur |—1, 1] et dérivable sur | — 1, 1. Or, pour tout r € R, —— €| — 1, 1|.
L1 |- 11 g el Ll
|z]
2

En effet, pour tout x € R, v22 + 1 > vV2? = || donc ——— < 1, i.e.

e —2 1.
2 +1

Ainsi, la fonction u est définie et dérivable sur R et on a pour tout x € R :

) o 2x
Ul<£L'> _ 2+ 1 IQ\/x2+1 1 _ 1
241 1—(2—)2 =°+1
V241
2?4 1—a? x2+1 1
@2+ 1) Vel l—a? a?+1
B 1 1
o241 a2+1
=0

donc la fonction u est constante sur R et on a pour tout z € R,
u(z) = u(0) = arcsin(0) — arctan(0) = 0,

T

Var+1

Finalement, | pour tout x € R, arcsin (

i.e. arcsin ( ) — arctan(z) = 0.

x
2+ 1

) — arctan(z).




