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Corrigé de la liste d’exercices n°17 Intégration

Exercice 1.
1. La fonction est bien définie si t? +2t —3 # 0, i.e. si t ¢ {1,—3} donc D =R\ {-3,1}.
2. Pour tout t € D, on a
t+7 a b t+7 (a+Db)t+3a—0b

= = = S t47 = b)t+3a—b.
Pr2-3 (-1 113 £120-3 242t -3 +7 = (a+b)t+3a

Par identification, on en déduit
a+b =1 el a = 2
3a—b = 7 b = -1

3. D’apres la question précédente, on a

O t4+7 0 2 1
I= [ —T % - Sl
/_2t2+2t—3 /_z(t—l t+3>

Par linéarité de I'intégrale, on en déduit

I= 2/2 n Citl—/_Q " jlf?) = 2[In(|t—1])]%,—[In(]t+3])]°, = —21In(3)—In(3) = —31In(3).

1

Vr—1++vVz+1

WVr+l—-vVr-1 Va+l V-1

S or+l—(z—1) 2 2

(z+1)2 — (z—1)2
3

Exercice 2. La fonction f:z est définie sur [1, +o0].

On a pour tout = > 1, f(z)

Une primitive de f sur [1, +00| est alors F': x +—

Exercice 3.

4t) + 1
—COS( 2) i donc par linéarité de I'intégrale, on obtient :

T 1 [ 1 [ 1 [sin(4t)]”
/ cos?(2t)dt = —/ cos(4t)dt + —/ dt = - sin(4t) +I-Z
; 2 J; 2/, 2|74 |, 2 2

1. Pour tout ¢ € R, on a cos?(2t) =

2. On a pour tout t € R,

3sin(t) — sin(3t)

_li (2i sin(3t)—6i sin(t)) = 1

it _ ot 3 1 ' ‘ ‘ '
sin3(t) — (—> — _5(63115_36%_’_367225_673115) —
1 1

Par linéarité de I'intégrale, on obtient :

[t =2 [amat [anni= 3o [-5E0) 31



3. On a pour tout t € R,

it —it\ 3 it —it\ 4
cos®(t) sin*(t) = (6 +26 ) (6 2; )

1 .
— 128( 3“—{—36”—}—36 Zt—i—@ 37,t>( 44t 4€2zt+6 de~ 21t te 4zt)

= %8(2 cos(7t) — 2 cos(bt) — 6 cos(3t) + 6 cos(t))

1
64(cos(7t) — cos(ht) — 3cos(3t) + 3cos(t)).

Par linéarité de I'intégrale, on obtient

/07r cos’(t) sin*(t)dt = 6i4 (/07r cos(7t)dt — /07r cos(5t)dt — 3 /07r cos(3t)dt + 3 /07r Cos(t)dt>
g (5] - [0 -2 st
= 0.

0 0

Autre méthode :

/07T cos®(t) sin*(t)dt = /Og cos®(t) sin*(t)dt + /7r cos® (1) sin (¢)dt.

™

2
Dans la deuxieme intégrale, on réalise le changement de variable u = m — t et on obtient
%

[fﬂ cos®(t) sin*(t)dt = — /TO cos®(m — u) sin (7 — w)du = / — cos?(u) sin’ (u)du

0

=— /2 cos®(u) sin® (u)du
0

donc/ cos®(t) sin(t)dt = 0.
0

4. On a pour tout t € R,

it —it\ 2 / it —it\ 4
9 4 e’ +e e’ —e
t t) =
cos”(t) sin*(t) ( 5 ) < 5; )
1

— a(62’it + 2 + e*?ilﬁ)( 4it — 4e 2it + 6 — 4672% 4 674it>
1

= a(? cos(6t) — 4 cos(4t) — 2 cos(2t) + 4)
1 1 1 1

= 33 cos(6t) — 1 cos(4t) — ) cos(2t) + 6

Par linéarité de I'intégrale, on obtient

T 1 [7 1 1 [7
/ cos?(t)sin*(t)dt = — [ cos(6t)dt — — [ cos(4t)dt — —/ cos(2t)dt + — [ dt
; 32/, 16 16
1 [sin(6t)]" 1 sm(4t) 1 [sin 2t) L
o326 |, 16 4 |, 320 2 |, 16
7T

16



T

Exercice 4. Soit F' la fonction définie sur R par F(x) = / f(t)dt. Puisque f est continue

sur R, d’apres le théoreme de 'analyse, F' est I'unique primoitive de f qui s’annule en 0. En
particulier, pour tout z € R, F'(z) = f(z) et puisque f est continue sur R, on en déduit que F
est de classe C! sur R.

D’apres la relation de Chasles, on a pour tout z € R,

-1

Gl =5 [ s =3 ( | swa- [ f(t>dt> = J(FE 1) - Fla - 1))

La fonction G est de classe C! sur R comme composée de fonctions de classe C! sur R et pour
tout z € R,

flz—1)
—

t? t?
TP dt. Puisque la fonction f : ¢ — T

est continue sur R, d’apres le théoreme fondamental de ’analyse, F' est 'unique primitive de f
sur R qui s’annule en 1, i.e. pour tout z € R, F'(z) = f(x) et F(1) = 0.
On alors

G'(z) = %(QxF'(:BQ 1) = Fla—1)) = %(Qa:f(a:Q 1) = fr—1)) = af(a?+1) —

x
Exercice 5. Posons pour tout = € R, F(z) = /
1

1T _ F(x)-FQ1) 1
iﬂ%—l/l red =i =P =/ =3

Exercice 6.
1
1. Soit ]:/ r2e3dr.
0

On réalise une intégration par parties en posant u(z) = z*,v'(z) = €, u/(x) = 32%,v(z) =

1 1 1 63 1
I = [—msegx} —/ r2e3dr = — —/ r2e3de.
3 o Jo 3 0

On réalise une nouvelle intégration par parties en posant u(z) = z2,v'(z) = €¥,u/(z) =

1
563’” et on obtient

1
2z,v(z) = 56333 et on obtient

I = % — [§x2e?’z]o + 5/0 reddr = 5/0 zeldz.

Enfin, on effectue une derniere intégration par parties en posant u(zx) = z,v'(z) =

1
3 u'(x) =1,v(z) = 56390 et on obtient

21 Lo 2 2 2 2 2 4 2
J— 2| Zpese| 2 Sy = L3 Ll 28 23 L % 83, 2
{ e L 3/0 3¢ dr =g — e h =5 et =ty

1
2. Soit ]:/ e “sin(z)dz.
0

On réalise une intégration par parties en posant u'(z) = e %, v(x) = sin(z),u(z) =
—e ¥ v'(x) = cos(z) et on obtient

1 1
I = [—sin(z)e ™)) + / e *cos(z)dr = —sin(1)e™ ! + / e " cos(z)dz.
0 0



On effectue une nouvelle intégration par parties en posant u/(z) = e, v(x) = cos(x), u(z) =
—e ¥ v'(x) = —sin(x) et on obtient

1
I =—sin(l)e™" + [—e " cos(x)]y — / e “sin(z)dr = —sin(1)e ' —e tcos(1) +1—1
0

d’ou

2] =1 — e *(cos(1) +sin(1))
1 — e (cos(1) + sin(1))

5 .

et finalement [/ =

1
3. Soit ]:/ t* arctan(t)dt.
0
On réalise une intégration par parties en posant u'(t) = t* v(t) = arctan(t),u(t) =
t3

1
—,V'(t) = et on obtient
3 1+ t2

] (R R S g
3 o 3o 148227 12 3 )y 14¢£2

, t3 t? 1
Par ailleurs, pour tout t € [0, 1], —— =t X =t|1-— =t—

donc

14t 14 t2 1+ t2 1+ t2

par linéarité de 'intégrale, on obtient

1 3 1 271 1
1 1—1In(2
/ t Sdt = | tdt — :r_} —[—1n(1+t2)} _1-ln(2)
o 1+t 2], |2 . 9
donc 1(2) '
v n —
= 2=
2776

Exercice 7.
1. D’apres le théoreme fondamental de l'analyse, la fonction F' : z — / In®(t)dt est
1

l'unique primitive de z + In*(z) sur R% qui s’annule en 1.
On effectue une intégration par parties en posant u(t) = In(t),v'(t) = In(t),u/(t) =

1
o v(t) = tIn(t) —t et on obtient pour tout x € R*,

Flz) = [In(t)(tln(t) — ) — /lx(ln(t)—l)dt

— In(z)(zn(z) — z) — /1 n(t)dt + o — 1

= zln(x)(In(z) — 1) — [tIn(t) — ¢ + = — 1

= zlhn(x)(In(z) - 1) —zhn(zx)+zr—-1+2—1
= zln(z)(In(x) — 2) 4+ 2z — 2.

2. D’apres le théoreme fondamental de l'analyse, la fonction F' : x — / sin(V/t)dt est

0
I'unique primitive de 2 — sin(/x) sur R qui s’annule en 0. On effectue un changement
de variables en posant u = v/t < t = v d’ou dt = 3u’du. On obtient pour tout z € R,

¥z
F(z) = 3/ u? sin(u)du.
0



On effectue une intégration par parties en posant z(u) = u? y/'(u) = sin(u),2’(u) =
2u, y(u) = — cos(u) et on obtient pour tout = € R,

2 Yz Ve 2 3 Ve
F(z) = 3[—u” cos(u)]y“ + 6 wcos(u)du = —3z3 cos(/x) + 6 u cos(u)du.
0 0

On effectue une nouvelle intégration par parties en posant z(u) = u,y'(u) = cos(u), z’'(u) =
1,y(u) = sin(u) et on obtient

2 3 % 2 3
F(x) = =323 cos(/x)+6[u sin(u)]O‘/E—G/O sin(u)du = —3z3 cos(/x)+6+/ v sin(y/x)—6[— cos(u)]a/i

d’ott pour tout x € R, F(x) = =313 cos(¥/z) + 69/ sin(¥/z) + 6 cos(/x) — 6.
3. D’apres le théoreme fondamental de l'analyse , la fonction F' : x — / tIn(t)dt est
1
I'unique primitive de z +— zIn(z) sur R qui s’annule en 1.

On effectue une intégration par parties en posant u(t) = In(t),v'(¢t) = t,u'(t) =
2
3 et on obtient pour tout x € RY

1

4. Pour tout z € R, 2% + 2x + 5 # 0 car le discriminant de ce trindme du second degré est
1

224+ 2r+5
La fonction f est contmue sur R donc d’apres le théoreme fondamental de ’analyse, la

fonction F': x — /

strictement négatif. Posons pour tout réel z, f(z) =

est I'unique primitive de f sur R qui s’annule en 0.

2 + 2t +5
v dt 1 [* dt
On a pour tout x € R, F(x) = —_— = — —_—
P () /0 (t+1)2+4 4/0 (B2 41
t+1
On effectue un changement de variable en posant u = =5 d’oul du = — ou encore
dt = 2du et on obtient pour tout x € R,
x+1
1 [ 2du 1 =21 arctan(%t) — arctan(3)
F(r) = / = Sfarctan ()]} = g |

5.(a) La fonction f : x — /1 — a2 est continue sur [—1,1]. D’apres le théoreme fon-
damental de lanalyse, I'unique primitive de f sur [—1,1] qui s’annule en 0 est

F:x»—)/ V1 —t3dt.

On effectue le changement de variable u = arccos(t) < t = cos(u) d'ou dt =
— sin(u)du.

Ainsi, on a pour tout x € [—1,1],

arccos(z) Z
F(x) = / —+/1 — cos?(u) sin(u)du = /2 \/sin®(u) sin(u)du
arccos(z)

™

Or, pour tout x € [—1 ] arccos(z) € [0, 7] et pour tout u € [0, 7],sin(u) > 0 donc
sin?(u) = [sin(u)| = sin(u) d’ott pour tout x € [~1,1],

=Nl

z L 1 [z T 1 1
F(QZ) — sin (u)du = 5 (1—cos(2u))du = 1_5 aI‘CCOS(.T)—Z[&H(zU)] arccos(z)

rccos(z) rccos(z)



1 1 1 1
= E—I—Z sin(2 arccos(m))—§ arccos(z) = %—1—5 sin(arccos(x)) cos(arccos(a:))—§ arccos(x)

4

=

8

SN~—
|

1 1
donc finalement pour tout z € [—1,1], F(z) = % + 51‘\/1 —z? — 5 arccos(z).

9
(b) La fonction g :  + /9 — 422 est définie si 9 —42? > 0 & 2% < = TRt [-2,3].

272

3 3

. 272

Ianalyse, G : x — / V9 — 4t2dt est 'unique primitive de g qui s’annule en 0.
0

On a pour tout z € [—3, % = 3/ 1/1— —t2dt On effectue un changement

de variable en posant u = §t d’ou du = 3dt puis dt = §du et on obtient pour tout

wE[;%

5 p or 3 [ 4 9 p
3 ’ \/1—u2du——F<3) §+§x 1—§x2—1arccos<§x>.

1. Tout d’abord, notons que les deux intégrales sont bien définies car pour tout t €
[0, 5], cos(t) +sin(t) # 0. En effet, on a

Ainsi, g est définie et continue sur [—2, 2] et d’apres le théoreme fondamental de

G(r) =

Exercice 8.

cos(t)+sin(t) = 0 < cos(t) = —sin(t) < cos(t) = cos (g + t> et= g+t[27r] out = —%—t[?w]

d’out t = —%[n], ce qui est impossible pour ¢ € [0, 5.

Posons le changement de variable u = g—t d’out du = —dt dans l'intégrale C'. On obtient

0 T 5 .
O _/ cos(5 u) = / | sin(u) du—S
= cos(3 —u) +sin( — u) o sin(u) + cos(u)

cos(t) + S%n(t)dt _ /2 P
os(t) + sin(t) 0

Or, O = Sdonc5_0+s_20douc s_g

3. (a) Tout d’abord, ¢ + /1 — 2 est bien définiesi 1 —t? >0 t* <1 &t e [-1,1].
Par ailleurs, vérifions que pour tout ¢t € [—1,1],t + 1 —t>#0. On a

1 2
t+\/1—t2:0:>\/1—t2:—t:>1—t2:t2:>t2:§:>t:i§.

us
2

2. Par linéarité de l'intégrale, on a C' + S = /

2 2
Or, pour t = \/7_,25—1—\/1—252 =2 # 0 et pour t = —g,t—l-\/l—t? = 0 donc

la fonction t — /1 — 2 est définie sur [—1,1] \ {—‘/75} A fortiori, elle est définie et
continue sur [0, 1] donc l'intégrale I est bien définie.

(b) Posons u = arcsin(t) < t = sin(u) d’ou dt = cos(u)du. On obtient

I /2 cos(u) P cos(u) P . cos(u) .
o sin(u) + /1 — sin®(u) o sin(u) 4+ +/cos?(u) o sin(u) + |cos(u)|

Or, pour tout u € [0, 7], cos(u) = 0 donc |cos(u)| = cos(u) donc I = C' =

e



Exercice 9. Tout d’abord, notons que les deux intégrales de cet exercice sont bien définies

3
car pour tout réel x,3 4 2cos(2x) = 0 < cos(2z) = ~5 ¢ [—1,1], ce qui est impossible.

3

3n : 3z .
1. Ona/4 ﬂda::/Al L(x)dm
= 3+ 2cos(2x) 1+ 4cos?(x)

4
On pose u = cos(z) d’ou du =

[t e [
- 3—|—2€OS V2 1—1—4u2— _z 1+ (20)*

On pose maintenant t = 2u, d’out dt = 2du et on obtient

3m . V2
1 dt 1
A _sin®) 1 | = plactan()%, = arctan(v2)

INE]

sin(x)dx et on obtient

3+ 2 cos(2z) 2)_pl+t2 2

car arctan(—+/2) = — arctan(y/2) par imparité de arctan .

™

2. Ona/4L(aj)dx:/4L(_$gdx.
o 3+ 2cos(2z) 0 b —4sin®(z)

On pose u = sin(z) d’ou du = cos(x)dx et on obtient

/zlr cos(x _/
0 3+2cos B 5— 4u2

Or, pour tout u € [0, ¥2], on a L ! ( 1 + 1
P 2 D s (\/_—2u)(\/_+2u) 25 \VB+2u  VB—2u
donc
/zlr cos(x) ir = 1 /éﬁ du +/\f du
o 3+ 2cos(2z) 25\ VB+2u Jo V-2

V2

= % B ln(\/g+2u)] 02

In(v5 +v2) — In(v/5 — /2)
4/5 '

<

- B In(v/5 — 2u)]

0

Exercice 10.

1. Notons que l'intégrale est bien définie car pour tout ¢t € R, 1 + ¢ +¢* > 0. La fonction

3 1 3
. . t
— m est unpailre donc /_1 mdt =0.
2. Notons que pour tout ¢ € [0, 7,1+ sin(f) # 0 donc I'intégrale est bien définie.
1 1 2dt
Posons t = tan(%) d'ou dt = 2(1 + tan?(4))do = 5(1 +t3)db, i.e. df = et

On sait qu’alors sin(6) = (cf. TD Trigonométrie) et on obtient

+ ¢

o
S
S

S| 12y 5 Sdt
Lo / 2 — {_
/0 1 + sin(0) /0 + 2 1+ t2 +2t o (141)?

d’ou

3 1
/0 T sm@) 0 =2 (

3+\/_ 3 2
3+v3  14v3

)



3. La fonction z — est définie sur | — oo, —1]U|1, +o00[. En particulier, elle est

x —
définie et continue sur [2, 3] donc I'intégrale est bien définie.
1 1 1 2
Posons = 4| o — = 2 = £F S @-Nul=x+1=z= Y onc
r—1 r—1 u? —1
2u(u? — 1) — 2u(1 2 4
dr = G )~ 2ull +u >du:——udu
=17 17
et on obtient
3 V2 2 V3 2
1 4
/ ahk dI——/ —2u du-4/ S —;
, Ve s @17, oty
Réalisons une intégration par parties en posant z(u) = u,y' (u) = ( “ 1)2,x’(u) =
1
Ly(u) = —m et on obtient

/3 x+1d _ 4 u \/§+1/\/§ du
, Vea—1™ — 202 —1)) 5 2)p5 -1
V3
= 2 —£+\/§+1/ L du
2 2 ) \u—1 u+1

= 2V2- V34 [In(u—1) = In(u+1)]Y2
= 2V2-V3+In(vV3-1)—In(V3+1) —In(v2 —1) + In(v2 + 1).
Exercice 11. On sait que f est continue sur le segment [0, 1]. D’apres le théoreme des bornes

atteintes, la fonction f est bornée sur le segment [0, 1] donc il existe un réel positif M tel que
pour tout z € [0,1],|f(z)] < M. On a alors pour tout n € N,

1 1 1 a1t M
0< || = / 2" f(z)dzr| < / z"| f(x)|dx < M/ ade =M [ } = :
0 0 0 n + 1 0 n + 1
Or, lim
n—r+oo 1 + 1
D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que hrf |I,| = 0, donc hrf I, =0.
n— n—-—+0oo

Exercice 12. o / f(z)dz > 0, alors 'hypothese implique que / fz)dx = / |f(z)|dz

d’ou par linéarité de 'intégrale / (|f(z)| = f(x))dz = 0.

Or, pour tout x € [a,b], f(z) < |f(z)| donc |f(z)| — f(x) > 0. Par ailleurs, la fonction x
|f(z)] — f(x) est continue sur [a,b] car f et la fonction valeur absolue le sont.

La fonction x — |f(z)| — f(z) est donc une fonction continue sur [a, b], & valeurs positives et
d’intégrale nulle sur [a, b]. On en déduit qu’elle est identiquement nulle sur [a, b], i.e. pour tout
x € [a,b],|f(x)| — f(z) = 0 d’ou pour tout x € [a,b], f(z) = |f(z)].

A fortiori, la fonction f est positive sur [a, b].

b b
o Si / f(z)dx < 0, alors ’hypotheése implique que —/ f(x)dx = / |f(x)|dx d’ou par

b
linéarité de l'intégrale / (|f(x)] + f(x))dx = 0.



Or, pour tout x € [a,b], f(z) = —|f(z)| donc | f(z)| + f(z) =0
Comme dans le premier cas, la fonction x — |f(z)| + f(z) est une fonction continue, a valeurs
positive et d’intégrale nulle sur [a,b]. Elle y est donc identiquement nulle, i.e. pour tout z €

la,b], | f(x)| + f(z) =0, d’ott pour tout = € [a,b], f(z) = —|f(x)].
A fortiori, la fonction f est négative sur [a, b].
Dans tous les cas, la fonction f garde un signe constant sur |[a, b].

Exercice 13.

1. On a pour tout n € N¥,

Up =

SRS

"k (]{37'(') — 0= < b—a)
— sin = f
n n
k=1 k=1
oﬁa:O,bzletf:xHxsin(ga:).

On reconnait une somme de Riemann et puisque f est continue sur [0, 1], on en déduit
que

i = [ i () = (2o (5) o] 2 [N con (G = 5 fon (5)]
im w,= [ zsin(—-z)dr=|——=cos(=zx)z| += | cos(=z)dr=— |sin( =z
n—-+00 0 2 T 2 T Jo 2 2 2

0

T T
2. Onsait que lim — = 0 et sin(x) ~a donc par composition, on en déduit que sin <—) ~
n

n—4oco N,
T — km 2 h_ad
vn~—2(2+cos(—)) = ( )
N n -

ot a =0,b=met f:z+— (2+cos(z))? On reconnait une somme de Riemann et
puisque f est continue sur [0, 1], on en déduit que

ﬂ- \
— d’ou
n

lim v, = / (2 + cos(z))*dx
n—-+00 0
= / (4 + 4 cos(z) + cos®(z))dx
0
s s 1 s
= / ddx + / 4 cos(z)dx + 5/ (cos(2z) + 1)dx
0 0 0

1
= 47 + 4[sin(z)|f + Z—l[sin(Q:U)]g + g
9
5



